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ex.::..ge;;clas t~açado cas moaernas 

.;i caçao levatr: cede. fr·e::::.Jer,+:.ements 

de ~e co~struire~ otras de arte curvas Sffi piar~a. ~orce 

' o cres~e~:~ i~:eressa 8Bla analise ssta~ica oas~e :iGo 

trabalhos pubiicados a este respeito nos ul~imos 

Cs sis:emas es~~~turais mais comumente u:~L~zacos 

nas oontes ct.;rvas sao seguintes: 

l .. _a1e cura sustentada oor vioas retas oara_alas 

Se emprsgadc no case :::e curvaturas muito fracas, aprasen-

ta come v an-ca g err, simclicidaoe de sua Q8orne::-J..a 7 00 ::jUS 

decol:'~e urn cus:: ~:::Jr-·;:JG-:::2. /el ao d2s po;-;:e;3 re-2s .. - ' ' 
t..n:-::B~~a 

' t:o, ta.:. sistema de r -::a·ca s oue~idades esteticas~ 

i.2.Laje cu: a s~steG~ada o~: vigas cLr~as para~s~a~ 

se empregaao e~ oon:es u= 
grande raio de =~rvatu~a. ' devido a - . . ..... . e:-:c1enc:a 

f'rent.e aos es7"o c e Sua ar, J..:ss ;Jrinci-

pio~ ar:álcga a das oral~as ortogonais. com as complica-

çoes decorre~tas da curvatura em oiarta. [mjora exis~am 

processos aproxlmados de c~lcu:c 

o emoreco de com~ tador eletrorico atra es ca aol:ca;ac 
C T:.:]l-~i 
~ ,' I ' '-' -' ._. ~j' ..:..O:-

3r em co~+:.a a scl1darizaçao das vigas er~re pela 

e pelas ~ventuais t~ansvs:sinas; as vioas cu: as sao e ~ 

tao subs~ituidas oor vigas poli;onais inscri:as, oevendo-

se, como veremos ac a~ta ter cuidados ~o ~cca~~e a ara-

lise dos resulta~os em virtude ~e :al aproxisaçac. 

* A p~e~en~e publ~caç~o ~e~ume aula~ mln~~~~ada~ pelo A~~oz 
em 7975 na. d~i:.c..~r.;i-<.no. de pê~-gJt.a.duo.ção Í'A~u.a.l_(_za.ç.ão ao C 
culo da~ E.6~Jt.u~u.Jt.a.~ d~ ConcJt.e~o AJt.madcu. 



N~ste caso. :cmo no ant~rio~, a c~:vatura apresenta 

uma influ~ncia n~~a ( l ' .) 
' • ..J.. .. l. ~ ou :eduzida nao se cons-

tituindo num p~cc_2~a especifico. Sua a~~lise n~o ser~ abor-

dada neste artig:. 

l.3.Vigas de secçao celular. S~c larga~en~e utiliza-

das r,as pontes e rr: c ~ !' '_: 2. * ce\lido à sua ' grande rigidez a tor-

ça~. aliada à eficiercia na ebsorç~o dos momentos fletores! 

quer positivos, quer negativos, assumindo particular im

por~~ncia ~stes ~ltimos uma vez que, nas obras de pequeno 

raio de curvatura, a continuidade consti~ue um ~ator es

sencial de reduç~o dos momentos torsores. rste sistema 

e~tr~tural ser~ o tema central oe nossas discuss~es. (Fig. 2 a Sj. 

2. Etapas da an~lise. 

Dividire~os o estudo em duas etapas: 

a) Determinação das reaçÕes de apÔio e dos esforços 

so_:l_ici~antes. 

b) Estudo das tensÕes internas. 

No primeiro d~stes capitulas, -serao apresentados di-

versos processos de cálculo, com a indicação de suas van

tagens, limitaçoes e gráu de aproximaçao. Quanto ao segun

do, limitar-nos-emas a esboçar sua problemática, visto 

que tal assunto constitue o tema de outra palestra progra

mada para ~ste seminário. 

3 • ReaçÕes de apoio e esforços 
' 

solicitantes. 

3.1~ Generalidades. O problema da determinaç~o das 

reações de apoio e dos esforços solicitantes tem merecido 

a atenção de inÚmeros autores, a maioria dO$ quais abor-

dou o mesmo de forma rigorosa e dentro das hipÓteses da 

Resist~ncia dos Materiais, para o caso de vigas continuas 
' curvas, contidas em plano perpendicular as cargas, e ten-

do, em cada tramo, secçao transversal e raio de curvatura 

constantes. Se por um lado as soluçÕes s~o "exatas", as 

limitaçÕes geométricas impostas ao problema restringem 

consideràvelmente sua aplicação. Com efeito, as imposi

çoes de traçado levam frequentemente a tramas de raio va-

riável; e, por outrc lado, 
, 

o proprio andamento dos esfor-

ços solicitantes obriga os projetistas a preverem secçÕes 



ran~ variável ao longo do eixo. 

s condiç;es, n~o ~ possivel a~licar os referidos p~oces

sos "exatos". 

Outra abordagem, oe grande generalidade e de preci

s~o c.· :ol~vel, consi~:e no emprego de computadores di-

atrav~s oa ~ubs~ituiç~o do eixo curvo da ponte 

~or um e_xo poligonal, geralmente inscrito; alguns cuida-

dos sao necess~rios na interpretaç~o dos resultados, como 

'Jeremos adiante. 

Finalmerte, é possivel conseguir resultados suficien-

temente exatos a~:avés de um orocesso aproximado, proposto 
. ·:::, (á) . ' 1" . t ,. por d~versos autores' · em var1an~es 1ge1ramen e 01-

f rantes s~tre s{, e oue aoresenta vantagens de generali

da~e, rapidez de c~lculo e f~cil controle de todos os pa

~ametros intervenientes. 

3 • 2 • Os p :;:-o cesso s 1
' exatos n • Embora apresentando as 

limitaçÕes acima apontadas~ ofe:::-ecam nos casos em que 

s~c aplic~veis, a vantagem de um c~lculo :-elativamente 

simples através do emprego de tabelas e ~bacos. S~o par

ticularmente indicados nos casos de CGrvaturas acentuadas, 

quando, como veremos, os processos mais gerais têm preci-

sao menor. 

3.2.1. Processos anal{ticos. Citaremos o de 
f~) (6' 

~ittfoht\~ e o de Ureden\ J. 

3.2.1.1. Processo de Wittfoht. O re

ferido autor aborda o problema da viga continua curva de 

geometria e raio de curvatura constantes em cada tramo, 

sÔbre apoios r{gidos à torç~o. O sistema fundamental é ob

tido praticando cortes nos apoios, com o que se transfor

ma a estrutura numa ser~e oe vigas isoladas, apoiadas 1:

vremente à flex~o e rigidamente à torç~o. Por meio de ta

belas, calculam-se, em c~da tramo isost~tico, os momentos 

fletores e de torç~o, bem como as rotaç;es de apoio. A con

tinuidade é restabelecida através da aplicação, nos apoios, 

de momentos fletores calculados através de um sistema de 

equaç;es an~logas à equaç~o dos três momentos das vigas 

retas. Os esforços solicitantes s~o obtidos, àbviamente, 

superpondo os da estrutura fundamental aos provenientes 

dos momentos hiperest~ticos de ~lex~o, cujo efeito é de

terminado por tabelas apresentadas pelo autor do trabalho. 
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3.2.1.2. Processo de Vred~n. Consiste de um 

roteiro de calculo que permite, den~r~ ~as mesmas limitaç3es 

geom~tricas do anterior, resolver vigas ccnt{nuas curvas 

com ~poios quer engastados ~ torç~o quer esf~ricos. No di

zer do pr6prio aLtar, as equaç~es que permitem determinar 

os esfcrços reativos e solicitantes s~o apropriadas para 

uma proçramaç~o prevendo uso de computador eletronico; efe

tivament~, a aus~ncia de tabelas de qualquer tipo obrigaria 

a um c~lculo manual extremamente penoso, o que, a nosso ver, 

tor~a desaconselh~vel o emprego do processo, a nao ser que 

tal programação seja efetivamente implantada. 

3.2.2. Processos iterativos. Representam sem dÚvi

da um passo no sentido da simplificação dos cálculos do ti-

po de estrutura em estudo, e permitem a consideração de apoios elástico 

3.2.2.1. Processo de Schulz(?). Os apoios, 

nêste processo, podem ser engastados ou livres, tanto à 
flexão como à torção; todos êles são inicialmente supos

tos blooueados, calculando-se, mediante tabelas e ábacos: 

-momentos fletores e torsores de engastamento perfeito 

em cada ~ramc; 

-coeficientes de distribuição dos momentos fletores 

(para relaxação de um nÓ à flexão, mantendo-se os demais 

nÓs bloqueados) em cada apoio; 

-coeficientes de distribuição dos momentos torsores 

(para relaxação de um nÓ ~ torção, mantendo-se os demais 

nÓs bloqueados) em cada apoio; 

-coericientes de transmissão para momentos fletores e 

torsores~ de um apoio para os adjacentes, s~postos bloqueados; 

-coeficientes que ligam o momento fletor -aplicado a um 

nÓ determinado, ao momento torsor que nêle aparece (obvia

mente nesta situação o nÓ se encontra liberado à flexão e 

bloqueado à torção, entendendo-se que os nÓs adjacentes 

permanecem totalmente bloqueados); 

-idem, ligando momento torsor aplicado, a0momento fle

tor que o mesmo causa no proprionó, agora bloqueado à flexão 

e livre à torção. 

Partindo, como dissemos, da estrutura totalmente blo

queada, procede-se à relaxação dos nÓs, um a um, alternada

mente à flexão e à torção, até se conseguir a relaxaçao com

pleta. É Fácil, no cálculo dos coeficientes de distribuição, 

considerar a presença de ap6ios elásticos, quer à flexão, 

quer à torção. 



c; 
~. 

Embora evidentemen-:e ·c ::rocedimento seja muitJ mais tra-
, I . 

balhoso do que o metodo de :r~ss para vigas cont1nuas prisma-
A f ' 

ticas, sua convergencia e rap_~a. 
( 8) • 

3.2.2.2. Processo de Maffei • E semelhante ao 

anterior, embora desenvolvido inoependentemente. Apresen-

ta sÔbre aquele a vantagem de a compensação dos nÓs ser efe

tuada simultaneamente ~ flexão e ~ torç~o, o aue o torna mais 

~ápido. Por outro lado, embora sejam apresentadas numerosas 

tabelas com variação de lQ ou de 5Q para o angulo central 
/ 

do tramo, o emprego das mesmas e ligeiramente mais trabalho-

so. Uma simplificação está sendo estudada pelo autor, o que 

vi~a a tornar o processo de aplicação bastante vantajosa. 

3.3. O emprego de computadores digitais. A possibilida

oe de utilização de programas de cálculo como o STRESS e o 

STRUDL, que abriu novos horizontes no campo da análise das 

estruturas, torna viável a análise eletrônica das vigas con-
f "' r I t1nuas curvas, como se vera a seguir. E poss1vel, sem maiores 

dificuldades; levar-se em conta uma variação das caracte

risticas geométricas da secção transversal ao longo do eixo 

da estrutura, bem como do raio de curvatura dentro de um 

mesmo tramo; além disto, os apoios podem ser livres, engas

tados ou elásticos, quer ~ flexão quer ~ torção, não haven

do limitaçÕes quanto ao tipo de carregamento. O procedimen-
' to e o seguinte: 

3.3.1. Substitue-se o eixo curvo por um eixo poli

gonal inscrito, mantendo-se inalterados o carregamento e a geo

metria das secçÕes. A análise eletrÔnica é levada a efeito pa

ra esta estrutura poligonal. 

3.3.2. Ao se interpretarem os resoltados, ' e preciso 

considerar o seguinte: 

a) o pequeno angulo formado, em cada nÓ, por um deter~i

~ado.lada da poligonal e pela tangente~ estrutura inicial, 

pouco influe no valor do momento fletor no referido nÓ; bas-

ta observar, coma o fizemos em diversas estruturas que ana

lizamos com iste processo, que é pequena a diferença entre o 

momento fletor à esquerda e o momento fletor à direita de ~m 

determinada nó; basta então, em cada nÓ,adotar a média arit

mética entre os momentos fletores calculados na estrutura po

ligonal. 
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b) O mesmo nio ocorre com relaçio aos momentos to.

sores, que sac m~ito afetados por pequenas variaçÕes angula~ 

do eixo. Isto se explica pela predominancia dos momentos fle-

teres em rela~io ~os torsores, como se verifica na fig. E. PE-

ra ~stes ~ltimos, pode-se afirmar sem grande ~rro que os ~~lu

res determinados na estrutura poligonal coincidem com os da e~

trutura curva, nos pontos onde há paralelismo entre as ~es~2~ 

o que em geral ocorre nos pontos m~dios dos lados do pol{~on~. 

Basta então adotar, nêstes pontos, o momento torsor correspon

dente, calculado fàcilmente por interpolação linear a partir 

dos valores calculados para os extremos dos segmentos corres

=ondentes. Os momentos torsores nos v~rtices da poligonal (e 

em particular nos apoios) são finalmente encontrados atrav~s 

da aolicação da -equaçao 

ds R 

adiante demonstrada, onde 
, 

+ m
t 

-Mt e o momento torsor 
/ 

numa secçao de coordenada curvi-

M 

R 

llnea s , 
, 
e o momento fletor- na mesma secçao , 
, 
e o raio de curvaturà, em planta, do eixo da viga na 

secção considerada , e 

~ o momento torsor unitário ' aplicado a viga, na 
-mesma secçao. 

Concluindo, ~ possÍvel a análise de uma estrutura curva 

por meio de computador, através da substituição da mesma por 

outra, poligonal, desde que o n~mero de div~sÕes seja apro

priado e que os resultados sejam corretamente -interpretados. 

Geralmente, obtem-se bÔa precisão com 4 ou 5 divisÕes por 

tramo, devendo-se aumentar êste n~mero no caso de curvaturas 

muito acentuadas. 

3.4. 
, r -

Um processo aproximado. E posslvel a determinaçao 

analÍtica das esforços solicitantes numa viga continua cur

va contida em plano perpendicular às cargas, atrav~s de um 

processo simplificado, que oferece bÔa aproximação no caso, 

quasi sempre verificado em pontes, em que o angulo central 

(isto é, o angulo formado pelas perpendiculares ao eixo da 

viga passantes pelos apoios) de cada tramo, ~ suficiente

mente pequeno. 
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Giversos autores 
( J ( 5 i tratara oo assunto, abordan-

d_ d:v?rsos aspec~os oo mesmo. ~diante jaremos um tratamento 

ge l 20 pr:c?sso. para o caso, nao citado na literatura, em 

~ue c momant~ -= --~rcia a ~=r;ao e vari~vel. ~stabeleceremos 

~ma sistem~ti:a ae calcu~c, e ~aremcs indicaç~es acerca da 

orecisac 2 ser esoerada" 
, 

3.4ole Hipotese fundamental. Supoe-se cus, para an-

gulas centrais pequenos, os momentos fletores da estrutura 

curva s~o aproximadamente iguais aos que se obt~m calculan~c, 

para o masmo carregamento, uma estrutura de mesma geometria 
, 

e igualmente vinculada, porem retificada. Verifica-se que, 

para angulos da ordem de 3= 0 , o ~rro cometido ~ da ordem de 

3%, êsso êste que passa a - lO% para angulos de 60°. Ora, 

dificilmente se encontram pontes em que o raio de curvatura 

e ~enc~ do que o v~o correspondente (caso em que o angulo 

central 2 ligsiramen~e inferior a 30°), de modo que usual

me~te o processo ~ aplic~vel na quasi totalidade das estru

turas cu~vas de pontes. 

3.4.2. Equação diferencial funcamental. Uma vez 

conhe:id~s a priori os momentos fletores, calculados para 

.ig& retificada por qualquer dos processos usuais apli-

caveis a vigas de momento de in~rcia vari~vel ( incluindo 

nos mesmcs o emprego de computador eletronico), -O problema 

passa a residir exclusivamente na determinação dos momen-
~ ' +- -_os de c-orçao. A seguir deduziremos uma relação diferen-

:lal entre momentos fletores e torsores, que permitir~ che

ga~ 20 cálculo dêstes Últimos. 

Estabeleçamos na viga curva uma coordenada curvilinea 

s com origem ~uma das extremidades (por exemplo, a es-

querda), 

ds (fig. 

da mesma. A:-a.:.izando o equillbrio de -um elemento 

7 ) ' 
-submetido em suas secçoes s e s + ds aos 

momentos fletores M e M + d~, e aos momentos torsores 

Mt e Mt ~ dMt e com momento torsor unitário mt apli-

cado ao longo de seu comprimento ds, podemos escrever, a 

menos de diferenciais de ordem superior: 

d f~ - M 
~ 

= + mt 
ds R 

(1) 



Decorre imed~atamente a 
s 

M = 1"1 . -f( t Ot 

o 

onde ~t ~ o momento torsor em 

a determinar, na secção s = o 

tivamsnte, ~ momento fletor, 

-expressao 

M 
R + mt) dS 

, 
s' M ot e 

5 e 1"1, R 

o raio de 

de l"lt 

o momento 

e m. 
t 

sao, 

curvatura 

mente torsor unitário aplicado, na secção s. 

( 2) 

torsor, 

respec-

e o mo-

A orecisão da fÓrmula acima depende do ;ráu de apro

ximação obtido na determinação de M, e é pouco sensivel, 

devido ~ sua forma integral, aos erros, que como vimos 

são pequenos, cometidos no cálculo daquele esforço so

lic::.tante. 

É necessário agora determinar M
0

t e em seguida cal

cular l"lt por meio de uma integração numérica. 

3.4.3. Tipos de apoio. vão de torção. A viga 

pode ser apoiada livremente, elàsticamente ou rlgidamente, 

tanto à flexão como ~ torção. No cálculo dos momentos 

fletores da viga retificada, sua vinculação ~ flexão já 

8. 

se supÕe devidamente levada em conta, bastando daqui em dian

te considerar apenas os vinculas à torção, que representaremos 

com a seguinte convenção gráfica: 

111 
vínculo rÍgido ' torção a 

f vinculo elástico ' -a torça o 

vinculo livre ' torção. a 

Definiremos vão de torção como sendo o trBcho da viga 

compreendido entre dois apoios consecutivos, nao se con-

tando, para fins desta definição,osa~ios livres intetmediarios. A vig2 

fica assim subdividida num certo número de vãos de tor-

çao, como se mostra na fig. 8. Os vãos de torção serão de-
r 

finidos pelo Slmbolo Lti" Estabelece-se para cada Lti uma 

coordenada s. tendo origem no apoio esquerdo do vão de torç~o, 
l 

A integração de (2) será efetuada, como veremos adiante, sepa-

radamente para cada vão de torção. 
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3.4.4. Linhas de influência dos momentos torsores 

nos apoios. Apoios rigidos e elásticos à torção. O primei-

ro passo para realizar a referida integração consiste no cál

culo dos Moti' isto e, dos momentos torsores nos apoios es

querdos de caoa vão de torç~o. Para tanto consideremos (fig.9) 

um vão genérico Lti' supondo inicialmente que seus apoios se

ja~ r{gidos à torção. No que segue, eliminaremos, por simpli

cidade, o {ndice i. 
-Suponhamos que na secçao de coordenada s seja aplicado 

o momento torsor concentrado de intensidade unitária indi

cado na fig. 9. Parte do mesmo é absorvida pelo trecho à 
esquerda do ponto de aplicação; seja ela .6. M

0
t. A parte absor

vida pelo trecho direito será ~M t : 1 - ~M ~ • Sejam e e 
s o~ o 

e as rotaçÕes que os quinhÕes de momento torsor prova-s 
cariam em seus respectivos trechos, supondo que a barra seja 

cortada na secção considerada de coordenada s. As referidas 

rotaçÕes valem: 

80 

8 
s 

s 

= ~Mot j~ 
G Jt 

G 

= 
1 -6M ot 

G 

( 3) 

(4) 

A compatibilidade de deslocamentos angulares requer que 

80 = 8 ( 5) 
s 

o que conduz a: 
1:..1: 

61'1 ot 
/~: js 

( 6 ) = lt 

Jds 
jo 

J,_ 
o ~ 

nada mais 
, - influência que e do que a expressao da linha de do 

momento de torção no apoio o. As integrais js e j
0 

podem 

ser fàcilmente calculadas numericamente pela regra dos tra

pézios. 
, 

O momento torsor M
0

t e agora obtido a partir desta linha 

de influência, através de 
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'- L.._ 
': L, 

/( r~ js ) 
f 'i i 

'"'S 
D,s ( ~ \ = ... m os= - ... m.,_ i ) ·-

R ~ i ~ R 
L, 

i .;o ..Jo 
o o 

Uma vez conhecido, no trecho consioeraoo, o valor de 

os momentos c:orsores ao longo do mesmo são deduzidos 
, -

numericamente atraves oa eouaçao ( 2 ) • Supondo-se porém que 

alguns dos apoios inicialmente supostos rigidos sejam efe

tivamente el~sticos, ap6s calcularmos em cada vão de torção 

os Mot' determinaremos por diferença os Mst" Ter~mos assim~ 

em ~ada apoio, momentos de engastamento perfeito ~ torção 

que serão diferentes ~ esquerda e à direita do referido 

apoio. Supondo agora desbloqueado um determinado apoio 

(~ torção, bem entendido), o momento desequilibrado dis

tribuir-se-~ parte para o trecho ~ esquerda, parte para o 

trecho ~ direita e parte para o prÓprio apoio elástico, 

proporcionalmente ~s respectivas rigidezes. 

A rigidez ~ torção de um determinado -v ao de torção, 

seja "o momento torsor que, aplicado numa extremidade 

suposta livre, produz,nesta,uma rotação unit~ria'',é da

da por 

c 
K = 

jo 
( 8) 

como se deduz f~cilmente da observação de (3) e de (6). 

Por outro lado 1 a rigidez do apoio será calculada a 

partir de suas caracterÍsticas geométricas e mecanicas, 

ou 

não apresentando maior dificuldade sua determinação. Por 

exemplo, no caso de aparelho de apoio de nebprene, de plan

ta retangular, temos 
b 2 

4 ( el) 
KN .., 

sendo 

b a menor dimensão, em planta,do aparelho de apoio 

a espessura de uma das placas de neoprene 

o nÚmero de placas de neoprene 

( 9) 

o momento de inércia do aparelho em relação à tangente 

ao eixo da estrutura no apoio considerado. ( 9 ) 

Nesta expressão, as unidades são o kgf e o em. 
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àbviamente, quando um determinado vão de torção tiver uma 

extremidade livre, o que, por definição, só pode ocorrer no 

primeiro ou no Último vão, o momento torsor no apoio livre 

será nulo, calculando-se o do outro apoio com (7), pondo-se 

j
5

a j
0 

se o apoio engastado fÔr o esquerdo, e j 5 a -j
0

, em 

caso contrário. 

3.4.5. Momentos torsores ao longo da viga. são en

contrados , como dissemos, a partir de (2),apÓs a determina

ção dos momentos de torção nos apoios. Mais uma vez, o cál

culo numérico revela-se suficiente. De maneira geral, é acon

selhável dividir cada tramo em lO partes; quando um vão de 

torsão,contiver mais de um tramo, o mesmo terá lO t divisÕes, 

sendo t o nÚmerp de tramas do vão. 

3.4.6. Precisão do processo. Como já dissemos, pa

ra angtilos internos inferiores a 30P, o erro miximo do pro

cesso é da ordem de 3%, valor perfeitamente tolerável. Para 

angulos maiores, pode ser aconselhável introduzir uma corre

ção, devida a Bretthauer e NBtzold ( 4 ) que consiste em se 

calculàr para determinados casos de carga, a relação en-

tre os momentos fletores da viga circular e os da viga reti

ficada, quer para viga engastada num apoio e livre no outro, 

quer para viga biengastada ~ flexão. Para vigas cont!nuas, os 

autores aconselham a calcul~~ o valor da correção dos momen

tos de apoio para cada tramo, como se os apoios fossem bloquea

dos, e em seguida adotar em cada apoio a média aritmética das 

correçoes dos tramas adjacentes. Em nossa opinião, todavia, 

o trabalho adicional não se justifica, sendo prefer!vel,nês-. 

te caso, o emprego de computador, como se viu em 3.3. De 
-qualquer maneira, os angulos superiores a 3~ 0 sao extremamen-

te raros nas pontes curvas. 

A análise dos deslocamentos angulares efetuada em 3~4.4. 

supEe impllcitamente a validade da teoria de Saint-Venant pa-
-r a a viga em estudo. Embora em se tratando de secçao transver-

sal delgada, o f ata de a mesma ser fechada, o que sempre ocorre 

vigas de - celular, franca predominancia nas secçao assegura a 

torção de Saint-Venant, como veremos em 4. 

3e4.7. Damos a seguir, como exemplo numérico, o 

cál6ul~ dos ~omentos de torção numa viga de secção variável, 

da 

de 30m de vão, suposta conhecida a lei de variação de (~ + mt). 



M M js 
i Jt 1/Jt 2 . js/jo (""" + mt) (- + m )- Mt Js t . 

R R Jo 

o 0,5 2,00 36,84 1,0000 o o,oooo 67 

1 0,5 2,00 32,84 0,8914 o o,oooo 67 

2 0,5 2,00 28,84 0,7829 o o,oooo 67 

3 o,s 2,00 24,84 0,6743 5 3,3715 52 

4 o,s 2,00 20,84 0,5657 10 5,6570 22 

5 0,5 2,00 16,84 0,4571 lO 4,5710 - 8 
6 0,5 2 ,_oo 12,84 0,~485 lO 3,4850 -38 

7 0,5 2,001 .. 8' 84 0,2400 11 2,6400 -71 

8 0,6 1,67 : 5,17 0,1403 12 1,6863 -107 

9 0,8 
I 

0,0611' 13 0,7943 -146 1,25{ ... 2' 25 
lO 1,0 1,00 i)' 00 o,oooo 12 o,oooo -182 

83 22,2024 

s = 3 m 

-M
0

t = 22,2024 x 3,00 67 tfm 

M10t=-(83,oooo - 22,2024) X 3,00 - -182 tfm 

I 
a 1 2 3 4 5 6 

,:ri] 
7 8 9 10 

l 

js/ja 
(linha de in
fluencia de f"',

0
t ~ 



3.5. Influ~ncia da protensac. =e a ~strutura retificada 

~3r isost~tica. a prote~s~o ~~c influe nas reaç~es de apoio, 

e portanto nao alte:a o andamento dos momentos fle:ores. 3ua 

influ~ncia nos momsn~os torsores oode ser anal~saoa atraves 

obser~Jação da :;nde se apres:::-:.a um elemento cur-

·J o d s . c e r a i o R e d e a n CJ u l o ::: e r t r a l d 6 = d s / P , i r,d i c a n d c- s e 

:ambem a f3rça N de protens~o aolicada oelo cabo resultante 

:::om excentricidade e. 
-O momento Flstor introduzido oela orotensao e 

J momento torsor unitario aplicado oelo cabo provem da 

f6~ça exc~ntrica unit~ria de intensidade n e de excentrici-

dade e. Podemos escrever: 

N 
n = R 

(f6rmula jOS tubos) 

sendo o momento torsor unitário correspondente mtP calcu

lado por 

m ... P = n.e = 
L.. 

As expressoes (lO) e (12), introduzidas em (1) levam a: 

= ( -
ds 

A 

N N 
-e+-Re R ) = o 

o que mostra que, neste caso, a orotensac ~ao influe nos mome~-

tor torsores. 

Por outro lado, quando a estrutura ~etificada e hioeres~i-

tica, a protens~o introduz momentos hioerast~ticos de flex~c. 

os quais terão influ~ncia nos momentos tcrsores atrav~s de 
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4. Tens~e& internas. 

4.1. Secç;es transversais indeformiveis em seu plano. 

Con~itierernos a barra de secç~o celular da fig. 11, de modul: 

de :elasticidade longitudinal E, e transversal G, e tenda mo

mento de in~rcia ~ torç~o Jt; suponhamos inicialmente que a 

meSrl11-a tenha, além dos diafragmas extremos 1 um grande nÚmero 

de :(iliafragmàs intermediários r{gidos, de modo que suas sec

ç~es transversais, embora podendo sofrer empenamento, per

maneçam indeformadas em seu plano. 

Na determinaç~o das tens~es internas, tanto normais co

mo tangenciais, somar-se-~o,àquelas determinadas através da 

Resist~ncia dos Materiais, outras calculáveis pela teoria 

da f i ex o- t ô.r ç ~o de V 1 as s o v ( 1 0 ) ( 11 ) ( 12 ) • Tais tensÕes a di

cionais aparecem sempre que a torç~o n~o é uniforme, ou quan

do há impedimento ao empanamento. 
, 

Em particular, o momento torsor M~ e equilibrado, em 
L. 

cade secção transversal, em parte por tensÕes tangenciais de 

Saint-Venant, calculáveis pela conhecida f6rmula de Bredt(l 2 ), 

e em parte por tensÕes tangenciais oriundas da flexo-torç~o. 

Sejam Mts a parcela de Mt equilibrada por torç~o de 

Saint-Venant, e Mtt aquela equilibrada por flexo-torç~o; 

teremos: 

( 14) 

Corno se sabe, Mts é proporcional à primeira derivada, 

se~undo x, do angulo de torç~o 8 : 

M = G J e ~ (ls) ts t 

ao passo que Mtt pode ser escrito na forma 

onde J ww 
' e o 

M =-(EJ 8")'=-M' tt ww w 

"momento de inércia sectorial"da secç~o, e 

Mw ~ o "bimomento de flexo-torç~o~ 

(16) 

Quando o produto G J~ é grande, como no caso das sec-
L. -çoes celulares, Mtt pode ser desprezado, predominando a 

tor~~o de Saint-Venant; por outro lado, nas secç;es del

gadas abertas, há predominancia da flexo-torç~o. 

Kollbrunner(l 2 ) estudou a influência do parametro 

. =1G (17) 
ww 

para vigas simplesmente apoiadas de v~o i , com três carre

gamentos diferentes, a saber 

momento torsor uniformemente distribuído 

momento torsor concentrado no meio do vão 
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- bimomento aplicado nas extremidadese 

Determinou, no meio do vão, o valor do bimomento M w 
comparando-o com o que se teria fazendo x ~ O (caso de 

flexo-torção pura). Os resultados são apresentados na fig. 17, 
-onde se verifica que, oara as secçoes cheias ou celulares, 

pr~domina e torção de Seint-Venant. 

~ssim sendo, quando, nas secç~es delgadas fechadas 

a d~formação das mesmas, em seu prÓprio plano, é impedi-

da pela presença de diafragmas, as tens~es internas podem ser 

determinadas, sem êrro apreciável, através das fÓrmulas da 

Resistência dos Materiais. 

4.2. SecçÕes deformáveis em seu plano. Retirando ago

ra todos os diafragmas (exceto os das extremidades), as sec

ç~es transversais passam a sofrer uma deformação em seu prÓ

prio plano, acompanhada por um empanamento adicional. 

Esta deformação se deve ao fato de, num elemento gené

rico ds da barra, o carregamento p =- dQ/ds, de resultan

te excêntrica, se transmitir à secção s + ds através de ten

sÕes tangenciais d T que não se distribuem necessàriamente 

segundo o fluxo de Saint-Venant. 

É o que se verifica nas figuras 12, 13, 14 e 15, onde 

se indica o efeito de um carregamento excêntrico p atuando 

num elemento ds = 1. O fluxo de cisalhamento transmitido da 

secção s para a secção s + ds pode ser decomposto em três 

partes: 

- um fluxo correspondente ao carregamento simétrico da 

fig. 13 (b), 

um fluxo de Saint-Venant (fig. 14 (b)), e 

um fluxo auto-equilibrado (fig. 14 (c)). 
' 

O fluxo proveniente do carregamento simétrico é determi-

nado, nas secçÕes formadas por várias células, sem maior difi

culdade; o mesmo provoca um deslocamento linear vertical da 

secção, como se indica na fig. 15 (a). 

O fluxo de Saint-Venant é calculado pela já mencionada 

fÓrmula de Bredt, e provoca uma rotação r{gida da secção, 

como na fig. 15 (b). 
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Resta sonsi:Jsrar o ~luxo da fig. 14 (c), o qual, como 

dissemos, ~onstitue um carregamento auto-equilibrado atuan-

te no elemento ds = 1, deformando o mesmo conforme se mostra 

na fig. :s (c), e provocanao o aparecimento de momentos fle

tores transversais importantes. Além disto, mobilizam-se ten

soes normais e tangenc~ais que irão se somar às devidas à fle

xao e à torção pura. 

O problema acima descrito foi abordado pela primeira ~~-

com - ·d d v· (lo) d - 1 gen=ra~l a e por ~assov para o caso e secçao ce u-

lar de contorno poligonal. 

No caso das pontes curvas, além do carregamento verti

cal excêntrico acima mencionado, aparece num elemento ds o mo-
M menta torsor aplicado R ds que se transmite ao elemento atra-

vés de fÔrças horizontais iguais e de sinais contrários que, 

com suficiente aproximação, podem ser consideradas atuando 

nas mesas da secção. O tratamento dos efeitos dêste biná-

rlo é análogo ao que se viu para o carregamento da fig. 13 (c), 

que é constituído por um binário de fÔrças verticais. 

4.4. Esforços devidos à deformação da secção. 

Convem inicialmente observar que o carregamento auto-equi

librado que provoca a deformação do elemento ds não depende dos 
-esforços solicitantes na secçao s, mas da carga externa atuan-

te naguêle elemento, nela se incluindo o efeito de curvatura 

acima mencionado. 
, -

Quando a barra e suficientemente alongada, a secçao trans-

versal pode ser analizada, para o carregamento da fig. 14(c), 

sem se levar em conta a presença dos elementos vizinhos, o 

que constitue uma aproximação razoável e a favor da segurança. 

Caso contrário, é preciso decompor o referi~o carregamento em 

dois quinhÕes: um dêles resistido por flexão das placas em se~s 

prÓprios planos, e outro por flexão transversal dos elementos 

atuando como pÓrticos. 

Tung(l 3 ) aborda o problema das secçÕes unicelulares tra

pezoidais. Scordelis, Davis e Lo(l4 ) analizam vigas tubulares 

corno fÔlhas poliédricas, ao passo que Pama e Cusens(lS) desen

volvem um processo de cálculo de tabuleiros de grande lar~ura 

considerando-os como placas ortótropas. 

Quando a largura da ponte é grande frente ao -vao, as ten-

soes normais longitudinais devidas à deformação das secçÕes, 
- - E -nao sao desprez2veis, como se observa na fig.l9, onde sao apre-

sentados resultados teÓricos obtidos da análise de fÔlha po-



e onde se nota a influência favorável de um dia-

~·ra:;;rna ~- t?::'T,c::diário central. 

·-. •-::. -::Gr:side:raçÕes finais. Do acima exposto, conclue-se 

que: 

4.5.1. Nas vigas de secção celular, as tensÕes de-

vidas - - I • a çlexc-to:rçao sao desprez1ve1s. 

4,5.2. Havendo um nÚmero suficiente de diafragmas 
-=igido:::, as secçÕes transversais na o se deformam, podendo 

as :ensÕes no~mais e tangenciais ser determinadas pelas equa

çoe~ Ga ~esistência dos Materiais~ 

~.5.3. Na ausência de diafragmas, as secçÕes trans

ver3ais se deformam, aparecendo esforços solicitantes de p6r

tlco. o caso de tabuleiros largos, as tensÕes longitudinais 

que se mobilizam concomitantemente devido a esta deforma-

ção não são despreziveis. 

4.5.4. A deformação transversal de um elemento de

pende apenas do carregamento do elemento, devendo portanto 

sua análise ser efetuada para as condiçÕes mais desfavoráveis 

no tocante à carga aplicada ao elemento considerado. 

4.5.5. Nas pontes curvas, além da excentricidade 
.r , 

das cargas moveis, e de uma pequena excentricidade da propria 

carga permanente (devida ao fato de o elemento ds ser de plan

ta trapezoidal), aparece no elemento o momento torsor apli

cado de intensidade ~ ds , que pode ter grande influênci~ na 

distorção do mesmo. Nêste caso consideramos conveniente pre

ver diafragmas rlgidos intermediários (pelo menos três) a fim 

de eliminar, ou pelo menos reduzir, os efeitos desfavoráveis 

d~ tal distorção. 

4.5.6. A análise da deformação t~ansversal pode ser 

feita por processo simplificado (caso de pont~~ alongadas), 

existindo métodos mais exatos que permitem resolver o proble

ma em grande nÚmero de casos. 
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