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4., Curvas de encruamentc 

4.,1. Generalidades. 

Os metais em geral apresentam 3 tipos de comportamento plástico, 

no ensaio a traçao que sao : escoamento nítido com patamar de escoamento , 

escoamento contínuo sem patamar de escoamento e ruptura brusca sem esooame~ 

to permanente. Enquanto que os dois primeiros definem os materiais ducteis 

o 3º caso carateriza os materiais quebradicos. Ademais, a representação~ 

fica dos resultados do ensaio a tração seguem geralmente a orientação da fi 

gura 37. 
~, 

o é~ ê~ 

a) com patamar de 

escoamento 

Íl 

I 

at .. -l;mite de r-up_ 
tu r a 

IJ éll én e.( 
b) sem patamar de 

escoamento 

fig. 37; gráfico, tensao normal a tração - alongamento relativo 

Nesta figura temos as seguinte coordenadas : tensão normal a traçao 

~1 a onde P 
1 

é a fôrça normal e S a secção transversal Eê = :;_J1~:: .t,' 
o . o . 1 ..co 

a onde lo é o comprimento de referência inicial do corpo de prova e 11 o 

comprimento final de i após a deformação o 
Como a seção transversal diminue com o escoamento, o valor ~t não ex-

prime a tensão real na seção considerada. No entanto, pode-se definir uma 

outra tensão, expressa por 
p 

= s;:- ( 36 ) 

Esta tensão que é definida por verdadeira, apesar de ser referida a se 

çao s1, isto é, medida após o respectivo carregamento, ainda não exprime a 

tensao real durante a sol.ici tação, pois, não considera o recuo elástico 

quando cess~ a solicitação. Aliás, este recuo pode ser desprezado, para a 

maioria dos materiais, pois é muito menor do que o alongamento permanente 

em estudo. Tomemos, por exemplo, um aço com um módulo de elasticidade E = 
21000 kgf /mm2, um alongamento ép1 = o, 2% e um limite de escoamento 

Vt1 = 10,5 kgh/mm2 • 
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A deformação elástica é então : é 
e = ~-E -

10,5 
--=-~-'---- = 0,005 

21000 

o~ 05% ' portanto, desprezível em relação a e..e = o, 2%. 
1 

ou 

Os gráficos da figura 38 mostram a tensªo real at em função do alonga-

menta relativo ~ v.t 
-t 

"'I 
i 
! 
! 
! 

) 
Q I 

a com patamar de escoamento 

fig. 38 - Gráfico tensão real 

b )0 sem patamar de escoamento é..e 

alongamento relativo 

:r:Jesta representação, no entanto, não aparece nitidamente a tensao de 

ruptura vt , após a qual o corpo de prova, continua a escoar sem o acrésci 
r 

mo de carga. (início da estricção) 

Convém lembrar aqui, que a tensao real neste gráfico, durante a estric 

çao, também se refere a menor seção transversal do corpo de prova. 

Transformando-se o alongamento relativo em deformação logarítmica e 

igualando-se a tensao real a pressão específica de deformação d , obtem-se 

os elementos necessários para a construção gráfica da curva de encruamento. 

(vide figura 39 ) 
kd. t 

I 
I 
1 

I 
l 
l 

! 
l 

o l ft o 'ft 
a) com patamar de escoamento b) sem patamar de escoamento 

fig. 39 - Curvas de encruamento 

No entanto, para o ensaio a compressao simples, também se define a 

pressao específica de deformação porém, com sinal negativo, como segue 

- k d 
O encurtamento que define nesse caso a deformação pe~ 
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manente, também pode ser transformado em deformação logarítmica (-~~ ). Em 

resumo a curva de encruamento representa os ensaios de tração e compressao 

indiferentemente, quando se adota para as coordenadas os valores escalares. 

Segundo P~ Ludwik})a expressão analítica dessa curva, para a maioria­

dos metais, define uma função exponencial@ 
1\ 

( 3 7 ) 

O coeficiente " a 91 dá a posição da reta resultante quando se aplica 

o logaritmo na expressão ( 37 ). 

Por exemplo o aço carbono de 0,10 a o, 20% C, apresenta um a 20 a 

30 kgf/mm2 e o alumínio com 99,5% um a~ 4,5 kgf/mm2• 
A inclinação da reta, formada pelo logaritmo da expressão (37) dá o ex 

poente n, cujo valor varia de 0,19 a 0 9 27 para os aços carbono e 0,27 pa 

ra o alumínioo No entanto, o aço inoxidável 18-8 e o latão não obedecem es 

ta expressao, mas uma análoga, dada por ~ 

kd 

Sendo o encurtamento relativo c a e 

poente dessa igualdade respectivamenteo Segundo 

guintes valores práticos : para o aço 18-8, a ::::: 

para o latão 63, a ;:::; 12 kgf/mm2 e n ;:::: 0,44" 

( 3 8 ) 

n o coeficiente e o ex­

W. Pankwin2 ) temos os se-

18 kgfjmm2 e n ~ 0,54 ; 

De qualquer maneira estas expressÕes são aproximadas e só servem para 

distinguir, ao grosso modo, os diversos encruamentos dos metais entre si 

principalmente, no que se refere ao expoente n , também definido por expo 

ente de encruamento. Quanto maior for esse expoente tanto mais encrua o ma 

terial, com a deformação • 

Por outro lado, existem metais com p -n = o, isto e, metais que nao en-

cruam, por exemplo o chumbo na temperatura ambiente.,. 

Aliás, quando o material apresenta uma curva de encruamento com n = O, 

pode-se afirmar que a sua temperatura é maior ou igual a de recristalização, 

pois só, assim se explica a deformação plástica sem encruamentoo 

4o2 RelaçÕes gráficas~ analÍticas~~ curva~ encruamento 

Uma das relaçÕes analítica dá a diferenciação da pressão específi 
1) -

ca de deformação, dada por, kd = P , aliás proposto por P. Lúdwik em 
s 1909 o 

Portanto, diferenciando-se P = Skd têm - se, 

dP ( 39) 

mas = ( 40) 



P2Ta se determinar o máximo, deve-se igualar a expressao 40 a zero 

dc::.de 

( 
kd 

' ( s ) ( 4 1 ) l - ""dS dkd / = P,.,..,_,_ P,..._,._ 

Como volume 
, 

constante durante deformação têm-se o e a 

d rt d2 d s 
i = 

s 
( 4 2 ) 

·Q_U_·2 substi tuido em ( 4 1 ), dá, 

k 1 ( d ) ( ) 
dk d ft d p"'<>.>:. p "'"-"'. 

( 43 ) 

....... J'l ... ./'-"-
dkd 

' ) ( kd ) \ d !p t 
J p "'"-"· Pma.x. 

( 44 ) 

Introduzindo-se a expressão (37) e lembrando-se que a máxima tensão no 

E:::J.s:s.ic a tração se dá um pouco antes da estricção, isto é, quando é..e = Gr, ou 

= ~h , a onde, é h define o alongamento homogêneo e fh a deforma-

çao logaríti:nica homogêneao (vide figura lO), têm-se, 
71 

e dk 
-:--:---
d lf\ 

kd = a rh = 
n -.i 

a n fn 
Substituíndo-se estas na expressao ( 44 ) , resulta • 

n-J.. 

a ~hl'! a n 

n = ~h 

( 45 ) 

( 46 ) 

( 47 ) 

Portanto a deformação logarítmica homogênea define o expoente de en-

c:r·ua men to o 

Além disso, a tensao de ruptura 
r 

fornece ainda a seguinte relaçao: 

(} s 
kd 

1 
kd ( 48 ) So -;fh o r 

s lfh , 

~h 
n n pois 9 -s=- = e mas = n e kd =a fn = a n donde resulta 

o 
((' = _1_. a.nn ( 49 ) 

r en 

A construçao gráfica de Nadai e Reyto também permite relacionar a cur 

va de encruamento com os dados de ruptura. 

Para tanto, recorre-se a tensão normal ú e a 

portanto, ([= p 
s-= 

p 

-s-" o 

So 

s 
55 

((_-=-s­
So 

tensao verdadeira 

= ú(l+ é) (50) 



pois 

s..e 
.f!_ o 

Derivando-se 

f! 
_R o 

esta 

. s J2 - 1 = ~ - 1 , devido o volume constante 0 8 0 = 

der 

d é 

1 

expressão e igualando-a a zero temos , 
( 

I c 1 + é) do­
L d[ 

( 51 ) 

l Mas, o coeficiente ~~----
(l+G)2 

so se anula~ quando G = oo cuja soluçao 

nao interessa à prática, resta então, [ (1 + t) Úmax. ( 52 ) 

que define a tensao máxima, portanto, o alongamento relativo 

e a tensão para V (tensão de ruptura) a 

passa a ser 

r 
Com isso a expressao (50) passa a ser 

([' _ 6""ma)(. 

r 

Substituindo-se esta ultima expressao em (52) tem-se 

( d?F 

d 6 
) 

max 1 + (,. r 
n 

( 53 ) 

donde se conclue que a tangente a curva v= f ( ~ ) numa distância E h pode-

se observar esta dedução teórica, graficamente. 
- I t; r( kgf;m m) 

.Rn 

! 
i[ 

fig. 40. Construção gráfica para relacionar Ú r com Ú= kd 

Como ú = kd 

11?. h =Jl.. n ( C,h 
o 

pode-se, com auxílio de papel logaritmico, pois W 
) th 

+ 1 ) , determinar graficamente a partir de Úr e 6 h 

é(%l 

um 

ponto da curva de encruamento~ Por outro lado a função ( 37 ) no papel lo­

garítmico representa uma reta, portanto necessitamos mais um ponta da curva 

para determinar a curva de encruamento. Desprezando-se as deformaçÕes elás 

ticas, pois, são muito pequenas em relação as deformaçÕes plásticas, pode-

se adotar para o limite de escoamento Ú = u a e e 
Esta tensao que se refere a um G :::::: O define então o segundo ponto da 

curva de encruamento e representa na equaçao ( 37 ) o coeficiente a no pa 
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'l'Ô,~?.s ~s .·as :"!.eduçoes ·~eóricas e gráficas sao aproximadas pois, a curva 

C:.:s encruamento repr·esen"têc'JZllla certa sequência de valores práticos~ kd =f Cf"t) 
q;J.e nem sempre podem se::o ra:r·resentados por uma equação simples o 

.::~ o3 o Influências térmi~ sôb:ce .§_ curva ~ encruamento 

!Jos parágrafos e.nteriores, nos quais se estuda a cur-ITa de encrua­

men~o, nao se menciona a temperatura~ no entanto ela influe diretamente sê-
..z. ..c " .. -es ce .L.'enomeno ele defcrmaçao o 

Quando se defor·ma um metal ductil, a uma temperatura mui to baixa, êle 

J;;::;ã.e tornar-se quebradiço, portanto é muito importante para a construçao me 

cânica determinar exatamente esta influênciao 

·~· ensaio ele resiliência em funçao da temperatu~~a dá uma bóa noçao sô-

Para tanto constr6e-se o 

dinâmica 

~ ;? """l ' ___r,,~.. --....,.,,.,..,.]lílr."l"J 
o/0]/~f-. lj// . 

figura 4lo 

grande 

variação 

a 
r 

0J t 1 po de s o I i 1t a ç a o 
zoZ"~a qu~ bra 

dyca 
----~~------·-------~~ o ! -u· 

.}_ 

A r -Trabalho 
S de ruptu 

\ ra 

Area de s~l 

çao :r-esis­
tente 

Temperatura 

figo 41"' Influência da temperatura sôbre o coeficiente de 

resiliência 

l-Testa figura po.S.emos observar 3 zonas distintas, definidas pela varia-

çao do trabalho especifico a 
r 

em funçao da tempera tv.:ra .J- "' Examinando-se 

a superfÍcie fr·atü.Taà.a do corpo de prova, pode-se distinguir os 3 tipos de 

ruptura~ ductil com escoamento nítido~ indefinido e o quebradiço sem escoa-

::~ento ·visível~ q1.1e correspond.em as 3 zonas do gráficoQ 

Por outro lado, com a elevação da temperatura os metais deformam com 

um menor esfôrço externo 9 isto é, a pressão específica de deformação dimi-

neo 

No entanto, nao devemos esquecer que os materiais apresentam, durante 

uma solicitação,uma deformação viscosa (creping ou Kriechen), que pode ser 

desprezÍvel na temperatura ambiente, más ela aumenta com a temperatura como 

pode;nos observar pelos ensairss de res·istência a quente. Por exemplo, os en 

saias que determinam o limite de escoamente viscoso, segundo a norma DIN-

50117 e a tensão limite 0,2 pela TIIN- 50118 • 

Em resumo, vê-se que a influência da temperatura nao pode ser desprez~ 

da e deve ser constante para cada curva de encruamente. 
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Esta curva assim formada define-se como isotérmica e a reuniao delas , 

cada uma com uma temperatura diferente forma o gráfico da ~igura 42. Por 

outro lado tôda deformação plástica vem acompanhada por uma elevação de tem 

peratura, que deve ser determinada para poder ser considerada na curva de 

encruamento. kgt t 
I 
i 
I a,b, c dados práti 

I cos de um ensaio. 

o I 
figo 42. 

ft 
Curvas isotérmicas de encruamento. 

Portanto, os dados práticos necessários para a construção das curvas 

isotérmicas de encruamento geralmente não provém de ensaios a temperatura -

constante e sim de acôrdo com a curva a b c da figG 42. 

4o4o Transformação de estrutura cristalina. 

A maioria dos metais apresentam, além da temperatura de fusão 

uma ou mais temperaturas de transformação de estrutura cristalina. 

Quando esta transformação se encontra numa temperatura perto da de fu­

sao ou muito abaixo de O c ela deixa de ser importante para as deformaçÕ~ 

plásticas da práticao 

Por outro lado a recristalização, que os metais apresentam quando sao 

aquecidos a uma certa temperatura, é de grande importância, pois define o 

limite de deformação plástica sem encruamentoQ 

Aliás, as conhecidas denominaçÕes de deformação: a frio e a quente, ao 

certo devem ser definidas por : deformação com temperatura abaixo ou acima 

da de recristalização, respectivamenteo Assim sendo, o chumbo deforma a 

quente na temperatura ambiente. 

Para os aços carbonos têm-se na figura 43 as faixas de temperatura que 

correspondem a deformação quente de acôrdo com os ensaios de Dupuy e Honda~) 

1

1 2 o o 

? 1100 

~ 1000 G 
:::7 
~ 
tU .... 
Ql 

c.. 8 o o 
E 
Ql 

1-

6 O O Li ----'------'-----"------"---...._ 

o 02 OL. 06 068 1 O 
teor de Carbono(%)-
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fig., 43 - Parte à.o gráfico ferro-carbono em função da temperatura 

com as limitaçÕes para a deformação a quente~ a) temper.ê:_ 

tura 2.d.e':ll e b) temperatura com .iimi tação de deformabili 

aade menor que a 3 

.A faizs. a representa a deformação a quente ideal~ pois, todo material 

te:rr um limite de def"c::::'mabilidade para um determinado esfôrço solici tante,ge 

2'a.lrr:ente defi::.ido pelo alongamento de ruptura~ que nêsse caso é maior do 

g_u.e o da fai:::a b 

:No entanto, a :recristalização também se efetua apÓs uma deformação a 

f:::>io, quando se aquece posteriormente o material a temp·eratura de ::::'ecrista­

iizaçao. Os gráficos da figura 44 mostram como varia o tamsnho do grão cris 

t2lino com :: encr::tamen to e a temperatura do met.al o 

?a:ca o aço de baixo teci· de carbono vide figura 24, no parágrafo 2, L 
o ., ro 
,_ 

c) Alumínio de 98,5 % 

Rednção de seçao. ( % ) 

d) Estanho 

fig., 44. Gráficos de recristalização para diYersos metais .. 

Essa variaçao de tamanho de grão, naturalmente está s-ujeita a velocida 

de de recristalização qne tlao deve ser desprezada0 

Continuando com a il~luências das transformaçÕes cristalinas sôbre o 
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encruamento, devemos ainda citar o comportamento cristalino do aço inoxida­

vel austenítico instável. 

A instabilidade dêsses aços é definida pela sua tendência a formar Mar 

tensit. 

C.B.Post e W.S. Eberly4)estabeleceram uma percentagem equivalente de-

Niguel, que não deve ser ultrapassada para 

vel (livre de Martensit), cuja expressão : 

d N". _ (%G~ + 1,5~ Mo 
70 1 eq - 12 

o aço inoxidável permanecer esta 

( válida para % Gt ~ 20% ) é 

20) 2 %M11. _35%C+l5 
2 

No entanto, despreza-se aqui o teor de Nitrogênio, que também influe­

sôbre esta instabilidade, pois, este deve ser evitado quando se deseja um 

aço altamente resistente deve-se adotar o aço instavel e quando se dá pre­

ferência para uma pressão específica de deformação menor, o aço estável pa­

rece o mais indicado. 

No entanto, a instabilidade e ainda função da temperatura, e pode por 

isso não obedecer o limite fixado pelo Ni , por exemplo: o aço com 0,10%; eg 
0,25% Si; o, 55% Mn; o,ooSfo P; o,oo8% s ; 17,24% Cr e 7,65% Ni apresenta um 

Ni = 11, 86:_::"' 7, 65, portanto, estavel más na realidade êle so é estavel a­eg 
cima de 80 °C. 

Além dessas transformaçÕes existem outras, que podem ser obtidas atra­

ves dos gráficos característicos do metal, em função da temperatura e dos -

componentes da liga. 

Em resumo, deve-se anotar na curva de encruamento as eventuais trans -

formaçÕes cristalinas, que o material representado pode apresentar. 

4o5 - Influência da velocidade ~ deformação 

Como velocidade de deformação define-se, a variaçao de deforma -

ção logarftmica em relação 

~ t = ) 

ao tempo, donde 
d i t 
dt ( 54 ) 

A velocidade de alongamento, que se utiliza muitas vêzes no lugar da 

de deformação, se obtem diretamente da máquina de ensaio e é expressa por 

dE 

d t 
= _4 ( par a Jl = 1 ) 

dt o 
( 55 ) 

No entanto, quando esta Última e constante, pode-se afirmar que a de­

formação elástica é constante, más, não para a deformação plástica, pois 

substituindo d ':Pt = d.R na expressao 54 temos, 
.X. 

o d p 
ft v 

= 
.R dt f 

( 56 ) 

Isto é, uma velocidade constante, v dividida pelo comprimento varia-
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r7 
:1Ias J ~d.-t 

~· 

v 

Por o_;_tTo lado; para se consegu.ir 

t cons tan~e~, deve !!:tos alongar o corpo de pro-

~i\T 

v 
(/ 

.A o, 

v 
o 

(} 
):._ n 

.~r, 

f 4· 

'" 
istc e 

cu dv ( 57 )o 

d.t ( 58 ) 

de o a r:;, .r·esul ta 

t ( 59 ) 

( 60 ) 

lo 
J t 

J!i,_; entanto;. cs ensaies q_'.;Je deter:ninam a influência da velocidade de de 
o 

.::~or:,_,a :;;ao ~:.s;r. r:".err:.pre o·bsiec.e= é cDndiçao de lf + = constante o Principalmente 
J <;;. '..J 

:s ~1saios ~ais an~igcs: tomando por base o E = constante, mas apesar diss~ 

nao ~svem ser despraz6dos~ pc~s, para 
o 

~açao d: li~ite de escoamente, o E x 

p,squenas d.eformaçÕes, como na dete:L~mi 
o 

o o 
v d) e 
h 

ps.::-a ;:::: h5 E :::: 
J t 

aproximadamente igual 2. 

\ 
I o 

o 

tf l 
. . \ 
( 

E 
h o 

Pa::!a cia:: ·· ... t.ma -~_deJ...s sôOre a o:rde:3m ã.e grar~.deza das velocidades de d.efor··--

maçces~ uti~izadas n~ pra ca 5: f o i ela.~borado o segt1i2.'1te qt2adro compara ti .,.To 

arame 
~--------;-·· . i ~ 

0~2m/s 

à. e 
l mm) 

')(1 i '-'-' ill/ s 

Laminad_::l""' a 
frio l mm.) 

0,3m/s 30 m/s i 4 m:::v s 1 L{.'J B:o/s 1 
~-------------:1 ~L· --------------------------~~--------------------------1 

,, :.1 

( c...,~.:>\1 ,t I ' 

.pcw.a.. c- .co~~~ :!.C% / s j :::.o·J%; s 1118oo%/ s 

, o I "' tré.çcofa '::raçço ~ 
~ t ij 

lO I' 1" 8 ···%1 ,,,,,,">,Ai' 
; ' :!" ! ..!..0-=' t'l ~ Di S ..!..UU"""'Ü..Lu/01 S 

~ i ' . ' '• ' ' 110300%/ s 
( P~··"" tf ::: zo~~ ! ~ 

' t j::;, com:pres ~a eom:pres~11 L.,;" -i _::·., -
I"''~" I ;:;av · 
'I : ' 

!10~1.5%/s : 100-130%/s 

11800007~/ s 

1030000%/s 

o o 

Donde se conclue que a diferença de E par-a lf!~ ~ em relaçao as veloci-' ,_ 

dades de deformaçao utilizadas nas trafilas ou 1aminad.ores 5 é pra ticàmen te 

Como as velocidades de deformação compreendem uma Í·aixa mui to grande , 

p:re:fe!."e-se mui tas ·vêzes representar sua inf'luência sôbre a resistência mecâ 

nica do mate:!'ial, nD.m gráí~ico logaritmicoo Por outro lado, só nas v-elocida 
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~ 

des muito pequenas, pode-se conservar a temperatura constante, durante a 

deformação, por isso, ela geralmente é citada nos gráficos que mostram a in 
o o 

fluência de E ou 'f t • 
Por exemplo, a figura 45 mostra connvaria resistência a ruptura do co­

bre e do aluminio em função da velocidade de deformação. 

"E 30 
111 

E 
111 ~20 
·- cr 
u 111 .::s: 
c'-

<GJ :::1 ~ 10 +.J-
UI O. 

I 
:::1 

•tn L. 

Ql 

a:: o I 
-3 

10 
-1 

10 10 
3 

10 
o 

Velocidade de alongamento -E ( % /s) 

fig.45 - Influência da velocidade de deformação sôbre a resistên 

cia de ruptura do cobre e alumínio a 20° C (segundo A. 

Nadai e M., • Maiyoine5) 

Os mesmos autores, Nadai e Maiyone também pesquisaram com o aço 1010/ 

1020, cujos dados podem ser observados na figura 46. 

a.. 
esc o a mente 

o lb-----L------L----~~----~~ 
-L. 

10 
-2 

10 1 o 4 
10 

Velocidade de alongamento ~ (%/s) 

fig.46 - Influência da velocidade de deformação sôbre a pressao especí 

fica de deformação do aço 1010/20 a 20°C • 

Na figura 47 podemos observar o comportamento do chumbo durante a de -

formação plástica em função da temperatura. 

Encurtamento E ( % ) 
62 



Influsn·:::ia da velo cidade de deformação no ensaio de com 

pressão elo chumbo na tempera tu::·a do ambiex'cte o 

Cor"ti:Tu.ôndo !').2 :~nfl:.:ência da velocidade 9 que até agora só foi estu.da -

pa.:;:"ê. _;a,_ ·:::empera tu:re. do e.mb:!.en::;.e~ passaremos a obser·;rar os gráficos de H. Hen 
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figuras 

saias de compressio -

de ~vários 

500 

'I'empera tura V ( ° C) 

figo49· Resultados dos en­

saios de compressao por 

impacto de vários aços 

carbono~ para 1ft~ 40 % 
l~a figt:.1....,a. L(.8 "7Ter::.os que a.s c:x::r·~~s aprese:.'1tam uma inflsxao 7 que se expli 

::a~ a tr,e.·,;;rés cio gráfico f\=::c-ro='Ocar .. bcno 9 poi·s 9 nesta faixa de tempera tura 9 1-J.á 

"'7"2. es'tlel tos e para cl_esp:::"eza.r o atrito das faceos de apoio? que provocam >.:m -

defo:::-mado o Por·~anto estes de.dcs só dão uma idéia do grau de influência dos 

.-.:. -em I ·Ul'J.ça o Ll? 'J"elooidade 
o 

kd = n ,f :r: ~t 
t?r-

( 61 ) 
.: .. 0> 

sendo n um coeficiente a. ser determinado experimentalmente. Esta expres-
o 

sao so -vale para uma. faixa 1'1!fUtlL ta est:rei ta de ""Te lo cidades, por exemplo ~t =10 

a 2000 %/So Aliás, a expressão de Ao Reyto dada por 

r dJt ,m 
\~) ,o, 

J "o 

..;tem êsse i3.'1CO""~renier::.te e :como o 

( 62 ) 

coeficiente é função do material, da 

temperatura e do encruamento, prefere-se ainda a representação gráfica da 

curva de enc:r·uamen to o 

O problema consiste entao n:s representação gráfica, pois, a pressao es 
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pecífica e função de 3 variáveis fundamentais que sao 

aJ'­
"'00 

o + 
\111 aJ 

\11 -o 
til 
aJ 
1-

(l_ 

.,;; 
~ 
v. 

~ 

r_p,. - ~ 
Tieformáçao logarítmica 

figQ 50 - Curva de encruamento 

... 
lft ( % ) 

kd = r ( ~t 

.. 

' if' 
A figura 50 mostra a representação gráfica adotada, da função kd = 

f ( újt, ~ , tT ) , na qual a influência da temperatura, continua sendo repr~ 
sentado pelas curvas isotérmicas de encruamento, segundo a figura 42,enqua~ 

to que as curvas com velocidade ~t constante, não têm significado especial 

e só servem para introduzir a influência da velocidade de deformação na cu~ 

va de encruamento. Para esclarecer melhor, segue o seguinte exemplo: seja 

dado a deformação logarítmica tft , a temperatura ~ e a velocidade ~t z. de 

um material, pergunta-se q_ual é a pressão específica de deformação kd 
o z 

Para tanto segue-se a ordenada por ~ t 2 até encontrar a curva da tempera tu-

ratl2 e depois percorre-se a curva isotérmica de encruamento até intercep­

tar a curva de~ t o A abcissa correspondente a esta ultima interseção dá 
2 

a pressao específica desejadaa 

4.6. Influência do envelhecimento ~da fragilidade ~ 

Certos materiais, como o aço~ apresentam uma variação de resitên­

cia com o decorrer do tempo, após a deformação plástica, êste fenômeno é 

denominado por envelhecimento. Este geralmente tende a aumentar as caracte 

rísticas de resistência mecânica do materialo Quando o fenômeno tende a di 

minuir (eliminar) o encruamento êle se define por recuperação (pois tende a 

recuperar o estado inicial)o Por exemplo, o aço de baixo teor de carbono 

efervecente, apresenta no seu estado inicial, no ensaio de traçao um pata­

mar de escoamento, que é indesejavel na conformação plástica dos metais 

pois, durante a deformação ocasiona faixas preferênciais de escoamento, co­

nhecidas como linhas de Luederso O aspecto superficial é prejudicado, devi 

do a formação de rugaso Para evitar isso, deforma-se o material, o suficien 

te para eliminar o patamar de escoamento. 

A figura 51 mostra como varia o gráfico tensao deformação com o en-
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cruamente, segundo Griffith, Lenyon e BDUms6 )o 
til 

E 
._ 
o 
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""E 30 

~ '!- 20 
O> 

.::s:. 
10 

~ o o 0,5 1,0 2,0% Encruamento a trio 

Alongamento E (%) -IS%_r-

figo: 51. Variação do limite de escoamento com o encruamento do 

aço 1010/20 efervecenteo 

"' Observa-se que o limte de escoamento diminue no inicio do encruamento, 

isso se explica pela libertação de discordâncias bloqueadas~ Segundo Cott­

rell7), as discordâncias estão bloqueadas.por uma nuvem de atemos estranhos 

no contôrno dos.grãos cristalinos, dando uma resistência mecânica elevada • 

Rompendo-se esta nuvem ela se difunde no meio dos grãos, resultando assim 

uma resistência mecânica menorG E Houdremont8) no seu livro, cita um en­

saio, que é representado na figura 52o 

.. ~···/ "' ' 

ai o o ga m~;nto t.96 

figo 52.- -Detalhes do patamar 

de escoamento de um aço 

1010/20 everfecente se~ 

doJE. Houdremonto 

Para isso utilisou-se uma velocidade de deformação muito lenta e uma 

ampliação muito grande para o registro do alongamentoo Vê-se então que o 

patamar é formado por uma curva aparentemente descontínua, pois as quedas 

de tensao eram tão violentas que nãp podiam ser registradas. Por outro la­

do a nuvem diSsolvida pelo en~~Üamento do material tende a se formar nova 

mente com o decorrer do tempo, dando outra vez o patamar de escoamento, é o 

que chamamos de recuperaçãoG 

A temperatura também influe no envelhecimento, a tal ponto que pode pr~ 

vocar um envelhecimento artificial, isto é, o tempo necessário para o pro~ 

so e então t~o pequeno, que dá a impressão de ser nulo. .. . . 
A fragilidade azul, que os~aços apresentam a uma tempera~ura de 300 a 

500° c, se traduz pela diminuição da ductibilidade dos materiais (pode ser 

constatada pelo ensaio de resiliência)e No entanto nesta temperatura, o 

aço 

53· 

geralmente 
... _::. r.!. 
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se pode vêr na figura 

Temperatura .J' (°C ) 

·'· 
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. 
'T8J.o6idade lp.,_ = 50 %/S~ 

) L 
do aço 1010/20, 

9 ne c 

press~o específica é relativamente alta 
, , o 
e a c::1ame.a.a 

fragilidade azul0 só foi observada r:o aço 101 

também em outros aços, inclusive nos aços ligas 0 A teoria de Ck "St::-el} Taü;~ 

bém justifica. ·esta variação d.e r~ssis tência com. a tem :pera tuT;·a c, 

A .., r.. -. ·~ JO> " '' "' C :"1 do a l~esi,;r~encia a. der ormaçao piast:Lca do ma "Cer:Lal o Jeguno.o 
., "'1 

p rr p ,~.tJ; , à.e tV o!lo .~..~8] .. ! pode=S·9 peT'f'eitamente observar em de talb.es a 

tJ.?.m.pera tura 1.10 e:r:-:c:rt~tame::l·to.., ~Tid.·8 figu:ca 54 o 

o 
-c 

't"dí '~:::> ,_., 
01 

--
!Ji 

ai 
0::: 

2 G O ,,-------------,-------------,---,,~----,,"----, 

'-

r o '-!-

o 

tra·f[iado c0 rn r~·lri'4· 
T ~ · • d ~,..r ., ,r a T 1 1 a c se m r e, , , ,_ ,_1_ 

2 O 0/1 h t-( r a t il ad o 
"'200í'H•-~trati ado+ 

'2 O O/i h <- t r a f it a d o ., 
2 O Oj'í h -1- t r a f i a d o 

cem refrigeração 

Deform2çav So 
s 

aço carbono com C .ac~-

mado e pa te::1 ta do 

de de deform::1ção mui to lenta e outra vez sem refrigeração e uma. v-s.::.c -::;tic:fi<:: 

r a zoa'?~.t"t.sl c 

Consegc.iu--se entao com a velocidade mui to pequena~ trafila:::-a ::c::·:,_:.:;, .. 

interessante nessa pesquisa é que existe uma curva de encruamerJ.t-::J 

frio e por meic de s es ele1,ração de temperatura se consegc:.e au:rr.e?l·e-e.:" 

J:>esistênciao Uma t:rafilação a frio~ posterior, obriga ;;;. material a s. 

rir novamente a curve básica. de encruamentoo Para completar~ o :pe,sq_;;::_se.:~:::~~-

analizo-:~1 a mesma sequência de ensaios nos materiais puros como o a_ -'.r:::.:::.:,.:~ 

99 e 99~ 99"/o~ o cobre eletrolÍtico e o ferro puro, rlâo e~1contrando :::le::::c.:ra:::c:c~ 

va:riaçao na curva de encrue.mentoo Confirma-se então~ que a Yari3.ca ::ie :::-

sistência com a temperatura depende da presença dos atômos extra:1.c.os, O 

tao no entanto também se comporta como o aço da figura 54e 

Em resumo fica difÍcil re:;::,resentar na cur-va de encruamento o ê!ê'Te.LCJ.e 
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menta, portanto êle só será mencionado quando existe esta possíbilidade,más 

r-ao o seu grão de influência. 

As tensÕes internas, que aparecem quando se encrua um material também 

estão ligadas ao envelhecimento, mas só precisam ser consideradas para o 

aço nas temperaturas mais altas de 500 a 750° C , pois, nesta faixa de tem­

peratura elas tendem a desaparecere 

Aliás esta faixa de temperaturas nao se utiliza para o aço em deforma­

çoes plásticas, pois, nao apresenta vantage~sG 

4.7. Influências da inversao no encruamento e~ anisotropia 

Comprimindo-se um corpo de prova de um material já encruado por 

tração, êle começa escoar com uma pressão especÍfica de deformação menor do 

que no ensaio a traçãoo Este efeito foi descoberto por J. Bauschinger11 ) -

(efeito Bauschinger) no começo do século XIX e foi comprovado também por ou 

tros pesquisadoreso Na figura 55 pode-se observar melhor êste efeito. ( a 

justificação teórica esta no 
80 

60 
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Fig.55 Influência da inver -

são do encruamento sôbre 

.o climi te de escoamento 

do; }iço 1045. 

Deformação logarítmica ft ( - ) 
Vê-se que a tensão de escoamento diminue com a inversao do esfôrço so­

licitante, más, nas deformaçÕes maiores, o encruamento segue novamente a 

curva de encruamento normal, de um só tipo de solicitação. 

. Aliás esta Última observação pode ser melhor observada na figura 56, a 
. 12) 

onde Trl a Pankmen e H. Fri tz- mostram o efeito Bauschinger para as grandes 

deformaçÕes plásticaso 
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fig. 56. Influência do 
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des (aço 1045). 
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As diversas curvas referentes aos diferentes pré-encruamentos mostram 

que realmente aparece o efeito Bauschinger, mas, para deformaçÕes maiores -

que 2% êle deixa de existir, no aço 1045. Além disso~ os outros materiais; 

como a 1070, o latão 63 e o Al Mg3, tambem apresentam curvas análogas aos 

da figura 29., 
1' Por outro lado, compr6va-se a htpotese levantada por Ludwik 1

, que os 

encruamentos se somam, sejam êles de mesmo sentido ou de sentidos opostos , 

pois as curvas da figura 56 praticamente coincidem, após uma pequena defor 

maça o inicial.,, 

Aliás, Linicius e Sachs13 ), já tinham muito tempo antes das pesquisas­

de Pankmin e Fritz, comprovado a hipótese de Ludwik., ~les associaram os en 

cruamentos por tração simples de arames com o de trafilaçãoo 

Na fig~ra 57 pode-se vêr~ com exeção do inicio do encruamento, que os 

limites de resistência dos arames pré-trafilados coincidem com a curva de 

encruamento, quando se leva em conta o encruamento por trafilaçãoe 

l1l 
u 

"1- a 
...,_ ln:l 

~ u-~ 
c. f1l 

~ ~~ 
QJ O'f!:·C"' 

-o "1- t:.:s: 
a aJ 

\ f1l -o 
lfl 
lll 
QJ ,_ 

o 1 o 20 

Redução de seçao ( % ) 

figo57 Associação do encruamento por trafilação com o de traçao 

simples, para o aço com 0,04% C e uma fieira com um ângulo 

de cone de 4°o ( ~ S -redução de seção por trafilação) 
So 

No entanto o ângulo do cone da fieira nao pode ser maior que 8° e o e~ 

cruamente por trafilação como podemos vêr na figura 30 deve ser maior aue -

l5%o O latão 63 tambem foi ensaisdo por êsse processo, pelos mesmos pesqui 

sadores, dando um resultado análogo4 

As discrepâncias entre os encruamentos de trafilação e de traçao sim­

ples, no início da curva de encruamento, se justificam pela desuniformidade 

da deformação plástica no arame.. Com isso o arame armazena uma série de ten 

soes internas que desfavorecem o posterior escoamento por tração simples. 

Outro fenômeno, que aparece nas deformaçÕes plásticas em materiais pre 

-encruados, é a predominância de deformação, em determinadas direçÕes~ Os 
materiais que apresentam estas propriedades chamam-se anisotrÓpicos. Quan-
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do as tensoes solicitantes se opoem as tensoes internas, o escoamento é di­

ficultado e em caso contrário êle é facilitadoo Mas, esta ultíma consequê~ 

cia representa o efeito Bauschinger5 portanto, todas as deformaçÕes multi -

plas que apresen0am tensoes internas, estaÕ sujeitos a êste efeito. 

Para definir o gráu de anisotropia de um material define-se o fator 

No ensaio de materiais laminados êsse fator é definido por : R = fb 
ifh onde fb e )Oh são as deformaçÕes logar:Í tmicas da largura e da espessura 

a 

do 

corpo de prova~ respectivamente. 

Como a deformação f h é relativamente difícil de se medir, prefe-se dedu 

zir ela da deformação logar:f. tmíca de alongamento ~h = ~ - ~b, pois,l: p = 0., 

Um fator R = 1 corresponde a um material isotrÓpico, e um R f 1 um ma-

terial anisotrÓpicoo 

P9.ra a deformação plástica em chapas, prefere-se geralme;nte um mate-

rial com R:> 1, pois, o escoamento deve-se dar de preferência na largura e 

nao na espessurao 

Em resumo tôdas estas influências dêste parágr·afo devem ser anotadas 

nas curvas de encruamento, que foram elaboradas por deformaçÕes multiplas e 

para tanto recomenda-se o seguinte : 

Introduzir na curva de encruamento a curva tensao deformação do ensaio 

complementar, considerando o pré-encruamento, como foi feito na fi~~ra 30 e 

O fator R também pode ser anotado para cada ensaio, quando se trata de 

m.a terial com seção transversal retangular o Nas deformaçÕes simétricas, poio 

exemplo o arame, os perfís quadrados, sextavados e nas barras redondas,o f~ 

tor R sempre deve ser igual a 1~ portanto não precisa ser determinado nêste 

casco 

4o8o Meios para ~ obtenção ~ curvas de ancruamento 

Os meios para ensaiar os materiais ducteis sao inumeros, mas, os 

que realmente interessam, para a elaboração da curva de encruamento, baseiam 

-se, geralmente num estado simples de tensao& Por outro lado podemos divi­

dir os ensaios em 3 grupos, que sao : 

a) Com temperatura e velocidade constantes 

b) Com deformação logaritmica e velocidade constantes 

c) Com deformação logaritm:iea e temperatura constantes 

A maioria dos ensaios são executados na temperatura ambiente, numa ve­

locidade baixa (velocidade da máquina de ensaio úniversal ) e praticàmente 

constante. No entanto, pode-se recorrer, para as outras temperaturas, ao 

fÔrno especial ou a um recipiente que envolve o corpo de prova, durante o 

ensaio na máquinaG 

A influência da velmcidade já é mais dif:Í.cil de ser pesquisada, pois , 
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exige uma máquina especial de ensaie. Se o ensaio fôr de traçao pode-se in 

clusive aproveitar o ensaio de resiliência, más, não se deve esquecer, que 

o corpo de ensaio deve absorver a energia de impulsoo Como a deformação n~ 

te ensaio é relativamente pequena, a energia do impulso pode então influen­

ciar totalmente o ensaio, possibilitando assim registros falsos. 

Para diminú.ir .. gste inconveniente deve-se reduzir ao máximo a massa a a 

celerar (principalmente do corpo de prova) e registrar a solicitação no cor 

po de prova em f1mção do tempo, para poder julgar o tempo do impulso, que 

deve se~r bem menor que o necessário para o escoamento analisado. Uma osci­

lação na solici taça o com o decoxTer do tempo indica uma onda de choque, por­

tanto, só após dessa oscilaç~o a solicitação deve ser avaliadao Utiliza-se 

também materiais intermediários que absorvem em grande parte a energia do 

choque o 

Por causa dêsse incoveniente, prefere-se o ensaio a compressaoy e a 

torção 9 pois, permitem maiores deformaçÕes, portanto a influência de choque 

e menoro A máquina, com a qual se deforma os corpos de prova a velocidade 

de deformação e a temperatura constante e geralmente alta, define~·se por 

plastomecânica" 

4o8ol - Ensaio a tração 

O ensaio de tração devido ao seu tipo de solicitação é o en­

saio de encruamento que mais se aproxima do estado ideal de tensão simples, 

quando se exclue a parte final da estri"ção o 

No entanto devem ser observadas, as normas fixadas para êste tipo de 

ensaio, que visam diminuir ou evitar as influências dos engastamentos, do a 

cabamento da superfície, das dimensÕes e das influências de fabricação do 

corpo de provao 

Para a determinação da curva de encruamento, utili~a-se de preferência 

sÕmente a deformaçao homogênea: isto é, até a estrição por traçãoo 

C ' d ~ - p ~ to t "' s. ' r19 ) p w "D • 'amo es~a eiormaçao e re~a 1vamen e pequena, ~~ 1eoe e o o ur1-

dgmanl5) desenvolveram uma expressão, que relacior.a o estado triplo de ten­

são na zona da extrição com o encruamentoo Quando aparece uma estrição no 

corpo de prova formam-se tensÕes transversais que aumentam a resistência de 

deformaçãoo Por isso a tensão referida a menor seçao transversal da estri­

çao é maior do que a respectiva pressao ·espeCÍfica de deformação kd ( vide 

fig.:tra 58 ) o 
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figo 58 - Comparaçao entre os diversos critérios, para determinat>: 

a tensão resistente no corpo de prova sujeito ao ensaio 

de tração simpleso 

Tomando-se um elemento do corpo de prova cilíndrico, sôbre as zona da 

estriçao, a uma distância 9 do eixo do corpo de ensaio, têm-se, segundo 

Siebel, o seguinte sôbre a direção AB (vide figura 59) 

--oí 
{).. fig0 590 Fôrças elementares 

que atuam sôbre um eleme~ 

to do corpo de prova ci -

lindrico na zona da estri 

sen 

= o 

Corte A B 

d-<(s-rds) 

rJ . df( s+ds) 
r . 

à_'9{ + (úe + d õ'e) ds(s + ~) d.11?.( sen 4!- +!Te. ds (s+ ~s) d_'il( 

d j3 ·c'' r d<fr d ) - ~ ur + -- "' 2 ó s ~ 
( d.fL ) ( d..Q cl·ot. ai.+ 3. as seU!- 2 u'u ds d~ + 2 ~ ds)sen __ 2 = 

( 63 ) '\ 

Di vidíndo-se tudo por sd.~ pois sen 
d:J!>( 
2 

substituindo-se sen 

~ ~ d~ e desprezando-se os têrmos com infinitessímos de 3ª ordem resulta 
2 - 2 ~. 

d rJr -~. 1 ( ,_,J ) 1 ( ( ~ -<;>- Ú e - ur - -s ú u - (j r ) • 64 ) 
dáS J 

Más segundo o critério de Tresca, a idiferênça õ' e - õr representa, a 

pressão específica de deformação kd, pois, ~e é a máxima tensão e lfr a mí­

nima, devido ela ser nula na superfície de contôrno e igual a ~ no eixo -
u 

do corpo de prova (vide figura 60) 
p 
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Portanto a expressao (64 pode ser escri-ta por 

_a_ v r 
"\ 5 
C) 

..1. kd - _L ( ú ~ õ ) 3 s u r · ( 65 ) 

Más, no trabalho de Eo Siebel se comprova q_ue a diferênça Õu - <Ir 

desprezível. Por isso~ êle determinou as deformaçÕes longitudinais e cir 

cun:ferenciais da su:Perficíe t1e contô:r-~'lo da estriçao de. um corpo de prova 

com d = 16 mm, de aço l010/20J que permitem o calculo de v e 
u 

õ o r 

.. 
e 

Por outro la do o r a i o de curva tu.ra. 3 varia •ie ~e até ~ = c0 no eixo 

do corpo de prova e pode ser expresso pela seguinte :função: 
P,=O rse 1_n 
.J J e \._-5-~; ou para a seção mínima j .= Q e ( r a ,n 

m1n. J ' x J 

Introduzindo-se esta fllnçâo na igualdade (65) e admitindo-se 

sao especÍfica de defor:;nação constante tem=se 

/"se . (.i'" o 
kd. I kd. kd (f'""'. 7"11 lheJs ou u jJ!h.Y -s \...L~ - o ~n r ) é e )5 

r,., 
)X ~ eron •./ .) e'o 

Más a:é = õ + kd e o seu se d.á no eixo do 
r 

de~ 

Uo ..... 
ma x. 

pois 5 nês te caso x O 

A :fôrça P~ para a seçao minirua d.e extriçao 

( ro 

P-= j21rx 
.)o 

õ. 
i~~ 

d.x 
. _, 2 H r o 

( 1 
I"' o 

) 'i? r"l.-~-3 '·r-' \. .. o J e 

n+l 
r o 

n + 

corpo de 

( 66 ) 

uma pres-

n +l 
X ( 61) 
l 

prova~ don 

( 68 ) 

( 69 ) 

Para o coeficiente n 9 que define c gráu de crescimento do raio S , po-

de-se, para ?J.m.a estr~ica~) esbelta (caso 

- 2 p = 11 :r 
o 

Em resumo, 

( l ou 

samidi~metro e o 

adotar 

p 
Q 
'-' 

de 

n 1~ portanto 

1 
o 

.2:2. l + 4_ :5 e 

( 70 ) 

curvatura do contôrno 

longitudinal da estriçao, pode~se d.,eterminar a continuação da curva de en­

cruamento depois f n ~ de corpos de prova cilíndrico sujei to a tração, até 

'"'""a d - d - d o .;) grvrf ( I{) r" "'l rrvrf \ 
'-"'= re uçao e seçao a oro.em u.e v7o 1. 'ft - ..LOUJo ) o 

:Sridgman por raciocínio análogo ao de Siebe1 apresenta um coeficiente 

corretivo C, qtte leva em conta o es1:ado triplo de tensoes na estrição em 

corpos de prova cilindricos, para.o cálculo da pressão espec~fica de defor-

maçao a partir da tensão aparente <lj_ = 

Donde 

k, 
a (1---- 2Sel o~("' 

-... _._--u- / ..X.. S.l \ .l + 
r o 

p 

s 

( 71) 

Da mesma :fôrma :Sridgman consegu.iu tambem deduzir um :fator corretivo pa 

ra a estriçao em corpos de pro1;-a de seção retangular (de chapas laminadas), 

que é o seguinte. 
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a- 1 } 
- l 

r 
+ __s:,__ + ( 

) e 

( 72 ) 

No entanto admite-se que a estrição so se verificac -na largura da tira 

de ensaiao 

Em todo caso prefere-se mais o processo de preencruamento.~por lamina -

çao, para os materiais laminados planoso ~ste procêsso consiste em encrua~ 

diversos corpos de prova por laminação com diferentes graus de encruamento, 

para depois serem rompidos na maquina de tração. 
,. 

Naturalmente o pre-encru~ 

mento d~ve ser considerado na curva de encruamento como foi feito na figura 

51, para os arameso Convem ainda anotar na curva o fator R da anisotropia, 

que tambem pode ser determinado, por êste ultimo ensaio. 

4o8o2 - Ensaio de compressao 

A prática demonstra que é perfeitamente possível, deformar ci 

lindros de material ductil até uma altura de 4 vêzes o diâmetro~ sem o in 

conveniente da flambagemo Aproveitando esta possibilidade, Go Sachs, en­

saiou diversos corpos de prova de cobre, a compressão simples~ cujos resul 

tados serviram para a elaboração do gráfico tensão encurtamento da figura 

6L 

E 
o 
u 

<l) 

"O 

-ro 
<l) 

'-

o 
lr:J 

Vl 

c 
<l) 

1-

80 

20 40 

Encrutamento 
60 80 

( % ) 

= 3,0 

figo61 Gráfico de tensão-deforma­

ção de corpos cilÍndricos de 

cobre, a compressão.( a curva 

tracejada corresponde ao en -

saio de tração) 

Vê-se pela figura que os corpos de prova com a altura maior (~~ = 0,5) 

se aproximam mais da curva obtida por traçao, do que as de menor altura 0 

-ª.2._ -
ho -Isto se explica pelo atrito das faces de apoio, que para 

dicam menos o escoamento uniforme pela compressão$ Aliás, esta 

O, 5 prej~ 

observação 

tambem pode ser constatada pelo abaulamento da superficie cilindrica do 

corpo de prova deformadoo Siebel teve então a idéia de calcular êste atri 

to como segueo 

De acôrdo com a figura 62, para o prisma elementar escorregar radial-

mente êle deve vencer o atrito elementar 2 .AJ.dQ "" 2..u kd x .;; dx ( 73) • 
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figo62o Corpo de prova 

cilindrieo solicita-

do a compressa o. 

cujo valor médio é ú - ......1_ 
c.m::- rrr-2 

Como o prisma elementar deve estar em equili­

brio temos a seguinte somatória de forças. 

2Âk x~dx = x~(ü' +d ov) - ~(:x+dx)hõ + ó(hdx(Ít 
d r r r 

( 74 )e 

Más, Õ. e ~ sao relativamente pequenos e pr~ 
't r 

ticamente iguais, portanto pode-se admitir 

hdx (}r;::; hdx a; , donde 2..,.kd dx-::. hd <J'r ou 

( 75 ) 

Integrando-se esta expressao de x a r têm-se 

({ ::f~"..u- kci d.x c.:: 2_r-<._kd ( r - X ) • ( 76 ) 
r - h 

X h 

No entanto pelo critério da máxima tensao de 

cisalhamento, resulta para a tensão de com-

nressão ú - c 

õ "" kd +Õ z k, c r u z )1 (7:f) ( r -

kd [l + ~ #~ 
( 78 ) 

:r -

Porém, convem observar que o atrito elementar, dado pela expressao 73 

se refere a kd 5 que a rigor deveria ser Ç m, más como o atrito deve ser o 

minimo possível~ pode-se desprezar esta influência. 

Em resu:z1o para excluir o têrmo de atrito~ deve-se adotar um cone de 

apoio, para cada extremidade, cujo angulo c< permite anular o coeficiente P­

pois~ ..u. = tg (3 ~ «) o 

A prática. demonstra que um angulo de 31) ja satisfaz plenamente,quando 

as superficies de contato são lisas e lubrificadas~ Para um angulo exage­

rado, o corpo de prova adquire durante a deformação plástica, uma fôrma e~ 

terna semelhante a da estrição do ensaio de tração. Consegue-se assim pe­

lo controle da superfície cilindrica de contorno, determinar o angulo o< ne 

cessário~ para uma deformação homogênea no corpo de prova. 

Atualmente recorre-se tambem ao ma.terial ductil de baíxa temperatura 

de recristalização, por exemplo o chumbo, para servir de apoio intermediá­

rio. Como êsse material não encrua êle escÔa facilmente e fôrma uma lente 

nos apoios do corpo de prova, durante o ensaiao Estas lentes praticamente 

equivalem aos cones de apoio, quando sua espessura fôr suficiente. Pode-se 

tambem utilizar materiais sintéticos, como o Tefilon9 que devido as suas 

propriedades de baixo co eficiente de atrito~ tornam a lubrificação super -

flua o 
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Apesar de todos êstes cuidados construtívos e de lubrificação, nao se 
- do . t , . deve ultrapassar a relaçao ho = 1, po~s, caso con rar~o, como se podever 

na figura 34, a influência dos apoios passa a ser muito grande. 
do - 20 

A norma alemã V D I fixa para ho a relaçao ~' portanto igual 

a 0,5 e permite uma deformação máxima de 50% o Para se conseguir deforma­

çoes maiores, deve""se recorrer a associação de vários corpos já encruados, 

usinados novamente para o diâmetro inicial de 20mm. 

Por outro lado não se deve desprezar a dureza das placas de apoio do 

corpo de prova, do equipamento de ensaio, q_ue deve ser bem alta para as · .­

placas não apresentarem de~ormaçÕes permanentes, durante a experiência. 

Como todo material ductil apresenta uma deformação elástica durante a 

solicitação de carga, q_ue é diretamente proporcional ao módulo de elastici 

dade E , deve-se escolher um material de apoio q_ue tenha o maior E ,q_ua~ 

do se deseja a menor deformação. 

Devido o ensaio de compressão necessitar um dispositivo especial para 

garantir o perfeito paralelísmo e centragem dos apoios, pode-se aproveitar 

nesta construção, fazendo-se os apoios de metal durao 

Além dos ensaios em cilindros interiços, pode-se tambem comprimir uma 

pilha de discos de chapa, portanto pode-se tambem determinar a curva de en 

cruamente para a chapa, pelo ensaio de compressão. (vide figura 63). 
"'E 
,E 80 

C!J .;:::... 

-c ::! 
-c 

l'!l ::c 6 o <1-----f-~~ ... ;,.~~:::-:=~ 
u o 
·- ll'!l 
'i- C>-

u l'!l 

~ E L.O 

'i-

o C!J 

lro "O 

\11 
Ul 
QJ 

: ~ 20~>----~ 
._ 

a.. o 
o 0/6 

Deformação log~ritmica 1e ( - ) 

fig.63 - Curvas de encruamen-

to do aço com 0,10% C 

O,l6Si ; 0,49Mn; 0,017% P 

e 0,032 S, obtidas por di­

versos processos. (segundo 

Óo Pa1te-lski 16) 

Nesta figura observa-se, q_ue os diversos processos utilisados dão pri!:_ 

tibamente o mesmo resultadoe 
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A o l'Ta:ia s E~ 
l 8') 

Orowan- 1 propuzeram~ para a determinação da 

curva cie o e1-:saic de compressao prisrnática (indentation-test), 

que pode se r vis to na fig'-1re 64-" 

Ferramenta 
No ent~nto, segundo A. 

Bo 1,Yatts e H. Fordl9) , 

Ferramenta 

precisa-se ter, uma re­

lação entre largura e 
b o espessura, h , ma~or 

fig064 R.Yls2ic de corap:ressão p:rismática.ÇJ 

que 6, para a deforma~o 

ser considerada plana0 

Para o co:::·po de p:r,ova aprese3'ltar ':xma deformação homogênea, durante a 

compressao, deva-se satisfazer, de ac6rdo com Ro Hill20
) a relação inicial 

e ?l ) -a.:;;> 1 para lTIC.ter·iais espessos e :segm1.do AoPo Grsen -~ .. , a relaçao inicial 

quisadores determL:1a:ra:n p2.ra a relação :~ variando de o a ~ as respecti-

vas linhas de , obeaecendo ~aturalmente as condiçoes de cont8rno 

d" ~o peeli J..ca d.e compressa o dado por p ""' 
u 
J. 

com têm-se um valor caracte-

ristic\:!~ qtte i1'1depe:n.ã.e do mate::c'i2,l e é i'l:~.nça.o sàm.ente das condiçÕes geomé--

tricas o 

k.
1 

a pressao espe 
G. 

_......, ; 

con a r·elaçao n1/k. da 
~ - d. 

Note-se, que para ~J.:na 
o 

::r·elaç.?..o ~ ~lt~ - a "- -
a pressao especifica de de!"'o7~\1m.a9ã.o 

k 
d 

p 

2. b 
0 .rldem.s.is os outros re-

sul tados dos ensaios com u:n i') 1 

sao menos influênciados pel·o atrite 

das superficies de apoio. no entanto 

a deformação deixa de ser ' ' tw:mogenea 

para os valeTes grandes de e Ge 

ralmente êste tipo de o ~ 

ensa.1.o e execu 

tado para uma relação = 
o, 5 a 1, com uma coa lubrlficação~ 

<fl 
O) 

1o 
o !l'l 

~rn ll'l 
()o O) 

ro '­_a. 
QJ 

a::OJ 
-o 

pod.e=-se a partir desta 

se to:r:rla :para fc =f!. n 

2 L., 

Relação 
6 
e 

a 

8 10 

( - ) 

em função da relação 

para o aço 1010/20. 

e para 

12 

e 
a 

e como esta relação não de7e diminuir com a deformação recorre-se a uma ou 
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tra ferramenta com uma largura a menor. Portanto, este processo é muito 

trabalhoso, más em compensação apresenta pouca variação da - , pressao espec~-

fica de deformação em função da relação ~ • a 
20, a variação máxima de kd é de 7%, quando a 

4e8e4e Ensaio a torção 

Por exemplo, para o aço 1010/ 

relação ~é·varia de o, 5 a 1 .. a 

No ensaio a torçao de corpos de prova cilindricos mede-se o 

momento de torção-em função do angulo de torção e o Pode-se então determi 

nar a tensão de cisalhamento 0 em função da distorção ?f da seguinte manei-

Admite-se, que durante a deformação, permanecem planas as seçoes tra~ 

versais do corpo cilindrico, que -o comprimento do corpo de prova é invari§_­

vel e o material apresenta-se isótropoa Conhecendo-se a distribuição da 

tensão de cisalhamento ao longo do raio do corpo do cilindrico e definindo 

-se a distorção por unidade comprimento tr ~J , tem-se (vide figura 

66) Mt = 2 íí j~ ~ 2d ~ ( 79 ) 

Más, ~ d~ = 'f d 1 

ou 
( 80 ) 

figo 66 Cilindro a defor 

maçao por torção(se­

gundo A.Nadail7) 

Diferenciando-se esta expressao e substituindo-os seus resultados na 

êquação (79), tem-se 

( 81 ) 

a onde t se refere a distorção medida na superficie de contôrno do cilin­

dro que é igual a r 'fr. 

Más, geralmente pretende-se determinar a função be = f(~), para tanto, 

pode-se diferenciar a equação (81) em relação aos limites da integral, po~ 

tanto, 

ou 
0 : 

e 

3 
d(Mttr) 

df 
r 

d(Mt f~ ) ( 82 ) 
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Aplicando-se 

l]J - k 
) t - 2 pois, 

agora o criterio de Tresca, tem-se para kd = 2Ge e para 

o trabalho elementar de distorção na camada periférica é 

dA = G d 2f que igu;lando ao da deformação por tração ou compressao simples 

dA ,n p LO d f'- LVt = L_ kd d 1 ~ da dJ = ~ ou para o contorno ]< - 2 o 

Em resumo vê-se, que a deformação varia de zero no eixo do cilindro -

até um valor máximo LD -= ~ no contôrno do mesmo, portanto ela é bastan..;.; Jt tê. 

te desuniforme o 

Más, como neste tipo de ensaio se consegue obter facilmente grandes -

deformaçÕes plásticas, êle tambem tem seu valor, ainda mais, quando é apli 

cado em tubos o 

Flexionando-se uma barra primática de seção retangular com um 

momento Ivl"" = cte"' independente de distâncias de referências, do deslocamen 
I -

to d'! linha neutra e da largura da barra, têm-se segundo a figura 47. 

figo 67 Earra p:rismática a flexão. 

tituindo na expressão (83) dá 

j'; b (Í d é ~ o 
-El 

e 
( E, 

Mr=L )br1cdé-

h 

J~b dx 
-.!! 

2-

o 

h· 
( 83) 

j~~x dx = Mf 
-"i 

Más, como as seçÕes planas 

transversais permanecem 

planas com a 

resulta, ll. 
X 

deformação , 

=1 
~ 

que 

donde 

subs-

( 84 ) 

EJ 
Diferenciando-se a primeira equação das expressoes (84), e lembrando 

que ú:;f(é), resulta . o 

v, d t:., = = ád é ( 85 ) ,.:y· (}2 d é2 

Por outro lado 'vj = JL [:).2.it-D...!2 .. 
) h r= { {.1 + é.zL .Q 

ou 
62 

e 
! h 

que substituindo na expressao de M f 

M f r z '"" b _Q z.J E (Í é. d é 
·é! 

dá: 

él+ h 

'·;· ~ ( 86 ) 

Diferenciando-se esta expressao em função de seus limites, tem-se: 

d (M f 'fz) b Q 2 ( (['_ é. d é,2 (f é d él ) ( 87 ) 
d 'f 2 2d + 1 1 d 'f 
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Más 9 donde 

à. e ( 85) ~ f~rr.ece 

à. é. "b. ~ o d ~ 
1 - 1. ({-r u 

1 2 

Como (} = õ 9 & li1~ha 

........ _f - \ 

a expressao l89J passa a 

p:r 8 ga d.&l o 

to baixao 

..... ,'+'"··. 
~~ 

d r 

d t + 
1 

h d I.J 
1 

~ que com a igualda-

e d >;. 1,.., (.. 2 ::= Li. _v, (88) 

( 89 ) 

l"le:.:t tra coincide com a linha da barra 

w 4!2f IVIL 21Yl)-+~ 
- d ~ 

( 90 ) 

""/e n (1 + é) e va:ria 1inearm.en te da linha 

"""' .t" o ~ ... _, -

pressa o espec~fJ..ca de ·def ormaçao~ 

k. obtidos pelos ou~ros 
Q 

processos ) 

mui-

Este processo foi áesenvolvido por vf" Pankwin e da resultados 

oe:m_ prÓximos o.os ::te 
., 

e a.e compressao o 

Consta êle no seguinte 9 'Vi.de figura 68 9 no em.butimento por pressao hi 

de u:m iisco de Ghaua o 

Ó!eo sob -
IÍ 

Embutimento hidráulicoo 

A fôrça que a.tua neste embutimento 9 dada - 2 ::] por p 11 r aeve ser suportada 

pela ~eç:ao resistente :3.a c·hapa~ cuja área é 2 íí e r 9 portantog 

ou 

Como as tensÕes úY. 
~ 

ign.a is, pode-se admiti::' 

~ 
2 e 

e 
:r 

cr. - u 
r 

( 91 ) 

sa o r ela ti vamente pequenas e pra ti camen te 

Além disso~ a tensão radial v-aria, se -
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gundo a figura 41 de zero a p, dando um valor médio ...:2. 
2 

Aplicando-se o critério de Tresca, tem-seg 

( 92 ) 

Para a def'ormação logari tmica~ ·adota-se a varíaçao de espessura, dando 

ID~ =~ ~ , pois ela é a Única que decrace, portanto é a principalo J• e 

4o8o7o Comparação dos diversos Processos 

Para dar uma melhor possibilidade de crítica, quanto a preci 

sao dos diversos processos de ensaios utilizados para a elaboração da cur-
,: 

va de encruamento 9 temos os segu:Lntes gráficos comparativos das figuras 69 
e 70. 

Como a curva de encruamento depende do critério adotado, que por con­

veniência e geralmente ·c de Tresca, deve-se verificar para cada processo -

de ensaio, qual dos critérios satisfaria melhor o escoamento~ 

Para transformar uma curva de encruamento, dada. p~lo critério de Tres 

ca 1 em uma dada pelo critério de Huber-Henky-Mises as vêzes é suficiente­

corrigir sômen te a,.,deformação lo gari tmica, por exemplo ~t = 1, l5lfJr no ensaio 

a traçao de tiras de chapa pré-encruadas por laminaçãoo 
sor---~~~----r---~-r----~----==~~==~ 

,·:.,. 

o 
110 

u-
10 

E 
..... 
o 
'l­
<ll 

v 

- .~-
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3 /./ .... ? I -·- ·-·-· 

5o 1 >' ,.... I . -·- · -· 
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~ ~ L. o~ . ~~ ~;~r .. ___ -+ __ ..;__-t-----t-----r-_------1 

..:s::: / 1-Tração cjpré-laminacao ~= 1,15!j)t e 
2-co mpr essã o pri s m áti c.a lii =- 115 tD e 

Te.. J ]c. 

3-compres~ão crl(ndrica_':f.o=tfc e 

"'?-,_ 
u 
aJ 
o. 
Vl 
(!) 

20'·!---

L.- To r ~ ã o )Oe = 1, 1 5 !ft e k cF I"' d o 
1.10 

5.-;fl ex ão 'fr = 1 1 5 f/; e kd= 1-<d 

o ~-o~----· ~~~U~2--~~~o~t.~----~o~,5~--~~----~~o _____ 1~2 
~eformaçao logari tmica tft ( . ..., 

Vl 

"' <ll 
'-

CL 

figo 69 o Comparação de curvas de encruamento para o aço 1010, .• 

pelo critério de Huber-henky e Miseso 
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figo70 Comparação de CUTvas de encruam.ento para o 

aço 1010, pelo c:rit~rio de Tresca. 

:?e:.:..s_ comparaçao 5.as cur,ras oaracteristicas 9 podemos ~rer que o ensaio 
~ -e o menos il"ldicado para a obtençao das curve,s de encruamento, se-

guin~o o ensaio a torçao pois9 estes processos - " dao uma pressao espec1fica 

de d.eí~o:r-u1açao m·:.lfto baixa,, principalmente quando se emprega o critério de 

O ensaio de compressão prismatico, no entanto, da uma curva que 

ccincid.e com a maioria das curvas~ quando se aplica o crit~rio de Mises. 

Pa:::a o ensaio ds embilltimento faltaram dados comparativos do aço em 

q_c.es ta o d.a3 f"i.gccras 42 e 43 , :más em re1ação a outros materiais êle da uma 

s·cL-no pode-se adotar :;omo curva d<=> encruamento, as curvas obtidas pelos en-

saias 1; ; 3; 4 a o de embutimento hi -

.issim sendo a variaçao e da ordem de mais ot..:. menos 5%o No entanto 

::onvem lembl:'ar que os ou.tros materiais, além do aço 1010 9 tambem confirmam 

as rr:esmas Jr:endencias de variação quanto ao tipo de ensaio e 

Quando se trata de fragilidade~ rerere-se geralmente ao compo;ç: 

te.men to frágil que certos materiais têm no ensaio a tração" Em 19085 o 

pesquisador Kick conseguiu pela primeira Yêz comprovar a teo!"ia do geÓlogo 

Hein, de 1878 9 que as ped:ras S:e deformam quando estão sujei tos a comp!"es 

soas por todos os ladose 

Desta forma êle consego-1iu deformar Salgema, Gesso e Esteatite~ Kar-
2-1 

man 5
l e outros conseguiram deformar .• por exemplo o Marmore, outras pedras 

e cristais quebradiçoso 
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Segundo Mohr~ êstes materiais obedecem os seguintes circules, cujas 

curvas de contôrno, representares na figura 71, dão os limites de ru:pturae 
i 20 
I 
I I O 

li o 'C 
I (!} 

E 
rU 

Nos ensaios de Karman, o CO+"PO 

de prova cilÍndrico é submetido 
r.:J 

~~----4-~--~~----~bb~-7--++~-~.~E 
O ·- E 

(.)~ 
(!} O> 

-o .Y 

,,10 ol\.9 

I < ro 

I ~ 

!20 ~ 

a umacompressão hidráulica em­

todos os sentidos e mais uma fôr 

ça adicional de compressão e /(Ç I >I~/ 
Os resultados, podem ser vistos 

na figura 72o 

figo 

l 

2 

3 

7L Circulo de Mohr para 

o Mármore~ s egw.'ldo B~ker 
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Como as deformaçÕes são relativamente pequenas, pode-se dizer que as 

curvas da figura 72 representam curvas de encruamento0 No entanto nao de­

vemos esquecer que as curvas se referem a um material frágil, portanto e1as 

nao têm propriedades análogas a dos materiais ducteis. 

"Na figura 73, temos os resuítados dos ensaios de Bt:lker24 ),. do marmore 
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figo73 Curvas de escoamento 

do marmore, ·.·segundo 

Boker 

Um dispositivo interessante propoem Pawelski25), para deformar-os ma­

teriais frágeis, como se pode ver na figura 74Q 

Molda-se o corpo de prova num material ductil, que apresenta uma bai­

xa pressao especÍfica de deformação e de preferência um baixo indice de en 
. ,. '.:,~ . .r 

cruamente, por exemplo o chumbo ou,i;lii:~alum1nio. 

'a~F .. : 
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Em seguida comprime-se êste conjunto moldado no dispositivo da figara 

7 até q_ue. o material ductil escoa pelos furos da base intermediária., 

inrermediári o 

de prova 

de escoamenT'O 

Base in1ermediária 

anel de tixa9ão 

para a deformação de materiais frágeis. 

Naturalmente osfuros deYem permitir sômente o escoamento suficiente, 

para o material intermediário apresentar a pressão hidrostática aparente 9 

necessária para deforma. r ::;, corpo de proYa frágil o 

Com isto o autor conseguiu deformar o ferro fundido e o aço temperado 

com lXt:l grau de deformação de aproximadamente 50 % c 
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1.- .5o_Et·d ! - .s- ~ = k (ft +!) ~-.ff d - s Es= 1--1-
Et-1-i 

1, o 1 o, o o 9 9 1, o o 5 o, o 1 o 
1, o 2 o, o 1 9 8 1, o 1 o o, o 2 o 
1, o 3 o, o 2 9 6 1, o 1 5 o, o 2 9 
1, o 4 o, o 3 9 2 1, o 2 o o, o 3 8 
1, o 5 o, o 4 8 8 l, o 2 5 o, o 4 8 
1, o 6 o, o 5 8 3 1~ o 3 o o, o 5 7 
1~ o 7 o, o 6 7 7 1, o 3 4 o, o 6 5 

, 1, ?"o 8 o, o 7 7 o 1, o 3 9 o, o 7 4 
1, o 9 o, o 8 6 2 1, o 4 4 o, o 8 3 
1, 1 o o, o 9 5 3 1, o 4 9 o, o 9 1 

1, 1 1 o~ 1 o 4 4 1, o 5 4 o, 1 o o 
1, 1 2 o~ 1 1 3 3 1, o 5 8 o, 1 o 7 
1, 1 3 o, 1 2 2 2 1, o 6 3 o, 1 1 5 
1, 1 4 09 1 3 1 o 1, o 6 8 o, 1 2 3 
1, 1 r;; o, 1 3 9 8 1, o 7 2 o, 1 3 o ..1 

1, l 6 o, 1 4 8 4 1, o 7 7 o, 1 3 8 
1, 1 7 o, 1 5 7 o 1, o 8 2 o, 1 4 5 
1, 1 8 o, l 6 5 5 1, o 8 ó o, 1 5 2 

1, 1 9 o, 1 7 4 o 1, o 9 1 o, 1 6 o 
1, 2 o o, 1 8 2 3 l, o 9 5 o, 1 6 7 
1, 2 1 o, 1 9 o 6 1, 1 o o o, 1 7 4 
1, 2 2 o~ 1 9 8 8 1, 1 o 5 o, 1 8 o 
1, 2 3 o, 2 o 7 o 1, 1 o 9 o, 1 8 1 
1, 2 4 o, 2 1 5 1 1, 1 1 4 o, 1 9 4 
1, 2 5 o~ 2 2 3 1 l, 1 1 8 o, 2 o o 
1, 2 6 o, 2 3 1 1 1, 1 2 2 o, 2 o 6 
1, 2 7 o, 2 3 9 o l, 1 2 1 o, 2 l 3 

l, 2 8 o, 2 4 6 9 1, 1 3 1 o, 2 l 9 
l, 2 9 o, 2 5 4 6 1, 1 3 6 o, 2 2 5 
l, 3' o o, 2 6 2 4 1, 1 4 o o, 2 3 1 

1, 3 1 o, 2 7 o o l, 1 4 5 o, 2 3 7 
1, 3 2 o, 2 7 7 6 l, l 4 9 o, 2 4 2 

1, 3 3 o, 2 8 5 2 l, l 5 3 o, 2 4 8 
1, 3 4 o, 2 9 2 7 1, 1 5 8 o, 2 5 4 
1, 3 5 o, 3 o o 1 1, l 6 2 o, 2 5 9 
1, 3 6 o, 3 o 7 5 1, 1 6 6 o, 2 6 5 
1, 3 7 o, 3 1 4 8 1, 1 7 o o, 2 7 o 
l, 3 8 o, 3 2 2 1 l, 1 7 5 o, 2 7 5 
1, 3 9 o, 3 2 9 3 1, 1 7 a o, 2 8 1 ./ 

1, 4 o o, 3 3 6 5 1, 1 8 3 o, 2 8 6 
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I I , I 1., 4 4 i O; 3 6 4 6 l, 2 o o o, 3 o 6 

t 1, 4 s 1 :J~ 3 1 1 6 1, 2 o 4 o, 3 1 o 
I l~ 4 6 I o, 3 7 8 4 1, 2 o 8 o, 3 l 5 

l 
~:. a

4

. 7
8 

o, 3 8 5 3 1, 2 1 2 o~ 3 2 o 
-- o, 3 9 2 o lJ 2 1 7 o, 3 2 4 

. 1 i -"-9 4 9 
t ""! r;:: o 
I J., ./ 

.!..' 5 .3 

l~ 5 4 

1, 5 5 

1, 5 6 

J.' 6 l 
]_~ 6 2 

l~ 6 4 

l~ 6 5 

l, 6 6 

l, 6 7 

1, 6 8 

I 1, 6 9 
I 1, 7 O 
I 

l, 7 4 

I 1, 7 5 

l, 7 6 

1, 7 7 

1, 7 8 

1, 7 9 

1, 8 o 

o, 3 9 8 8 I 1, 2 2 1 o~ 3 2 9 

o, 4 o 5 5 1~ 2 2 5 o~ 3 3 3 

o, 4 1 2 1 

o, 4 l 8 7 

o~ 4 2 5 3 

o, 4 3 1 8 

c~ 4- 3 3 3 

o, 4 4 4 7 

Os 4 5 1 1 

o, 4 5 7 4 

o, 4 6 3 7 

09 4 7 o o 
o, 4 7 6 2 

0; Lt 8 2 4 

1 0 9 4 8 8 6 

I o9 4 9 4 7 
I 
I 

1 o, 5 o o 8 

1 o, 5 o 6 8 

o, 5 1 2 8 

o, 5 1 8 8 

o, 5 2 4 7 

o, 5 3 o 6 

o, 5 3 6 5 
o, 5 4 2 3 

o, 5 4 8 1 

o, 5 5 3 9 

o, 5 5 9 6 

o, 5 6 5 3 
o, 5 7 l o 
o, 5 7 6 6 

o, 5 8 2 2 

1 o, 5 8 7 8 

l;t 2 2 9 

l, 2 3 3 

1, 2 3 7 

l, 2 4 1 

1, 2 5 3 

1, 2 5 7 
1~ 2 6 1 

1, 2 6 9 

1, 2 7 3 

1, 2 7 7 

1~ 2 8 1 

19 2 8 5 
1, 2 8 8 

l, 2 9 2 

1, 2 9 6 
1, 3 o o 
1, 3 o 4 

l, 3 o 8 

1, 3 1 1 

1, 3 1 5 
19 3 1 9 

1, 3 2 3 

1, 3 2 7 

1, 3 3 o 
1, 3 3 4 

1, 3 3 8 

1, 3 4 2 
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o, 3 3 81 
o, 3 4 2 1 

o~ 3 4 6 

o, 3 5 1 

0, 3 5 5 I 

o~ 3 5 9 

o, 3 6 3 

o, 3 6 7 

09 3 7 l 

o, 3 7 5 
09 3 7 9 

o, 3 8 3 

o~ 3 8 6 

o, 3 9 o 
o, 3 9 4 

o, 3 9 8 

o, 4 o 1 

o, 4 o 5 

o, 4 o 8 

o, 4 1 2 

o, 4 1 5 

o, 4 1 9 
o, 4 2 2 

o, 4 2 5 

o, 4 2 9 
o, 4 3 2 

' 09 4 3 5 
o, 4 3 8 

o, 4 4 l 

o, 4 4 4 

(! 



1 5o {j_ 1 LR: 1'1\ ( é.t + 1) ~=ff 1 p;=-s= + E..s= 1--
E.~+1 

1~ 8 1 o, 5 9 3 3 1, 3 4 5 o, 4 4 8 
1, 8 2 o, 5 9 8 8 1, 3 4 9 o, 4 5 1 

1, 8 3 o, 6 o 4 3 1, 3 5 3 o, 4 5 4 
1, 8 4 o, 6 o 9 8 1, 3 5 6 o, 4 5 7 
1, 8 5 o, 6 1 5 2 1, 3 6 o o, 4 5 9 
1, 8 6 o, 6 2 o 6 1, 3 6 4 o, 4 6 2 

1, 8 7 o, 6 2 5 9 1, 3 6 7 o, 4 6 5 
1, 8 8 o, 6 3 1 3 1, 3 7 1 o, 4 6 8 
1, 8 9 o, 6 3 6 6 l, 3 7 5 o, 4 7 1 

l, 9 o o, 6 4 1 9 1, 3 7 8 o, 4 7 4 
1, 9 1 o, 6 4 7 1 1, 3 8 2 o, 4 7 6 
1, 9 2 o, 6 5 2 3 1, 3 8 6 o, 4 7 9 
1, 9 3 o, 6 5 7 5 1, 3 8 9 o, 4 8 2 

1, 9 4 o 
' 

6 6 2 7 l, 3 9 3 o, 4 8 5 
1, 9 5 o, 6 6 7 8 1, 3 9 6 o, 4 8 7 
1, 9 6 o, 6 7 2 9 1, 4 o o o, 4 9 o 
1, 9 7 o, 6 7 8 o 1, 4 o 4 o, 4 9 2 

1, 9 8 o, 6 8 3 1 1, 4 o 7 o, 4 9 5 
1, 9 9 o, 6 8 8 1 1, 4 1 1 o, 4 9 7 
2, o o o, 6 9 3 1 1, 4 1 4 o, 5 o o 
2, o 1 o, 6 9 8 1 1, 4 1 8 o, 5 o 3 
2, o 2 o, 7 o 3 1 1, 4 2 1 o, 5 o 5 
2, o 3 o, 1 o 8 o 1, 4 2 5 o, 5 o 7 
2, o 4 o, 7 1 2 9 1, 4 2 8 o, 5 1 o 
2, o 5 o, 7 1 7 8 1, 4 3 2 o, 5 1 2 

2, o 6 o, 7 2 2 7 1, 4 3 5 o, 5 1 5 
2, o 7 o, 7 2 7 5 1, 4 3 9 o, 5 1 7 
2, o 8 o, 7 3 2 4 1, 4 4 2 o, 5 1 9 
2, o 9 o, 7 3 7 2 1, 4 4 6 o, 5 2 2 

2, 1 o o, 7 4 1 9 1, 4 4 9 o, 5 2 4 . 
2, 1 1 o, 7 4 6 7 1, 4 5 2 o, 5 2 6 

2, 1 2 o, 7 5 1 4 1, 4 5 6 o, 5 2 8 
2, 1 3 o, 7 5 6 1 1, 4 5 9 o, 5 3 1 

2, 1 4 o, 7 6 o 8 1, 4 6 3 o, 5 3 3 
2, 1 5 o, 7 6 5 5 1, 4 6 6 o, 5 3 5 
2, 1 6 o, 7 7 o 1 1, 4 7 o o, 5 3 7 
2, 1 7 o, 7 7 4 7 1, 4 7 3 o, 5 3 9 
2, 1 8 o, 7 7 9 3 1, 4 7 6 o, 5 4 1 

2, 1 9 o, 7 8 3 9 1, 4 8 o o, <9 4 3 
2, 2 o o, 7 8 8 5 1, 4 8 3 o, 5 4 5 
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f..s::.1--1-V{= !. .. ,(&. + 1) do_ff 
d - 5 é.t-~-:1 1.o .s 

' ,, 

2, 2 1 09 7 9 3 o 15 4 8 1 I o, 5 4 8 
2, 2 2 7 9 7 5 l, 4 9 o I o 5 5 o I ~ 

2~ 2 3 o~ 8 0 2 o 1, 4 o 3 

I 
o, 5 5 2 . _. 

2, 2 4 (', 8 o 6 5 19 4 9 7 o, 5 5 4 v9 

2, 2 5 o~ 8 1 o 9 "11 5 o o I o, 5 5 6 .!.' 
2, 2 6 o~ 8 1 5 4 1, c:; o 3 I o~ 5 5 8 ..1 

2, 2 7 o~ 8 1 9 8 1, 5 o 7 09 c-
) 5 9 

2, 2 8 I o, 8 2 4 2 l, 5 1 o o, 5 6 2 

2, 2 9 
I 

o, 8 2 8 6 1 5 l 3 o, 5 6 3 ' 
2, 3 o "' 8 3 2 9 1, 5 l 7 

I o, 5 6 5 u9 I 
I 

2, 3 1 o, 8 3 7 2 l, 5 2 o o, 5 6 7 
2, 3 2 Os 8 4 l 6 ., 

5 2 3 o, 5 6 9 .!.9 

2, 3 3 

I 
o, 8 4 5 8 l, 5 2 6 o, 5 7 1 

29 3 4 o, 8 5 o 2 1, 5 3 o o, 5 7 3 
2, 3 5 I o, E 5 4 4 l, 5 3 3 o, 5 7 4 i 

6 
I 

2, 3 
I 

o, 8 5 8 7 l, 5 3 6 o, 5 7 6 
2, 3 7 

I 
o, 8 6 2 9 19 5 3 9 o, 5 7 8 

2, 3 8 o, 8 6 7 1 19 5 4 3 o, 5 8 o 
I 2, 3 a 09 8 1 1 3 1 5 4 6 05 5 8 2 / 

I 
' 

? 4 o o, 8 1 5 "" "' 5 L!. a o, 5 8 3 _, ") J...~ . / 

2, 4 1 o, 8 7 9 6 1~ 5 5 2 o, r.::; 8 5 ~' 

2, 4 2 o~ 8 8 3 8 l~ 5 ~ 
, o, 5 8 7 ..) t> 

2, 4 3 09 8 8 7 9 1~ 5 5 9 o, 5 8 8 
2, 4 4 o, 8 9 2 o l, 5 6 2 o, 5 9 o 
2, 4 5 o~ 8 9 6 l l, 5 6 5 o, 5 9 2 

2, 4 6 o, 9 o o 2 1, 5 6 8 o, 5 9 3 
2, 4 

..., o, 9 o 4 2 l, 5 7 2 o, 5 9 5 I 

2, 4 8 o, 9 o 8 3 l, 5 7 c; o, 5 9 7 / 

2, 4 9 o, 9 1 2 3 1, 5 7 8 o, 5 9 8 
2, 5 o o, 9 1 6 3 1~ 5 8 1 o, 6 o o 
2, 5 1 o, 9 2 o 3 l, 5 8 4 o, 6 o 2 

2, 5 2 o, 9 2 4 3 l, 5 8 7 o, 6 o 3 
2, 5 3 o, 9 2 8 2 1, 5 9 l o, 6 o 5 
2, 5 4 o, 9 4 2 2 19 5 9 4 o, 6 o 6 ~ 

2, 5 5 o, 9 3 6 l 1, 5 9 7 o, 6 o 8 
2, 5 6 o, 9 4 o o l, 6 o o o, 6 o 9 
2, 5 7 o, 9 4 3 9 1, 6 o 3 o, 6 1 1 

2, 5 8 o, 9 4 7 8 1, 6 o 6 o, 6 1 2 

2, 5 9 

I 
o a 5 l 7 1, 6 o 9 o, 6 1 4 ' / 

2, 6 o o 9 5 5 5 1, 6 1 2 o, 6 1 5 ' 
Tabela q. 



2 s. E 1 1:=s= ~+ ~ : P.'l-.( fJ. + 1) doff T: 5 és :.1- é.t~i 

2, 6 1 o, 9 5 9 4 1, 6 l 6 o, 6 1 7 

2, 6 2 o, 9 6 3 2 1~ 6 1 9 o, 6 l 8 

2, 6 3 o, 9 6 7 o 1, 6 2 2 o, 6 2 o 
2, 6 4 o, 9 7 o 8 1, 6 2 5 o, 6 2 1 

2~ 6 5 o, 9 7 4 6 1, 6 2 8 o, 6 2 3 
2, 6 6 o, 9 7 8 3 1, 6 3 1 o, 6 2 4 
2, 6 7 o, 9 8 2 1 1, 6 3 4 o, 6 2 5 
2 
' 

6 8 o, 9 8 5 8 1, 6 3 7 o, 6 2 7 

2, 6 9 o, 9 8 9 5 1, 6 4 o o, 6 2 8 

2, 7 o o, 9 9 3 3 l, 6 4 3 o, 6 3 o 
2, 7 1 o, 9 9 6 9 1~ 6 4 6 o, 6 3 1 

2, 7 2 1, o o o 6 1, 6 4 9 o, 6 3 2 

2, 7 3 1, o o 4 3 1, 6 5 2 o, 6 3 4 

2, 1 4 1, o o 8 o 1~ 6 5 5 o, 6 3 5 
2, 7 5 1, o 1 1 r 1, 6 5 8 o, 6 3 6 o 

2, 7 6 1, o 1 5 2 1, 6 6 1 o, 6 3 8 
I 

2 
' 7 7 1~ o 1 8 8 19 6 6 4 o, 6 3 9 

2~ 7 8 1, o 2'2 5 l, 6 6 7 o, 6 4 o 
2, 7 9 1, o 2 6 o 1, 6 7 o o, 6 4 2 

2, 8 o 1, o 2 9 6 1, 6 7 3 o, 6 4 3 

2, 8 1 1, o 3 3 2 1, 6 7 6 o~ 6 4 4 

2? 8 2 l~ o 3 6 7 1, 6 7 9 o, 6 4 5 

" 8 3 1~ o 4 o 3 1, 6 8 2 o, 6 4 7 c::~ 

2, 8 4 1, o 4 3 8 1, 6 8 5 o, 6 4 8 

2, 8 5 1, o 4 7 3 I, 6 8 8 o, 6 4 9 

2, 8 r 1, o 5 o 8 1, 6 9 1 o, 6 5 o o 

2 
' 8 7 1, o 5 4 3 1, 6 9 4 o, 6 5 2 

2, 8 8 1, o 5 7 8 1, 6 9 7 o, 6 5 3 

2, 8 9 1, o 6 1 3 l, 7 o o o, 6 5 4 

2, 9 o 1, o 6 4 7 1, 7 o 3 o, 6 5 5 

2, 9 1 1, o 6 8 2 1, 7 o 6 o, 6 5 6 

2, 9 2 1, o 7 1 6 1, 7 o 9 o, 6 5 8 

2, 9 3 1, o 7 5 o 1, 7 1 2 o, 6 5 9 

2, 9 4 1, o 7 8 4 1, 7 1 5 o, 6 6 o 
2~ 9 5 1, o 8 1 8 1~ 7 1 8 o, 6 6 1 

2, 9 6 1, o 8 5 2 1, 7 2 o o, 6 6 2 

2, 9 7 1, o 8 8 6 1, 7 2 3 o, 6 6 3 

2, 9 8 1, o 9 1 9 1, 7 2 6 o, 6 6 4 

2, 9 9 1~ o 9 5 3 1~ 7 2 9 o, 6 6 6' 

3, o o 1, o 9 8 6 1, 7 3 2 o, 6 6 7 
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39 o 1 1, 1 o ., 
9 1, 7 3 5 o, ~ 6 8 .L b 

39 o 2 1, 1 o ;::: 3 1, 7 3 8 o, 6 6 9 ./ 

3~ o 3 1, 1 o 8 6 1, 7 4 1 o, 6 7 o 

' o 4 1, 1 1 1 9 1, 7 4 4 o, 6 7 1 ...J9 

3~ o ) 1, 1 1 5 l 1, 7 4 6 09 6 7 2 

3, o 6 1, 1 1 8 4 1, 7 4 9 I 09 6 7 3 
3, o 7 1, 1 2 1 6 1, '7 5 2 o, 6 '7 4 I l 

3, o 8 1, 1.2 4 9 1, 7 5 5 o, 6 7 5 
3~ o 9 1, 1 2 8 2 1, 7 5 8 o, 6 7 6 
3, 1 o l, l 3 1 4 1, 7 6 1 o, 6 7 7 
3, 1 1 1, l 3 4 6 1, 7 6 4 o~ 6 7 8 
3, 1 2 1, 1 3 7 8 1, 7 6 6 o, 6 7 9 
3, l 3 1, 1 4 1 o 1, 7 6 9 o, 6 8 o 
3~ ... 4 1, 1 4 4 2 1, 7 7 2 o~ 6 8 2 J.. I 

I 

3, 1 5 1, 1 4 7 4 1, 7 7 5 o, 6 8 3 

3, 1 6 1, 1 5 o 6 1, 7 7 8 o, 6 8 4 
3, 1 7 l, 1 5 3 7 1, 7 8 o o, ,- 8 5 o 

3, l 8 1, 1 5 6 9 1, 7 8 3 

I 
o, 6 8 6 

I 
.., 

1 9 1, 1 6 o o 1, 7 8 6 o, 6 8 7 ,:)~ 
I 

3, 2 o 1, 1 6 3 2 1, 7 8 9 o~ 6 8 8 

3~ 2 1 1, 1 6 6 3 1, 7 9 2 09 6 8 8 

3, 2 2 I 1, 1 6 9 4 1, 7 9 4 o, 6 8 9 

39 2 3 I 1, 1 7 2 5 l, 7 9 7 o, 6 9 o 
~ 2 4 1, 1 7 5 6 1, 8 o o 09 ,. a l 
--~ b / 

3, 2 5 1, 1 7 8 7 1, 8 o 3 09 6 9 2 

3, 2 6 1, 1 8 1 7 1, 8 o 6 o, 6 9 ., 
5 

., 
2 7 I l, 1 8 4 8 1, 8 o 8 I 09 6 9 4 J~ 

'). ,.., 8 1, 1 8 7 8 ... 8 1 1 o, 6 9 5 _ .. 9 é. .L9 

39 2 9 1 1 9 o 9 1, 8 1 4 o, 6 9 6 _._, 

3, 3 o l, 1 9 3 9 "1 8 1 7 o, 6 9 7 -"-' 
3, 3 l 1, 1 9 6 9 l, 8 1 9 o~ 6 9 8 

39 3 2 1, 1 9 9 9 1, 8 2 2 o, 6 9 9 
.: 3 3 1, 2 o 3 o 1, 8 2 5 o~ 7 o o J' 
.., 
.)~ 3 4 1, 2 o 6 o 1, 8 2 8 o~ 7 o l 

3, 3 "' l, 2 o 9 o 1, 8 3 o o, 7 o 1 ./ 

3~ 3 6 1, 2 l 1 9 1, 8 3 "' o, 7 o 2 .) 

3, 3 7 1, 2 l 4 9 1, 8 3 6 o, 7 o 3 
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7, 6 1 2, o 2 9 5 2, 7 5 9 o, 8 6 9 

79 6 2 2, o 3 o 8 2~ 7 6 o o, 8 6 9 

7, 6 3 2, o 3 2 1 2, 7 6 2 o, 8 .~ o o / 

7, 6 4 2, o 3 3 4 2 , 7 6 4 o, 8 6 9 

7, 6 5 2, o 3 4 7 2, 7 6 6 o, 8 6 9 
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9, l o 2, 2 o 8 3 39 o 1 7 o, 8 9 o 
9, 1 l 2, 2 o 9 4 -, o 1 8 o, 8 9 o :;, 

9. 1 2 2, 2 l o 5 3, o 2 o o, 8 9 o 
99 1 3 2, 2 1 l 6 3~ o 2 2 o, 8 9 o 
9~ 1 4 2~ 2 1 2 '""' 3, o 2 3 o, 8 9 1 I 

9, l 5 2~ 2 1 3 8 3, o 2 5 o, 8 9 1 

9~ 1 6 2 ~ 2 1 4 8 3, o 2 7 o, 8 9 1 

9~ 1 7 2, 2 1 5 9 3~ o 2 8 o, 8 9 l 

99 l 8 2~ 2 1 7 o 3, o 3 o o, 8 9 1 

9, 1 9 2~ 2 l 8 l 3, o 3 1 o, 8 9 1 

9, 2 o 2, 2 1 9 2 3, o 3 3 o, 8 9 1 

9~ 2 l 2, 2 2 o 3 3, o 3 5 o, 8 9 1 

9, 2 2 2~ 2 2 1 4 3, o 3 6 o, 8 9 2 

9~ 2 3 2~ 2 2 2 5 3, o 3 8 o, 8 9 2 

9, 2 4 2, 2 2 3 !::i 3, o 4 o o~ 8 9 2 ./ 

9, 2 5 2, 2 2 4 
r 

3~ o 4 l o, 8 9 2 o 

9~ 2 6 2, 2 2 5 7 3, o 4 3 o, 8 9 2 

9, 2 7 2, 2 2 6 8 3, o 4 5 o, 8 9 2 

9, 2 8 2, 2 2 7 9 3, o 4 / o- 8 9 2 b , 
9, 2 9 2, 2 2 8 9 3, o 4 8 o, 8 9 2 

9, 3 o 2, 2 3 o o 3, o 5 o o, 8 9 2 

9~ 3 l 2, 2 3 1 1 3, o 5 1 o, 8 9 3 

9, 3 2 2, 2 3 2 2 3, o 5 3 o, 8 9 3 

9, 3" 3 2, 2 3 3 2 3, o 5 4 o, 8 9 3 

9, 3 4 2, 2 3 4 3 3, o 5 6 o, 8 9 3 

9, 3 5 2, 2 3 5 4 3, o 5 8 o~ 8 9 3 

9~ 3 6 29 2 3 6 4 3, o 5 9 o, 8 9 3 

9, 3 7 2, 2 3 7 5 3~ o 6 1 o, 8 9 3 

9~ 3 8 2~ 2 3 8 6 3, o 6 3 o, 8 9 3 

9, 3 9 2, 2 3 9 6 "' o 6 4 o, 8 9 3 :;, 

9, 4 o 2, 2 4 o 7 3, o 6 6 o, 8 9 4 
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I 
I 9 ~ .6~ 1 l 

9~ 4 2 

9~ 4 j 

9~ d. J 

I 

3~ o 7 2 

E:.s :: 1 - c 1 1 I 
LQ_+ 

o~ 8 9 4 

09 8 9 4 

o~ 8 9 4 

~-9_, __ 4~5--~_z_~~ __ 2 __ 4 ____ o __ +_-if_<_1_o __ :_·_4~,~--o-9~6 9 4 j 

99 4 6 2 9 ~ 4 ' ~, G 7 6 0 5 8 9 4 I 
9~ 4 7 

9~ 4 8 

9~ 4 9 

9~ 5 1 

9~ 5 3 

9~ 5 4 

2~ 2 ~ 2 5 

2~ 2 5 3 4 

j~ o 9 

3~ o 8 2 

3;f \) 8 4 i 
3~ o 8 5 I 
3~ o c. ? 

. .)~ o 8 9 

-·~ o 9 (l 
j 

~-9-~--)~c,--·r--~-,9--/-. -5--,~~--6--+--_-~Q-. _C_J_9 __ 2 __ / 

2:-J 2 6 o '7 

2~ 2 ') l 8 

L'.Go< 2 6 s 9 

9~ 6 6 ~~9 2 6 8 ü 

2o 2 7 O J 

9~ 6 9 29 2 7 l 1 

29 2 7 2 l 

9~ ·~· l 2, ? - 3 2 

~ 9~ 
"7 3 2 2 ~ ç; 2 

f I J' ./ 

I 
/ 

'· o, ~~· 4 I 2;, 2 ''7 2 I i 

l 
I o 

' ~ . 
) 

' 
:i 9~ 7 5 2:9 " '"" 

. .,. "' c: I I j 

I " 7 6 l '? 2 ( 8 3 .7~ ~, 

I! 
99 

,., ,, ,., 
2 7 s -, 

i i ....-..:. 9 .) 

I' 

99 7 8 2s· 2 " ,.., 
3 li o 'J 

I 9, 
,_, 

9 ~. ,, 8 l 4 i c:.~ c:. 

9o 8 o 2~ '" 8 ~, 

i~ li c. c. 
I 

' 

I 

3~ o 9 8 

1 ~) 2 

3~ 1 1 o 

l - 6 

I o _::, ~~ ./ 

.. , ~ - l .• :.> 9 .L .::. 

·' _)'3 1 2 2 

..)~ l 2 4 

3~ 
-, 2 6 .L. 

l 
,, '7 3~ c: l 

- ., 
2 9 j~ ..L 

3!1 1 3 o 

I 
I 
I 

I)~ 8 9 4 

o~ .s 9 5 

o, ,g 9 5 

o, 8 9 5 

09 8 9 5 

o~ 8 9 5 

D. 8 9 5 

~: s 9 ) i 
o. . 
o~ 8 9 6 I 

s 9 6 I 
J9 8 9 6 

o~ 8 9 6 

03 8 9 6 

i),, 8 :? 6 

0 5 8 9 6 

0~, 8 9 7 

o~ 8 9 7 

o~ 8 9 7 

,.., 8 9 7 ._, ~ ; 

o~ 
v u 9 7 

o~ 8 9 7 
O o 8 o 8 _.. 

09 8 o 8 / 

o. ,.., 
9 8 o 

o 9 8 9 8 

09 8 9 8 



i_ Jo f:_ 1 lp= 1-..,(f:..e +-1) J~-lf 1 -=-.: t + L.:. 1- ée.+1 io 5 cl - 5 

9, 8 1 2, 2 8 3 4 3, 1 3 2 o, 8 9 8 

9, 8 2 2, 2 8 4 4 3, 1 3 4 o, 8 9 8 
9, 8 3 2, 2 8 5 4 3, 1 3 5 o, 8 9 8 
9, 8 4 2, 2 8 6 5 3~ 1 3 7 o, 8 9 8 
9, 8 5 2, 2 8 7 5 3, 1 3 8 o, 8 9 8 
9, 8 6 2, 2 8 8 5 3, 1 4 o o, 8 9 9 
9, 8 7 2, 2 8 9 5 3, l 4 2 o, 8 9 9 
9, 8 8 2, 2 9 o 5 3, l 4 3 o, 8 9 9 
9, 8 9 2, 2 9 1 5 3, 1 4 5 o, 8 9 9 
9, o o 2, 2 9 2 5 3, 1 4 6 o, 8 9 9 ./ 

9, 9 1 2, 2 9 3 5 3, l 4 8 o, 8 9 9 
9, 9 2 2, 2 9 4 6 3, 1 5 o o, 8 9 9 

9~ 9 3 2, 2 9 5 6 3, 1 5 1 o, 8 9 9 
9, 9 4 2, 2 9 6 6 3, 1 5 3 o, 8 9 9 
9, 9 5 2~ 2 9 7 6 3, 1 5 4 o, 8 9 9 
9, 9 

,.. 
2, 2 9 8 6 3, 1 5 6 o~ 9 o o o 

9, 9 7 2, 2 9 9 6 3, 1 5 8 o, 9 o o 
9, 9'8 2, 3 o o 6 3, 1 5 9 o, 9 o o 
9, 9 9 2, 3 o 1 6 3, 1 6 1 o, 9 o o 

1 o, o o 2, 3 o 2 6 3, 1 6 2 o, 9 o o 
1 o, 2 5 2, 3 2 7 3 3, 2 o 2 o, 9 o 2 

l o, !:) o 2, 3 5 1 4 3, 2 4 o o, 9 o 5 _., 

1 o, 7 5 2, 3 7 4 9 3, 2 7 9 o, 9 o 7 
1 1, o o 2, 3 9 7 9 3, 3 1 7 o, 9 o 9 
1 1, 2 5 2, 4 2 o 4 3, 3 5 4 o, 9 1 1 

1 l, 5 o 2, 4 4 2 3 3, 3 9 1 o, 9 1 3 
1 1, 7 5 2, 4 6 3 8 3, 4 2 8 o, 9 1 5 
1 2, o o 2, 4 8 4 9 3, 4 6 4 o, 9 1 7 
1 2, 2 5 2, 5 o 5 5 3, 5 o o o, 9 1 8 

1 2, 5 o 2, 5 2 5 7 3, 5 3 6 o, 9 2 o 
l 2, 7 5 2, 5 4 5 5 3, 5 1 1 o, 9 2 2 

1 3, o o 2, 5 6 4 9 3, 6 o 6 o, 9 2 3 
1 3, 2 5 2, 5 8 4 o 3, 6 4 o o, 9 2 5 
1 3, 5 o 2, 6 o 2 1 3, 6 7 4 o, 9 2 6 
l 3, 1 5 2, 6 2 l o 3, 1 o 8 o, 9 2 7 
1 4, o o 2, 6 3 9 1 3, 1 4 2 o, 9 2 9 
1 4, 2 5 2, 6 5 6 8 3, 7 1 5 o, 9 3 o 
1 4, 5 o 2, 6 1 4 1 3, 8 o 8 o, 9 3 l 

1 4, 1 5 2, 6 9 1 2 3, 8 4 1 o, 9 3 2 

1 5, o o 2, 1 o 8 1 3, 8 1 3 o, 9 3 3 
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1 

7~ o .J.. 

l 
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J.. 8~ o I 

I 
l 8, 0::: I 
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i 
1 9, o I 

I ~ 
1 9~ h I ..) 

( ..... 2 o~ . ...~ 
I 

2 1 

2 ? 

2 3 

2 5 
2 6 

2 8 

2 9 

3 o 

··~ .-. ,) c: 

3 3 

3 4 
I ~ l j j 

I ~ ~ 

V{: lrc (tQ. + 1) 

29 
.~; 

4 o 8 I 

~~ ~ ' 2 6 

2 ~- 8 o 3 4 

2~ 8 3 3 2 
,., 8 6 :~· 

,.., 
c. ~1 ,:::: 

-~ 8 9 o ,1 o:::. f) -r 

? o • .,I I 8 .l. -~ j ' 
2~ a d li 4 / -r 

? 
~, 9 7 :J 4 
r t~· 

,. 

3$' ·-' 3 2 :2 

39 4 6 5 7 
3s 4 9 6 5 

59 5 5 5 3 

I 
I 
I 
I 
' 

i·=Ff 
3, 9 

.., 
.) 7 

4;p o o o 
4, o /"" 2 o 

49 ' 2 3 .L 

4, 1 8 3 

4~, 2 4 3 

4~ 3 o 1 

3 .5 9 

49 4 l /' o 
~, 

4, 6 9 o 

4~ 8 9 9 

59 0 9 9 

59 1 9 b 

s~ 2 9 1 

s~ 6 s 7 

~'9 9 1 ó 

6, o o o 
b~ o 8 3 

6~ l 6 (~~ 

1 3 9 . 3~ 6 r:) ?. 6 69 2 4 s 

I 

Cs:.. 1--1-
tx.+ 1 

09 9 
., 
J 5 

o~ 9 3 r,~ 

I 

o~ 9 3 Q 
./ 

o~ 9 /1 "1 
'-!" ..L 

09 9 4 3 

o ~ 9 4 4 

o. 4 
,. q o J 

09 9 4 7 

o, 9 4 9 

o~ 9 5 2 

o~ 9 5 5 

0~1 9 5 7 

o~ 9 5 8 
o~ 9 6 o 

o, 9 6 3 
()9 9 6 4 

o~ 9 6 6 

o? 9 6 7 

o, 9 6 9 

o~ 9 7 o 
o~ 9 7 1 

o~ 9 7 1 

o~ 9 7 2 

o~ 9 7 4-

o~ 9 
~~-5_:9 __ 6_d_-_8_· _9 __ ~_6_9_~_~_2_· _5 __ ~_o_-~_9 __ ':_r_5 __ 

1 

I 
4 l I 3s 7 1 3 6 69 4 CJ 3 09 9 7 C. 

4 2 ~-, I 3 7 7 t'~ 4 8 1 09 9 7 6 

4 3 

4 4 
4 5 
4 6 

4 7 
4 8 

4 9 

5 o 

3~ 6 J. 2 

3~ 8 7 .L 2 

39 8 9 1 8 

3~ 9 l 2 o 

6~ 6 3 3 

6~ 7 o 8 

6~ T 8 2 

6~ 8 s 6 

6, 9 2 8 

79 o o o 
7~ o 7 1 
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o, 9 7 7 

09 9 'T 8 

o~ 9 7 8 

o, 9 7 9 

o, 9 7 9 
o, 9 8 o 
o~ 9 s o 



..!.: ~o:éQ.+1 t., ~:!..~~.(Et-+1) io=fi r 1 1 
C-s.: - E.Q. +i 

5 1 3, 9 3 1 8 7, 1 4 1 o, 9 8 o 
5 2 3, 9 5 1 2 7, 2 1 1 09 9 8 1 

5 3 3, 9 7 o 3 7, 2 8 o o, a 8 1 ./ 

5 4 3~ 9 8 9 o 7, 3 4 8 o, 9 8 1 

5 5 4, o o 7 3 7, 4 1 6 o, 9 8 2 

5 6 4, o 2 5 4 7, 4 8 3 o~ 9 8 2 

5 7 4~ o 4 3 1 7, 5 5 o o~ 9 8 2 

5 8 4, o 6 o 4 7, 6 1 6 o, 9 8 3 
5 9 4, o 7 7 5 7, 6 8 l o, 9 8 3 
6 o 4, o 9 4 3 7, 7 4 6 o, 9 8 3 
6 l 4, 1 l o 9 7, 8 l o o~ 9 8 4 
6 2 4, l 2 7 l 7, 8 7 4 o, 9 8 4 
6 3 4, l 4 3 1 7, 9 3 7 o, 9 8 4 
6 4 4, l 5 8 9 8, o o o o, 9 8 4 
6 5 4, 1 7 4 4 8, o 6 2 o~ 9 8 5 
/ 6 4, 1 8 9 7 8, 1 2 4 o, 9 8 5 o 

6 7 4, 2 o 4 7 8, 1 8 5 o, 9 8 5 
6 8 4, 2 1 9 5 8, 2 4 6 o, 9 8 5 
6 9 4, 2 3 4 1 8, 3 o 7 o, 9 8 6 

7 o 4, 2 4 8 5 8, 3 6 7 o, 9 8 6 

7 1 4, 2 6 2 7 8, 4 2 6 09 9 8 6 
7 2 4, 2 7 6 7 8, 4 8 5 o~ 9 8 6 

7 3 4, 2 9 o 5 8, 5 4 4 o, 9 8 6 

7 4 4, 3 o 4 1 8, 6 o 2 o, 9 8 6 

7 t:: 4, 3 1 7 5 8, 6 6 o 09 9 8 7 ..) 

7 6 4, 3 3 o 7 8, 7 1 8 o, 9 8 7 

7 7 4, 3 4 3 8. 8, 7 7 5 o~ 9 8 7 

7 8 4, 3 5 6 7 8, 8 3 2 o, 9 8 7 

7 9 4, 3 6 9 4 8, 8 8 9 o, 9 8 7 
8 o 4, 3 8 2 o 8, 9 4 4 o, 9 8 7 
8 2 4~ 4 o 6 7 9, o 5 5 o, 9 8 8 
8 4 4, 4 3 o 8 9, 1 6 5 o, 9 8 8 

8 6 4, 4 5 4 3 9, 2 7 4 o, 9 8 8 
8 8 4, 4 7 7 3 9, 3 8 1 o, 9 8 9 
9 o 4, 4 9 9 8 9, 4 8 7 o, 9 8 9 
9 2 4, 5 2 1 8 9, 5 9 2 o, 9 8 9 
9 4 4, 5 4 3 3 9, 6 9 5 o, 9 8 9 

9 6 4, 5 6 4 3 9, 7 9 8 o, 9 8 9 
9 8 4, 5 8 5 o 9, 8 9 9 o, 9 8 9 
l o o 4, 6 o 5 2 1 o, o o o o, 9 9 o 
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