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1 - INTRODUCAO

Uma estrutura qualquer, aeo éef'protendida. se de
forma, Em estruturas estaticamente determinadas esta defos
macaoc & livre, isto &, nao & impedida pelos apocios nao ha-
vendo, por isso, alteracgoes nos valores das reagoes. Em es
truturas estaticamente indeterminadas, pelo contrario, es—
ta deformagao & impedida, alterando entao as reacoes e,com
elas os esforgos. Para esclarecer melhor, comnsidere-se a
viga sobre 3 apoios, indicada na figura seguinte: proten-
dendo esta viga com um cabo reto, colocado na sua parte iE
ferior, a viga se curva para cima e se levanta do apoio in
terno se este nao estivesse ligado a viga. Para que as con
dicoes de apoio sejam obedecidas, & necessaric atuar no a-
poioc interno uma reagzo negativa - Bp, que tem a intensida

de exata para anular a flecha GB. Em correspondencia, sur-

gem nos apoios A e C reagoes positivas, cada uma igual a
B
+ 52, se 11- Zz'e I = constante.

A protensao que provoca momentos fletores na es-
trutura altera, via de regra, mnos sistemas estaticamente
indeterminados, todas as reacgoes de apoio.

As variacgoes das reacgoes externas alteram os mo-

‘ . o
mentos fletores e forgas cortantes. Indicando con MP 0 mo=
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mento que aparece no sistema estaticamente determinade, a-

qui por exemplo a viga &AC (ver figura anterior).

que € simplesmente a forga de protgnsio multiplicada pela
excentricidade do cabo, medida até z linha neutra. O momen-
to fletor & entao proporcional (porém de sinal contrario) 2
distancia do cabo 2 linha neutra, se se faz P, = P o que e
permitido em vigas baixas. Os esforgos provocados pela opo-
sigao do apoio 20 levantamento da viga designam-se por hipe
restaticos de protensao. Os momentos finais da protensao

sao entaos
M= M2 + M*
P P P

Correspondentemente vale para a forga cortante

As grandezas dos esforgos estaticamente indetermi

nados, provocados pela protensao, podem ser influenciadas a

traves do tragado do cabo. Elas sao especialmente grandes
quando o cabo esta situado de um lado da linha neutra com
grande excentricidade, como na figura anterior, portanto

quando H; e grande e nao muda de sinal. Podem também ser nu
las se, por exemplo, o tracado do cabo & tal que o diagrama
de M; coincide com o de MP ou ainda, a area positiva MP/EI
na viga toda & igual a negativa, isto &, o cabo deve cortar
a linha neutra. Uma tal protensao & chamada concordante. E-
xistem naturalmente muitos tragados de cabos que nac produ-
zem reagoes estaticamente indeterminadas porém, estac todos
contidos numa faixa estreita, nao permitindo a utilizac3o
da altura toda da viga em todos o©s tramos.

As reagoes estaticamente indeterminadas, provoca-
das pela protensao, precisam estar em equilibrio entre si

- . -~ - . - o
norque a propria forgca de protensac esta enm equilibrio.



0 concreto protendido, geralmente sem fissuras,
preenche bem as condigoes da teoria da elasticidade quan-
do em servigo, melhor mesmo que o concreto armado, normal
mente fissurado. Nao & necessario portanto uma estatica
especial para .o éonéreto protendido'e podem, portanto,ser
empregadoS 0S pProCesSSOsS usuais na determiﬁqgio das incsgni
tas hiperestaticas. Para estruturas lineares empregam-se,
mais fregquentemente, o processo dos esforgos e o processo
dos deslocamentos com os métodos iterativos dele deriva-
dos (Cross e Kani).

Ao lado desses processos & tambéem muito usado
em concreto protendido o processo das forgas radiais,
Este, contudo, nao & um processo novo, mas simplesmente
uma equivalencia estatica entre a agcao das forgas radiais
consideradas como cargas externas, o que e basicamente
possivel em todos os processos. O trabalho com as forcas
radiais facilita & visualizagao e &, antes de mais nada,
util também para o calculo de placas protendidas.

No que segue, M; sera o momento fletor no sistg
ma fundamental, que & igual a v Ps N; sera o hiperestati-

co de protensao e Hp sera o momento final resultante

M =M% + M°
P P P

di dM?®
Vevl+ V' @ B + B
P P dx dx

A superposicgao M° + H; = HP € geralmente sufici
ente para se comparar a agao total da protensao com aque-
la das cargas externas. E necessério contudo, ter em men-
te que ambas as partes M; e M; estaticamente sao bem diﬂg
rentes : M; € o momento provocado pela protensEo no siste-

ma estaticamente determinado

o
MP -focyds

e pertence a um estado proprio de tensoes



-0 )
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ao contrario, M' resulta de forgas externas. Esta diferen-

-

¢a fundamental e importante sobretudo na ruptura, porque

J

as tensoes proprias desaparecem, enquanto que aquelas da

carga externa, pelo menos em parte, se mantem.

Adotaremos as s@guintes regras de sinal

TENSAC DE TRAGEO : POSITIVA
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TENSAC DE COMPRESSAO . NEGATIVA

ys= excentricidade do cabo (positiveo para baixo)

(=)

P = forgca de protensao (resultante de compressaoc sobre

o concreto: negativa).

Em estruturas complicadas & frequentemente difi-
cil se ter, sem mais, uma visao do andamento dos hiperesté
ticos e, geralmente erros de sinal podem passar desaperce-
bidos, trazendo graves consequencias para a estrutura. Pa-
ra se evitar isso, &€ necessario manter sempre a regra de

sinal adotada.

2 - PROCESSO DOS ESFORCOS

Com este processo, os hiperestaticos sao as in=-
cognitas superabundantes do sistema estaticamente determi-

nado.

.



No sistema fundamental a forga de protensao pro-

voca os esforgos M;, N: e V;. Chamando as incognitas de Xi

e fazendo Xi- 1, os esforgos que aparecem no sistema funda
mental serao M,, N, e V..
i i i

As deformagoes do sistema fundamental no ponto,e

na direcao da incognita procurada (flecha ou rotagao) sao,

devido 2 protemsao, Gio e, devido a X,= 1, §... Pode-se es

i
crever:
611 512 ® 0o © @ @ © Gln
K = 621 622 cecsoe 62n {(matriz dos coeficientes)
6“1 2 2 ¢ 8 © ©6 © & @ @ dnn
xl
f = . (vetor dos hiperestaticos)
X
n
“¢10 _
dpa L (vetor das deformacgoes provocadas por P)
-8 '
no
K. £ =4d
p

£ =K . dp- Hiperestatico de protemnsao

As deformagoes se calculam com a formula ja co-

nhecida:

' [MiM’ [viv. NN,
;59 FT ds * gATT ds ¢ ta 98

Em concreto protendido, a parcela da deformagio
dada pela forga cortante €, em geral, pequena e pode por-

tanto ser desprezada. Tambem a influencia da forca normal



N pode ser desprezada em muitos casos, entretamto, deve ser
verificada em cada caso particular. ‘

Para cabos retos ou curvos com trechos paraboli-
cos, as integrais indicadas foram tabeladas. Para que essas
tabelas sejam realmente uteis, os aio' na pratica, sao cal-
culados por integragao'numérica‘permitindo,leva; em conta

com facilidade, toda sorte de variagao como:

- tracado qualquer do cabo
- momento de inércia variavel
- forca de protensao variavel (ancoragem noc inte-

rior do vao, perdas).

0 tracado econdomico do cabo &, hoje em dia, deter

minado eletronicamente.

2.1 - INTEGRACAO NUMERICA

Como ja foi dito, nem sempre & possivel se obter
analiticamente os Gio' Empregam~se entao metodos aproxima-
dos que consistem em se obter os 616 atraves de integragao
numérica (regra dos trapézios, Simpsom, etc.). Aqui, adota
-se o© método exposto suscintamente a seguir.,

Seja ﬁma fungao continua £(x) que deve ser inte-
grada no intervalp o-%2. O resultado sera procurado substi-
tuindo a integralfpor uma somatoria no mesmo intervalo. Pa
ra isso o intervalb € dividido em um numero finito de seg-
mentos, iguais ou nao, e, para cada no, calcula-se a carga
correspondente que & a area que envolve o no considerado

(ver figura).

carga de no
Ax k Axn
kn™ 12 (yn-l * Syn) * 1z (Syn * Yn+1)
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Carga de nd de bordo (para xl-“_xz)

Ax1 Ax1 7y1+6y2-y3
K= (Qy#byy=yy) = o= (—— )

Carga de no para Ax = constante

k™ T?(yn-1+1°yn*yn+1)

Emprego para o calculo das deformacoes provecadas pela pro-

tensao (AX = const.)

]
i, M A _
630 “ET 9% * 12ET K

I I I
% c o c o c (o]
Ro= g™ MM #1005 M) ¢ 7= M0 4y

2.2 - EXEMPLOS
a) Determinar a rotacao na extremidade 0 da viga da pagina
sepuinte, provocado pelo carregamento indicado.

b) Seja determinar os hiperestaticos de protensao da estru
tura da pagina 10, )
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ys(cm) =143 =110 = 60 + 2 + 55 + 80 + 85 + 80 + 48 0 57
IC
- 0,25 0,38 0,52 0,69 0,84 1,00 1,00 1,00 1,00| 1,00 1,00
M, 1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 [ 0,1 0
I : ,
Tﬁ Moy | = 35,75 - 37,62|- 24,96+ 0,97+ 27,72+ 40,00|+ 34,00|+ 24,00+ 9,60 0 0
X -225,50| -436,91|-286,25| +12,46|+318,17|+461,72| +404,00/+283,60{+120,00]/+9,60 | = 4,80
n :
5 R = 656,00 ; 6§,.% b 656,09
" Tn ’ » 10 TZO0ET ’
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Sistema estatico Sistema fundamental
* %g % X2
s Nof Ne/ o \ 7 \ g
e \ }' dm L= T8 ¢ 1 J7- A\ =
a e ¢ ®
; i
Vaos : Vao
. Laterais Central
L-me -y s 26,40 Lh-mu > 3
v ! A 4,32n 3,00m
Secgao tramsversal _ A - A
: I 0,31l8m 0,275n
v, 0,567m> 0,490m>
8,80
v, 0,588m" 0,510m"
y; 0,5m 0,54m

vED CENTRAL

vEos rarzmals

Diagrama de maximos momentos -
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tm A 1 B 2 3 4 C 5 D

Min M |0 |~-176 | -584 | 104 | 284 |'103 | -583 | -151| O

Max M |0 |- 39 | -438 145 | 436 | 150 -436 | = 10| 0

Reagao de apoio: min A = - 14,6 t (tragao)

min D = = 3,8 t (tragao)
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A ' 2 3 4 8 [ 7 8 ® 10 (o " 2 18 D
YD 54 53 8s | 73 80 86 16 " o " 16 88 ‘80 73 39 83 54
Ys ] -1 -5 =19 -26 -2 +38 | +43 44 43 38 -2 -28 -19 -5 -4 0
PERDA POR ATRITO : (U 00,223 K = 1072 )
®im) 0 2,20 | 440 | 8,60 | 8,80 [12,10 18,40 | 18,70 | 22,80 | 19,50 [ 16,20 | 12,80 | 9,80 | 7,20 | 4,80 | 2,40 o
o - ' 4 12 19 32 46 80 51 47 a3 29 16 " 3 [ o 10-2
(porxx) | o 0,40 | 1,30 | 3,30 | 5,10 | 8,20 [11,70 | 12,90 [18,40 ]| 12,30 | 1,10 | 7,70 | 4,80 | 3,00 Lo | 0,40 | o 10-2
e-(,um- kx)| +,00 [ 1,00 {098 | 0,97 | 6,95 | 0,92 | 0,88 | 0,88 | 0,87} 0,88 | 0,88 | 0,22 | 0,95 | 0,97 | 0,99 | 1,00 | 1,00
TERMOS OE CARSA PARA PpA = Pp o 1000 § (CONSIDERANDO AS PERDAE POR ATRITO)
I, ,
Ax T 1,60 L, %0 1,20 1,80 330 3,50 320 330 5,50 330 330 330 208 2,88 200 2,08
M, 0 0,26 | 6,80 | 0,75 | 1,00 |0,873 |0,750 | 0,623] 0,80 |0,378| 0,280{ 0,128] o 0 0 0 0
M 0 o o o 0 0,126 {0,230 |0,373 | 0,50 {0,623 | 0,780 s7s| 1,000{0,78 | 0,80 |0,28 |0
2
-]
M 1} ¢10 | +00 |+184 |[+247 |+ 18 |-335 [~-378|~363 |-378 |-335 | +18 [4+247 |+I164 | 450 410 |o
P
[
M. M o + 2 425 [¢138 [+247 |+18 [-281 {-236 | -192 |~142 | -84 + 2 0 [ o 0 0
] p —
- 125K _=-23,871
Kn )=tz 4+ 86 |+ 74l W3139 |$6737 |+515 [~9009 (-9250 |- 7563 |-8597 |~3234 [-211 |+ 7 0 0 0 0 &
MZ.M' 0 o 0 0 +2 -84 | =142 {-192 |-236 |~281 | +186 |+247 {4138 | +25 | +2 () _
- p . 128K, =-23.081
K, o 0 [} 0 + 7 - 211 |~3284|-8897|-7983 |~9250|-c009 |+818 | +6804|+3438|+811 494 |- 14

El§io" - 1972

El, 520 a- 1921 -

~T11-~
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I
1 c 1 8,80 26,4
: ==, = . = .2 2 22 =
EI. 8 =3 T 41 *3- % 31,15 3 11,0m
1 26,4
o -—L-
EIc 512 -z 2,2 =t 4,4m
b1 6. <Ll le, L1, 2,80 4 28,4 o 11,2m
c 22 3T "33 72 31,15 3 ’
Xy X, X X,
8.1 81, -84 11,0 by -85
8y, 8y, =850 4,4 11,2 8,4
o fator EIC foi cancelado
12 troca 22 troca
610 %) : %10 020
0,091 -0,4 X, 0,1080 -0,0424 | X,
0,4 9,44 =8, -0,06424 0,1060 X,
=M =o-1oso (-6, )-0,0424.(=8, )=131tm; A = 3L o s14,9c
X=Fpe™Y « (=010’ 7" -0 AT TR

120
= = o - - ° |- iy 12.5¢t
X2 M;C 0,0424¢( 510)+ 0,1060¢( 520) 120tmg DP 5.6 2,

M= M2 + M
P P P

!
!
!
|
i
P
I
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¢) Determinar os diagramas de momento fletor e forgca cor-
tante provocados pelo hiperestatico de protensazo, na

viga indicada, com o processo dos esforgos

PARABOLA

AN
!
!
n
{
{
!
[
|
|
t
[
A
!
i
{
AN
i
i
|
|

r

—

d) Idem ac ¢, porém para a viga indicada:

o
| ? | 4 |
1 ' !
P = const. ; EI = const. g ys = e = const,

e)

=y =0 y =y = ~f;. EI = constante; P = constante
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3. PROCESS0OS ITERATIVOS

Os dois processos iterativos mais usados, Cross
e Kani, sao solugoes do método dos deslocamentos. Apenas
os momentos de engastamento perfeito da protensao precisam
ser equilibrados.

As regras de sinais encontradas na literatura
especializada, nao sao uniformes. Usar-se-3 aqui a se-
guinte regra: O momento de engastamento perfeito sera po-
sitivo se, referido as extremidades da viga, girarem em

sentido contrario aos ponteiros de um relogio.
<; r\\\ ///1-
i

Ambos os processos partem de um sistema funda-

mental geometricamente indeformavel. Para cada extremida-
de da barra, com excessao da simplesmente apoiada, deter
minam-se os momentos de engastamento perfeito, isto &, pa
ra o caso de carga protensao o momento de engastamento
provocado pela protensao. Estes, em cada no, em geral nao
estao em equilibrio e precisam ser compensados. Isto re-
presenta um caminho iterativo para a solugao. Nas dedu~-
¢oes sumarias seguintes, considera-se apenas o caso de
nos indeslocaveis; no exemplo de aplicagao considera-se,
contudo, a deslocabilidade na solugao com o processo de

Kani, alias, mais indicado para esses casos.
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3.1 - PROCESSO DE HARDY CROSS

o ° - o
Considere-se uma barra apolada mo no 1 & engasta

da no no n.

O momento M, aplicado 20 no 1 provoca moc no n o momento Mn°
i

Da condigao de deformagao:

n non 0 ni i
tira-se:
, ¢n.
M = - M,
® i
o nn
0 momento M, e transmitido ao nd n com um fator
de. reducao. Este fator & chamado de coeficiente de trams-
misszo.
0. .
‘in 1
., = > g —
in ¢ a 2
o ( para EI constante
¢ .
¢ .= -2t -+ 41
ni ¢.. 2
1l P,

Segundo a regra de sinal adotada, saoc ambos ne- -
gativos, pois M, e M giram no sentido horario.
i n

0 momento extremo M, provocado por uma rotacao

= L ==
d.= ¢, .M, d).nMn

1 11 1 1
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que, substituindo Mn pelo valer calculado vem

?.
in
¢1 = ¢ii Ml - ¢in 3N Ml
nn
¢
M, (/¢ = 1) = on .
¢1i ¢nn - ¢in

Este valor @ chamado rigidez Bin da barra i~n no no i:

¢

B I=—-————r£-1-.-1;_———- cz.E_:-I-
in 6. . _¢2 2 para EI comnstante
3
4

11 nn in EI

4
= T j K}

Se se tem um momento AM = ZMi a compensar mno no
i, este valor devera ser distribuido para cada barra pro-
porcionalmente as suas rigidezes, isto €, o quinhao da

barra i-n sera:

U, = Y5 < coeficiente de distribuicao
in im i

m = numero de barras que concorrem no no i

Com repetidas distribuicoes e novas determina-
¢oes dos AM de n0 para no, determina-se a distribuigao

de momentos por aproximagoes sucessivas.

3.2 - VIGA SIMPLES COMO BASE PARA EMPREGO DOS METODOS
ITERATIVOS

A viga simples & usada como base para os métodos

iterativos. Seja uma extremidade perfeitamente engastada e
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3

a outra também engastadaz & rotagzo, porém, movel horizon-

@
e

talmente. Esta mobilidade horizontal & necesszaria para

permitir o encurtamento do concreto durante a protensao.

3.2.1 - Viga bi-engastada, com cabo parabolico de mesma

excentriecidade nos apoios

e,

Considerem~se a viga e cabo indicados na figura.
Como sistema fundamental, considere-se a viga bi-apoiada.
@ '
v N w (e} - . a -~
Nesse caso, ¢ momento M) sera determinado pela posigac do
cabe na viga. Como incognitashiperestaticas, tomam-se os
momentos nas extremidades; no caso saoc iguais devideo a si

metria da viga e do carregamento.

P

SN LN

]

S Bf ET =const.

@ MY
i
L

{ g
+—= P
3
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EI & =/M° x lxdx = + 2 2.1.P.f + 1.P.e.% = Pl(e + 2 £)
o P 3 3
6 = -] e
EI 1 1.1.2
6o
8, Xy v 8,=0 X, =~ T
X, = -P(% £ + e) (e sobre a LN, P sempre negativos)
M = —P(2 £ + e)
P 3
Os momentos nas extremidades serao:
M =M =M +M' =P . e - P(2f + e) = - = Pf
pA pB PA P 37 3

No meio do vao:

S L2 1
Mp;O,Sﬁ P(f+e) - P(§ £ + e) = + T Pf

Os momentos em vigas bi-engastadas, com cabos
parabolicos, sac portanto independentes da excentricida-
de nos apoios. Dependem apenas da flecha (f) da parabola.
£ indiferente portanto,para os momentos finais, se o ca
bo se situa, nos apoios, na parte superior ou inferior
da viga. Os casos indicados na figura conduzem aos mes-—
mos momentos finais.

Os hiperestaticos de protensac, ou os momentos
estaticamente indeterminados sao, pelo contrario, depeh—
dentes da excentricidade e como, alias, tem de ser para
compensar a agao dos diferentes M; nas rotagoes.

0 hiperestatico de prctensao M;, desaparece se

se escolher:
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\

SO

RS
i
oo
n]
S

R
[ N —

Todos os tres casos fornmecem o

mesmo diagrama de Hp, porem di

é\\\\\\\\

AN \\\\l\\\\ AN
!
l
T
|

ferentes hiperestiticos de pPro

tensao

Ml - - p(§5+ e)

OB AN AN NN WS
I
|
=
“
AN NNN SN

Neste caso temos a protensac com cabo concordan
te, isto 2, as tangentes nas extremidades da viga do sis-
tema fundamental szo nulas e, portanto, nao sao necessa-
rios momentos nas extremidades para restabelecer as condi

coes de compatibilidade ma viga.

3.2.2 ~ A viga biengastada com cabo parabolico de excentri-

cidades diferentes nos apoios

Excentricidades difsrentes sobre os apoios pro-
[+ -~ ' o - o °
vocam momentos Mp nao simetricos, como mostra a figura.
Para a resolugao, adota-se a viga biapoiada como sistema

fundamental e, como incognitas hiperestaticas adotam-se os

momentos nos apoios,
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1
b E1610= + -3- ,Q,Pf °
Y — :’/p
eA] 2 . - — L L
4= _———-f————;¢9B +—(2€P+ep)
a — 7 o7
T e |
2 “/2 1 L
l n.gﬂ,Pf'l--j-PeA
| Mo=P e”e@”) U
' ] / 2 I = +PL(+ 3 + =
M3, eAPV o _‘T@ Mps * €aP
. EJGZO,B + % LP £ .
. + 3 (PeA + 2P?B) °
| |
e e
A B
' +J§'P? = P2 5 * 3 ¥
“'—"Pf/ \-_Z;Pf = = l
3 3 EIS ;1= EI8,,° 3
_ 1
E18,,= %
=3 e
1 1 _ A B 1
3 AKX+ ¢ 4K, PLig= + &— *+ 3 £)
1 1, s, L L
g 24X1+ 3 lxz o - PE(B_ 4 -5- e + -3— f)
1 : 1 1 1 1
3 Xr X, - 3(3 eA+Ee3+§f)
1 1 L
- E XZ P(-z- eB + '5 f)~
2
X, = = P(g £ + eB)

2

W S R

+

Wi
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identicamente:

X

2
1" TR E ey

Os momentos finais serao Mpm M; + M

e, nos engastamentos
2
£ + eA) —3-Pf
2
f + eB) ? P

2
= . P - P(=
MP,A e, (3
2
Mp,B = ep . P P(g
. . - 1 :
e no meio da viga sera: + 3 PE

Novamente ve-se que o0s momentos

pendentes das excentricidades nos apoios.

3.2.3 - Viga biengastada com cabo reto

Fazendc nas equagoes anteriores f

cabo reto, tira~se a seguinte

conclusaos

finais sao inde

= 0, isto e,

Em vigas biengastadas os cabos retos, indepen-

dentemente da sua posigao, mesmo inclinados, nao provocam

nenhum momento final. Provocam porem, hiperestaticos

de

protensao M;. Tais vigas sao, por este motivo, protendi-

das com protensao de efeito centrado e nao apresentam ne-

nhuma curvatura.
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3.2.4 - Cabo reto com ancoragem no Vvao
Tem-se, muitas vezes, o cabo com ancoragem no

vao da viga. Considere-se a viga indicada na figura.

8. %¢ £L
4 . P
7 P nre
i ____________ :_L? Ys
/ 4
7 B¢
A B
{
TR we- e.e

+
pA____—’——*"”—’—
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EIS10 =

Nf =
g
°
()
vy
b

EIS,y = + P . e (ET2)ER = + 2 . e . £8(+1- )

1
EIGll 3 L

E1612 = 4

=
=

ly + 1x =

1 2 2
3%, 552 -3 Pe§ 2¥X +X 3Pe§

1 72

1, , 1 _E - - - £
+ FX 4 FX, = ~Pel(+1- 3) +X,*#2X,= -6Pef(+1- 3)

2X,+ X = -3Pe&’

1 2

LY = -k
-ZX1 4X2 + 12Pef(+1 2)

-3X,= +3Pef(-E+4-28).". X

2 = -Pe& (+4-3E)

2

X, = -Pe (-3£244E)

igualmente X1 = —P.e(3€2-2€)

Superpondo com o momento do sistema fundamental,

vems

2 2
'MP’A ~-P.e(357-2&) MP.B = -P.e(4E-3E"-1)

3,2.5 - Viga engastada - apoiada com cabo parabolico com

excentricidade qualquer

0 sistema fundamental sera, outra vez, a viga bi-
~apoiada. A incognita hiperestatica sera o momento de engas

tamento perfeito.
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1 1 +2P )mpg(lf+-];e+-];e
EIGO- -é- LP £, 1+ '3’ Q(PeA eB 3 6 A 3
1
EIS, =3 2
= -P(f+ le +oe )
X 7 SA B
o momento final no engastameﬁto sera:
- P(f+ L. +e) = -P(E+ > e )
MP,B = PeB 2 A B 2 A
P
Y
%i:;
Pe, EY'
No meio do vao:
: e
e +e 1 A s
- A B . ¢y - z(f+ = e, +e_ )= P(— * i)
Mo .0,52 P (——5— ) -3 7 €A" %3 A
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3.2.6 - Viga apoiada engastada, com cabo poligonal de ex-

centricidades quaisquer

Procedendo da mesma forma que anteriormente, en

contra-se o seguinte valor para o hiperestatico:
M! = -Ple, + & £(1+8)
P,B B 2
Com este valor, o momento na extremidade engastada sera:

£
¢ = e —
MP.B P 2(1+£)

Na secgao x teremos:

1
Mp,x Pf[55(1+5) 1]
Fazendo x = 2/2, isto &, tomande o vertice do

poligono no centro da viga, temos:

3.3 ~ METODO DE KANI

0 método iterativo desenvolvido por Kani & um
emprego direto do processo dos deslocamentos.

Para o no 2 da estrutura, onde chegam as barras
supostas engastadas, isto €, o no 2 nao gira, temos a se-

guinte equacao:

i 2 3

My ¥y Py tmygbgtmy b, = - my,
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isto @, a soma dos momentos das extremidades das barras no
no 2, que aparecem com uma rotagao ¢, do no 2 (no princi-

pal) e 6., ¢,

sinal contrario ao momento de engastamento perfeito. f,por

e ¢4 (nos adjacentes) deve ser igual e de

tanto, a equagEo de equilibrio para o no 2.

cat

[

O0s coeficientes m, . sao, geralmente, signif
n

i
o sis

vamente maiores do que os coeficientes m. o isto e,
tema geral de equagoes, os elementos da diagonal principal
sao preponderantes. Como primeira aproximacao C) , fazemos
todos os elementos fora da diagonal principal igual a zero,

isto €, para a equagao do no 2, ven
“‘22@ =T M0

na segunda aproximagao C) , colacamos os assim determina-

dos ¢§ nas equagses e encontramos para o no 2
!)]
"‘22‘@ ™20 ["‘21“%>+ mza"%)* mza

Esta operagao & repetida ate que o resultado do novo passo

¢ suficientemente proximo do resultado do passo anterior.

Reconhecemos no metodo de Kani as seguintes pro-

priedades importantess:

- A compensagao de um no considerado leva em con
ta os nos vizinhos. '

- A parcela mii¢i e sucessivamente melhorada. Um
erro eventual & automaticamente compensado.

- Quando a diagonal principal prepondera, o que
¢ geralmente o caso, a convergencia e mais ra-
pida que o C.oss.,

- Em sistemas deslocaveis podem ser introduzidos
também giros de barras e, as suas agoes na dis
tribuicao de momentos, podem ser calculadas
da mesma forma, enquanto que pelo método de
Cross, sao necessarios diversos sistemas sepa-

rados.
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No uso pritico do método de Kani, os momentos sao
sucessivamente aproximados. Para isso, introduzimos os fatpo
res de giros M;,» OS quais correspondem aos coeficientes de
distribuicao do método de Cross. Para barras de I constante,
este & dado pela relagao.

-B.
in

u. @
in 228,
;i im
(Para EI variavel vale a mesma egquagao porem, a determina-

cao de Bin € mais complicada).

Estes fatores de giros sao metade dos coeficien-
tes de distribuicao do método de Cross porque estz implici-
to que no método de Kani nao existe o coeficiente de trams-
missao: Um momento extremo, provocado pelo giro de nd vizi-
nho, ﬁni’ € considerado no no com metade de seu valor. Po;A”-
isso, no computo do momento fihal, o momento que aparece dg
vido ao giro no no considerado deve ser multiplicado por 2.
0 esquema seguinte esclarece os passos de calculo (para fa-

cilitar foram introduzidos numeros).

3.4 - TABELAS DE MOMENTOS Hp e M; EM VIGAS BIENGASTADAS E
ENGASTADAS-ARTICULADAS

Na extremidade A da viga atuam (ver figura)

M = M + M 3 M =P . e
P,A P,A o4 7 Tp,A
- M = hiperestatico de protensao, estabelece a

P,A
compatibilidade. . da viga protendida



L
o
ui
o 2 =
ui & § 2z
L @
o b=} ® 1}
e 5 g
S S o
E .= 9
E ,
=
3 . S
82 QH -8l a5 | QS —8fef_,|o|*2
6 { d R « - - <@
! H i o S e
! | I i ‘
4 aproximagdo  + 0550 I - 0,60 -0,90 40,20
' | |
' |
| 1 2 l
24 aproximagdo | | o.74 o |
-0, . | -9,
l .
|
| | | ! !
! | ' |
p ".J_\\ _I. — |
ene'sima_aproximacdo ‘. 9465, r— = 1080 - 1,20 + 0,35
I
Momentos finais | : L
| | — —2,00. +5,00
| L 2x = - 1,60 - 2,40
b — — — — >+0,65 + 0,35
- 2,95 + 2,98

=27-
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Para o emprego das formulas e mecessario usar as

seguintes regras de sinal:

P, quando & de compressao sobre o concreto, deve
ser tomado sempre megativo.

As excentricidades saoc positivas quando sao medi
das para baixo, a partir de L.N,

As flechas de parabolas ou poligonos sac positi-
vas se estes tem a concavidade voltada para cima.

A tabela apresenta, sob n? 1-10, casos simples
de protemnsao. Por superposigio eles conduzem aocs momentos
pafa a maioria dos casos que aparecem na pratica, como por

exemplo, o cabo indicado na figura seguinte.

a) f = positiva

b) | ‘ : : f = negativa

Emprego da tabela: a) - Superposicao dos n9s 3, 8 e 9

b) - Superpoéigio dos n%s 4 e 6
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Os casos 11-13 sao formulas para cabos comumente
usados na pratica, isto &€, de forma parabolica. Para o em-
prego das formulas & necessario conhecer-se a posigao do
Ponto de inflexao. As relacgoes seguintes, deduzidas da geo
metria da parabola, facilitam o c3lculo desse valor (figu-
ra).

0 ponto de inflexao da parabola situa-se na linha

que liga H com T, com isto temos:

Para I acima da L.N.

I£]

2
{1-X)
leq)

B =1 -

Para I abaixo da L.N.

le [ .2

B = A
[e2]

e=le] a-8) ;5 £,-|zle

X = 0.8

t+ 12

f=

[ s ad
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3.5 =~ INFORMACOES PARA 0 EMPREGO DOS PROCESSO0S ITERATIVOS

Para o cilcuio de estruturas hiperestaticas uti-
lizam~se, muitas vezes, os processos iterativos de Cross,
Kani, e outros, e seu emprego e facilitado pelo uso de ta-
belas.

Como se sabe, tomam—se primeiro todos os nos en-
gastados e, determinam—se os momentos de engastamento per-
feito de todas as barras isoladamente, provocados pelo car
regamento externo. A soma desses momentdz de engastamento
em um no fornece o momento a ser equilibrado. Solta-se en-
tZ0 um nd e, o momento a ser equilibrado & distribuido de
acordo com as rigidezes as barras desse no. Aos nos vizi-
nhos sao transmitidos momentos que sao determinados relo
coeficiente de transmissao.

Com momentos de protensao & de se notar que o no
e solicitado apenas pelo hiperestatico de protensao H;. A
forga de protensao P e também o momento do sistema funda-
mental M; atuam na prSpriabbarra e nao no no.

' Para a viga de tres tramos indicada na figura,
com cabo parabolico continuo temos, no no 2, de acordo com

as formulas deduzidas, o seguinte momento para equilibrar:

37 ¢ = ] ¢ = - 2 3
M + (M +Mp2,d) ‘P(3f1+y2)+P(3f2+y2)

P2 p2,e
T o= - 2 -
M2 3 P(f; - £5)

Para cabos continuos sobre apoios (o que aconte-
ce na maioria das vezes porque ancoragem de cabos mna re-
giao do apoio € raro) pode-se entao tomar diretamente M
como momento a ser equilibrado.

Se Yy ,e da parabola do primeiro tramo fosse di-
ferente de Y24 da parabola do segundo tramo, entao a ex-

centricidade teria influeéncia. Este caso aparece em porti-
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MOMENTO DE ENGASTAMENTO FINAL E HIPERESTATICO DE PROTENSAO
EM VIGAS COM EI CONSTANTE

(0s valores dados devem ser multiplicados por P)

My g4 LR —
Nel Forma do cabo w ‘F?M:' & 5‘?——————”—&:5
v Mg
- » ' 3
RIA = —a AIA o — '2—0
{ ._._.._..____..-_‘_.._i_ M‘ =0 MA' T e '—;’8
T MlHa —_—e M’B B—-—;-c
. My =0 ' Mg -=-—;-'e
M, = M, =
— —epi3 -2 4 3
L M, ep(3£°—2¢§) M, = 5en
T 777 , . :
2 : Mp. = —ep(4E—383 My = ——32—es(2E—§2:
Z—lg-l e . : 3 2
. Mg = —eg(4€—38—1)- My = *5”*‘(25"’“‘"3)
s My = —ey4 ' My = —-{-(20‘4.§-ea)
' - [ L Y -
3 ;5_”:_____.___. T ,'1 _ | My z:eB'
: Mg = —~ep Mg = — 5 les+2¢n)
pomremrr— | e o l~
) MB. == ’ ‘IWB = ———i—e_q
My = My = 1
— 2& £+ 2 —— {2 : 3
T :{? i, g} e (285~ &) +en (&>~ ”, =} 5 (2 +en) €
d \ , 1
4 | My =Ra@-gresE-28] | My = - 5la@E-28
= _ +ep (3E—£))
L b M i 1 .
I . R B =[2¢,(&-§) My = —3le3¢-28)
+ep(E2—2841)] +ep(3E—£—2)]
M, = My, =
Porob A MA l
T i B R Y e
g My = 3 Mg "]
t T My = Mg =
- M) = 2 ) My =
Pardb.- ~ 4 — 5328 - ~f-&
_._.__m__ My ::} 3f( gz E M'A =
6 .
R MI‘ = u . AI’B =
—~ £l g ——32—1'(4?-352)- . } ~f-2E—-8&
l AIB = . “‘18 ==
ety | M, = 1 My = 3
7 \/1 : . ~=f , -3/
. Mp = 2 Mg =
] b 12 -] -
{ -Mﬁv AIB =
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MOMENTO DE ENGASTAMENTO FINAL E HIPERESTATICO DE PROTENSAG
EM VIGAS COM EI CONSTANTE (Continuagao)

¢0s valores dados devem ser multiplicados por P)

ﬁf’ A B ," . HA /!A 3
o o Ao A g M, 4
Nei Torrma cdo caho H, a—————EMs h "~ 4 32;1;:
’ ~f-8 fu+/
8 —v—l AIA = Bll‘ ==
=3
M' = ’ Iu' o=
: "‘ﬁ'l"‘ B —- l__ i, 0 2~
1 M, =} f(i—-f My, = fi2—f
| M=\ M, =
. " ~- 5fBF -2y AA; }_%_ .
I 4 = 4. =
9 AT
DR My = ' My =] 3
. . — —f(48~3 =
z"*“j My _} 5 f4E-38 M, .=} rebhdinki
~|BE1 My = - . My = I
—f-Eleq ~1 —fe(+
N MAZ} f-EE0 48 bl _} FFE+a)
. *<§\\¢;73 Mp = el L+ 8] My = (-t045]
[t e P R I e T
| Y My = — +(2f+3e) My == L @f+2ei+es)
‘t"“ &? C
!l TIRCT g My =— 35 My = — 2 (2f +ep)
e /2 — ’ Mp =~ %‘(2f+328)" Mp =—'.:,—(2f+e,|+283)
' Mp =~ 2 ' Mp =— 5 2f+ed
- e il b 7 My =-— -;- [zf(l—x),+ 3e]- M, = - l7[21"(1 —x) + 3¢
12 ;? W - T My =—-§ff(l—x) ' My ——_;-{2f(|—x)+e}
l_x -'L = oy My = — +[2f1—n+3¢] | My =~ L[27(1—x) +3¢]
Mg =— Zf(1—x) Mg =— 5[2fd=n+e
. 4 By, .-
. B indl [_L? . A
| o ——a, — .
13). = 4 7. ) -
gz, J 7. Mp = ""':’{f’[s“d(2_-")"‘(4—1314—03[54-0 (Z—c)l}
-l et iy Mg =cg + - Mp ' A
: ' f =& — &g, . (e = max e}

S
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Momento dé -engastamento

4
=t

ST )

‘ ' M» = M +iﬁ“v& M - oo
.. ... PP PP R
( Y2 ) ‘ . ) o :

porque “IM

A
N
d
o o
fl
(]

T 2

Py2 "PY2 unoy.:B"~3%:"° : Pt?:? f )
o P My mmi g BT

. ot A ; _
cos protendldosa onde nao apenas as excentr1c1dades no no

B e C (figura) como tambem o valor da forga de protensao
pode ser dlferente em ambas as . dlregoes (viga e pilar).

No no B, LmagLnado 1mpedeo de -girar, o .monento

devido a protensao sera ‘entao: :“““'“~r e
. M ] R P o r,a B ‘j: + . P (E. f ., + e . ).._\‘_',, LT
pB “p Bi  “v:.3 “Bodf -
Chega~-se ao mesmo valor se se‘considerar o no

B isolado. No no atuam, ‘como” forgas externas, as duas for

¢cas de protemsaoc vae P o Como esforgos 1nternos atuam,‘a

¢ao do pilar no no
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e ageo da viga sobre o no

- De acordo com o que foi deduzido anteriormente,
o momento em B do pilar engastado em B, com cabe reto e

Mp = 0., O momento da viga engastada em B e C é&:

2
MV = - —3- Pvf

Como o no deve estar em equilibrio sob a agao

de todos os momentos, tem—se:

v Bd p Bi v P «B
ou
- P e + P . e -2 P f+ 0 + M = 0
v B,d P B,i 3 v s B

de onde segue o momento

kYA - .
Mp,B w= PP o eBi
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A compensagao das partes hiperestaticas do momen
to ﬁé das vigas engastadas, fornece o momento M; ao qual

deve ser superposto o momento do sistema fundamental.

3.6 - EXEMPLOS DE CALCULO

a) Resolver com o metodo de Cross, o exemplo d

do item 2.2,

= p~
A B C D
| € = 3/4 &2 % b= £ } £3: 3/44> !
EI = constante g ySB_= Yec = - f
. . 3 EI EI
Rigidezes: BBA = BCD e —; -
EI
Bec = Bep = T

Coeficientes de distribuigao:

Coeficientes de transmissao:

YBA
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Ype = Yep = 0s7

Momentos de engastamento perfeito:

vl = - (') (‘)

MpBA Y F

' =M' _ =0 (Mt = M)
pBC pCB

0 . (=) (=)
M;CD * ysC E

0 valor y P sera tomado igual a 1 para a compensagao

0,5| 0,5 0,5 | 0,5
-1 4] 0 +1
+0,5 | +0,5 ——a - +0,25
-0,313 < =0,625 | -0,625
+0,156 | +0,156 ——e= +0,078
-0,019 -0,039 | -0,039
+0,010 | +0,010 +0,005
A -0,002 -0,002
-0,334 | +0,334% -0,334 | +0,334

Momentos hiperestaticos provocados pela protensio:

M!' = M' = - 0,334 o P
pB  pC ’ YsB
Nota: O uso da simétria leva a uma solugac mais rapida do
problema. Para barras simetricas e momentos de extremida-
de simétricos, respectivamente antimetricos,as rigidezes

podem ser definidas da seguinte maneira:

( ) bt | B
?Tﬁ ﬁ- in ¢ii+¢in | 27 Para J
‘ _ ’ ) l r Constante
(;L .g) Bin™ ¢..E¢. ; = % %i
11 in | P

1 ;
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b) Determinar os hiperestaticos de protensao pa-

ra a2 estrutura seguinte:

3 F
Iy T P
13
@
i
la T D
2l m ' 2ilm {5, 8m
P_ 1070t 865t 720t
I 0,376m” 0,06m” 0,376m* 0,06m* 0,376n"
3
5 — S
_ I 3,05 3,15 ] ° [ 305 | 2,38 | -~
o 1 1 1
9.5 1,5 10,5 105 8.7 7.1
IC = 0~,376m4
v - ?
2l = 37,6 = 21
B = 3 = 0,1429 ; B._ = 2 20,1905 ; B = <o— = 0,1899
AE T 71 : Pep T 21 ’ ' Prp ° 15,8 g
B = 0,1064 ; B._ = =4 = 0,1064
BE ~ 37,6 ’ 2 Per T 37,6 ,
_0,1429 _ , _ 0,1905 _
Mga = 524398 = 9932 5 Mgp = g5oz398 ~ 0.43
_0,1064 _ o oc . : . 0,1905 _ _ .
Mgp = §.4398 - ©92° 3 Yy < 5.zges - 0»3°
_0,1899 _ _ _ 0,1064 _
Hep = 04868 - 003% 5 Mpc " 5.zses ~ 0022
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Momentos de engastamento perfeito:

Vao extremo

My o= - %[ £'[5-a(2-8)-B(4~B)] + yB[$+g(z-aj} P
Vao internos

M = -

[2£(1-B) + 3e]P

o =2

V3o extremo AE: @ = 0,5476 ; 8 = 0,15 3 y = 18 ; P = 1070t

MY gy < T %{:0,87[5-0,5476(2-0,15) - 0,15(4-0,15”

- o,13[540,5476(2-0,5476j}(-1o70)

= - %{ 0,87[5-1,0131-0,5775]~ 0,18[5*0,7953]](-1070)u

- - %(295,6178-104,3154) x 1072.(-1070) = +514¢tm

Vao extremo FD: o = 0,5506 ; B = 0,1506- 3 Yp = -0,18 ;
P ==-720 ; £ =0,78
M by " - %{ o,7st5-o,5506(2-0.1506)-0.1506(A—O,iSOGy -
- 0,18[5+0,5506(2;0,5506”}(-720) -
- --%{ O,78(5-1,0183-0,5797)-0,18(S+O,7980)} (-720)
- 1%9 (2,6536-1,0436) = +290tm
M;’FD = +290tm

Vao interno: B = 0,15 ; e = =0,18 ; f = 0,87 ; P = =865¢f
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1 . |
¢ = e - - - =z
Mp,EF 3[2.0,87(1 0,15) 3.0,18]( 865)

- %[19479-0,54](—865) = 271tm

0,32 0,43 0,39 0,39
+514 -271 +271 1 -290
0,25
- 78 -104 - 52 [o,22 | « 28
S
-5 + 14 + 28 + 16 + 1
- 4
+431 - 6 - 3+ 1 |-261
- 65
-367 + 17
+ 1
+245
- 30 + 8
- 2
-~ 32 + 8

¢) Para 2 viga indicada em 2.2.d temos:

E

3
B =-2.l_w_=

4 4
BA IS T A

3 BC

o &

o)e o

Mea T T T g, - T0.23

A -0,25

5 uBC=

Momentos de engastamento perfeitq = —,ys BP
y °
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Com estes valores montamos o esquema seguintes?

0 py & Nlet
: -1 gv_' ~NiD oltt| ol -
) y ° 1 i
+0,25 +0,25 -0,313 -0,313
+0,328 . 40,328 -0,332 -0,332
+0,333 +0,333 -0,333 -0,333
-1,000 0 0 1,000
+0,666 +0,666 ~ ~0,666 -0,666
-0,334 ‘-02333 ' ~ +0,333 +0,334
+0,333 - . -0,333
=) (=)
f @ -

My 0,334 Vs B P

d) Resolver o partiéo do Item 3\6:b

. "

De acordo com o ja ¢@1culado, teéqs

UEA = - 0,16 ; Mep m76.0,215 3 Hep = < 0,125

FFC = = 0,11 ; pp = f 9,195 3 Hpp = = 0,195

Os momentos de engastamento perfeito sao os mesmos determi

nados anteriormente.

) . - " in
+ 514 © =l -= 271 + 271 |2 e - 290
=+ 243 - - 19 | o —
Fzely Tk

- 3¢ ?-OJZSI? - 52 + 14 = 0. [l + 164
- 41 - 30 ;=gg + 14 + 14
+432 =367 +244 =262

- 32 + 8

- 64 + 8

+16
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4 - USO DAS FORCAS RADIAIS

4,1 - GENERALIDADES

Imaginemos uma viga com um cabo de protensao,sem
aderencia, como indica a figura.

Pela aplicacao da forga de protensao P nas extre

nidades, a2 tendencia do cabo & de se retificar, o que & im
pedido pelo aparecimento de forgas radiais que o concreto
aplica sobre o cabo. Analisemos um elemento dx desta viga.

Para cabos cujas curvas saoc muito abatidas,e que
2 ~ '
1 + (y¥)" = 1, temos:

u = PY"
‘?\Q/{ urdp= 2P sen 49 o P.dy
2
/
/ . I 5 P = yr
r .
i yll
e
. [1+W)]W§

dy
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Conhecendo-se entao a forma do cabo em relagao a
dois eixos de referencia e a forga de protensao aplicada,
podem ser deduzidas da equacao do cabo, as inclinagoes das
tangentes 2o cabo em cada ponto e as curvaturas.

A partir de P e das curvaturas em cada secgaospg
dem ser calculadas as cargas distribuidas que agem perpen-
dicularmente ao cabo, e que 0 mantem com a forma pre-esta-

belecidas

valor variavel de ponto para ponto em fungio da forma do
cabo. Se o cabo for circular, resulta r = constante e, por
tanto, a carga distribuida & constante ao longo do cabo.

Em trechos retos r =® e, portanto a carga distribuida @

nula. Para cabos parabolicos, pouco abatidos temos:

y
g
k4
p:4
Y=£X2 y"=—8.._f. e
22 2.2
8f
u = P
;7

Se as inclinagoes do cabo em relacao aoc eixo ho-
rizontal x (eixo bariceéntrico da viga) forem‘pequenas, u
podera ser admitido como carga vertical uniformemente dis
tribuida, | '

A carga distribuida u normal ao cabo, se decom—
poe em duas partes: uma carga distribuida igual a u, verti
cal, distribuida ao longo da projecgao horizontal do cabo
sobre o eixo X, na mesma extensao da carga normal ac caboj

uma carga distribuida igual a u, horizontal, distribuida



-

uds cos ¢

ao longo da projecao vertical do cabo sobre o eixo vy, na
mesma extensao da carga normal ao cabo.

Embora as cargas distribuidas, horizontal e ver-
tical sejam iguais, a horizontal & quase sempre desprezi-
vel, pois age uma extensao relativamente pequena.

Conhecidas as forgas u que atuam no cabo, serao
conhecidas também as reagses (-u) que atuam no interior da
bainha, sobre o concreto. Sera entao possivel estudar sepa
radamente as duas estruturas parciais: cabo com forma pre-
fixada, solicitado por uma forga de tracao P e secgao de
concreto, recebendc nos pontos extremos do cabo forgas P
de compressao e, nos pontos de contato, pressoes u perpen-
diculares a bainha com valor P/r, orientadas para o lado
concave da curvatura.

Consideremos a viga isostatica de vao £, proten-

dida com um cabo parabolico de flecha f no meio do vao.

~2_ -

4 |
|

A carga uniformemente distribuida vale:

e

]
hlm
N Hh

rg
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0 momento fletor no meio do vao &:

2
ul
M - £P

A forca cortante no apoio &:
% _ 4LEP o
Vﬂufu-——l =P.tg¢Psen¢
0 problema poderia ser encarado de cutra forma:
o cabo produz na viga momentos fletores. Trata-se entao

de calcular uma carga equivalente que produz estes mesmos

momentos.

%:V;M:—Z‘gf xzsg_rli;z__..ggfxmv
x 2 o

%l = <4 u (.‘ u =§£P

x 3

e com isto a carga uniforme estaria determinada e o calcu
lo dos esforgos poderia ser completado, como jz estamos

habituados.

4.2 - CALCULO DOS ESFORGOS

Numa viga continua, como ja vimos anteriormente,
aparecem momentos "secundarios" ou hiperestaticos de pro-

tenszo. Se estes momentos sobre os suportes sao determina
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dos, entao conhece-se toda a distribuicao sobre a viga.

Por outro lado, o momento fletor primario no concreto & da
do pela excentricidade da protensao numa viga simples;o mo
mento resultante € a soma algebrica das duas parcelas, is-

to e:
M= M2 o+ M
P P P

No que segue, vamos dar um procedimento para se

determinar diretamente o momento resultante, sobre os supor

tes, Determinado o momento resultante, o momento secunda-
rio pode ser determinado com a relacao anterior.

0O problema pode ser resolvido em duas etapas dis
tintas: na primeira, imagina-se a estrutura sem os supor-
tes superabundantes (sistema fundamental) e determina-se a
carga equivalente que produz o mesmo momento neste siste-
ma; na segunda etapa, determinam—-se os valores superabun-
dantes de mode a2 anular os deslocamentos nos suportes. As-
sim, primeiro considera~se a viga como se fosse simplesmen
te apoiada. Desenha-se o diagrama de momentos fletores pro
duzidos pela excentricidade da protensao. Determina-se a
carga equivalente correspondente a este diagrama; esta é a
carga produzida pelo cabo sobre o coﬁcreto. Agora, com es-—
ta carga atuando na viga com seus suportes reals, calculam
~se os momentos resultantes por qualquer método conhecido.

Referindo a figura seguinte temos os seguintes

passos:

1) Desenhar o momento primario para a viga inteira, causa-
do somente pela protensao, como se a viga nao tivesse
suportes. Este & dado simplesmente pela excentricidade

multiplicada pela forga de protensao.

2) Do diagrama desenhado acima, determinar o diagrama de
forgcas cortantes correspondente. Este pode ser determi-

nado ou graficamente ou algebricamente.

i
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3) Do diagrama de forga cortante deduzir o diagrama do car
regamento correspondente. Este tambem pode ser determi-

nado ou graficamente ou algebricamente.

4) Agora, para a carga obtida em 3, atuando na viga conti-
nua com seus suportes reais, e incluindo qualquer momen
to singular, como aqueles que podem ocorrer mnas extremi
dades das vigas devido 2 excentricidade do cabo, deter-

mina-se o diagrama dos momentos resultantes.

Note-se que o procedimento acima envolve somente
principios ja conhecidos dos engenheiros, exceto, talves,
determinar cargas e forgas cortantes do diagrama de momen-
tos. Contudo, com pequena experiencia, a arte pode ser fa-
cilmente aprimorada. Frequentemente nao & necessario deter
minar o diagrama de forgas cortantes, podendo obter o dia-
grama de cargas diretamente do diagrama de momentos.

Para facilitar o tragado do diagrama de carga di
retamente do diagrama de momento, faremos as seguintes con

sideragoes, baseadas na figura seguinte:

1) Na extremidade da viga, a forga P de protensao do cabo
sobre o concreto pode ser decomposta em tres componen-
tes: forga axial P cose1 = P, atuando na extremidade da
ancoragem. Esta, usualmente, nao tem efeito no momento
fletor de uma viga continua, mas pode produzir momentos
em um portico rigido, devido ao encurtamento axial. Uma
forga transversal P sene1 = P81 = P tgel s aplicada ao
suporte e equilibrada pela reagao vertical. Esta tambem
nao produz momentos numa viga continua. Seu efeito num
portico rigido devera ser pequeno. Um momento P cosel.e
= Pe, atuando na extremidade da viga. Este produzira

momentos ao longo da viga toda e devera ser incluido no

calculo da mesma.

2) Ao longo dos vaos, onde o cabo (ou linha neutra da viga)
& curvo, serao aplicadas cargas verticais ao concreto.

Dois casos comuns podem ser considerados: a) - Quando o
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diagrama de momentos tem a forma de parzbola ou uma cur-—
va circular (se se trata de pouco abatidas, parabolica e
circular sao consideradas como produzindo a mesma carga

vertical), aplica-se carga uniformemente distribuida, ac
concreto, ac longo da curva. A forga total para cada cur

va & dada pors

N

‘o |

| |

g-
No trecho BC serza U = PGZ $ b) -~ Quando o diagrama de
momento muda de diregac abruptamente, a forca pode ser
considerada como concentrada nesse pontoy a forca em G

por exemplo:

P84
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3) Sobre os suportes internos, onde o diagrama de momento
muda de diregao, a carga @ aplicada diretamente sobre

o suporte. Novamente dois casos podem aconteceéer:

a) Se o diagrama de momentos curva gradualmente sobre
o suporte, novamente & aplicada uma carga uniforme
mente distribuida, como indicado na figura. Esta a-

- » - .
fetara os momentos da viga e devera ser considerada;

b) Se o diagrama e pontiagudo sobre o suporte, aplica-
-se al uma carga concentrada. Como esta carga e apli
cada diretamente sobre o suporte, nao produzira mo-

mentos e podera ser desprezada no calculo.

Tendo determinado as cargas, pode—~se determinar
os momentos fletores na viga continua, o que podera ser
feito por qualquer método. Seja, por exemplo, determinar
a linha das pressoes no concreto, devido a protensao so-
mente, para a viga protendida com cabo aderente. Conside-
re-se protensao de 250tf (ver figura seguinte).

0 momento primario esta indicado em b). A forga
cortante correspondente esta indicada em c¢), da qual a car
ga & determinada e esta indicada em d). Resolvendo a viga

indicada em d).
Momentos de Engastamento Perfeito:

20 x 9,02 x 6,0

M = 43¢tm
BA 152
20 5 02 9.0
MAB = - X ’2 X 222 = <-29¢m
15
Cantilever: - 15tm
2,93 x 152
- M. =+ M 222 X 55tm

BC CB 12
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9,00cm §,00 em 7,50 em 7,50 ¢m
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E z‘/

A 2,93
(j 20 lttesersp i aatenyg
15 .
0 1 0,5 0,5 1 0
- 15 - 29 43 - 55 + 55
+ 44 + 22 - 28 - 55
+ 19 + 19
+ 74 - 74
- 15 + 15 0

O momento fletor resultante em B & 74tm. A excen

tricidade da linha de pressao em B é&:

74
-2-5—0- 0,296111
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A linha das pressoes para a viga toda pode ser
determinada dividindo os momentos finais pelo valor da for
ca de protensao. Porem isso nao & necessario, porque a 1li-
nha de pressoes se desloca linearmente da linha determina-
da pelo cabo (que &, no sistema isostatico, a linha das
pressoes). E necessario entao apenas mover a linha anterior
linearmente, de modo que ela passe pela posicao deternina-
da sobre o apoio B. Em B, portanto, a linha das pressoes

deve ser deslocada para cima de
0,296 - 0,12 = 0,176m

No ponto anguloso do cabo, no vao AB, o ponto inicial de-

ve ser transladado para cima de:

0,176

-1—5-—'0—° X 9,0 = 0,1061'11
?

e estara poranto a 0,24 - 0,106 = 0,134m abaixo da linha
neutra. No meio do vao BC, a linha deve ser transladada de
0,088m, o que levara a nova linha das pressoes, nesse pon-

to, a
0,27 - 0,088 = 0,182m abaixo da linha mneutra

A figura indica a posicao final da linha das pres

soes.

Se se desejasse o momento hiperestatico no apoio

central, teriamos:

M - M° = M® M? = +74 - 30 = L4tm
P P p B

®
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Se a viga @ carregada também com cargas externas,
aparecerazo momentos adicionais que deslccam novamente a 11
nha das pressoes. Para a determinacao desta, pode-se proce
der ou adicionando os valores deste carregamento com aque-
les determinados com protensEO sozinha ou, superpondo, de
inTcio, as cargas equivalentes com o carregamento externo.
O primeiro método & preferivel quando se tem diversos car-
regamentos.

0 método exposto e indicado tambem para o uso

com linhas de influéncia.

4.3 - EXERCICIOS

-

2) Determinar, para os exemplos b, ¢ e d, do 1-
tem 2.2, momentos finais, momentos hiperestaticos de pro-
tensaoc, forca cortante final e forga cortante hiperestati=-

ca, provocadas somente pela protensac.

b) Determinar na viga indicada na figura, o momen
to hiperestatico de protemsao, as reacoes de apoios, a for
Ca cortante em A e o momento fletor em D.

Dados: Cabo com tragado parabolico, I = comnst.; P = 200t

4.3 m

19m i2m
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g8 £. P
- _o 't 8 x 0,48 x 200 _ _
Soclucao: u, -;E__. 100 7,68tf/m
1
8 £, P
_ 2~ _ _ 8. x 0,48 x 200
u, — ST 5,34tf /m
L
2
7.68 tf/m

5 v S 0 0
A AN D

3 3
Bea = 10 Bpc = 12
3
BA 3 3 1 1 10 2
W Vet )
= 0,546
_ 7,68 x 100
5,34 x 144
MBC 3 96tf.m
+ 96 - 96
+ 96 -8.0

Momento total em B = + 96tf.m

Forca cortantes

V, = -38,4+9,6 = 28,8tf Vgq= =32,0-8,00 = -40,00¢tf

V. = -38,4-9,6 = ~48,0tf V_ = ~32,0+8,00 = -24tf

Be
/148 o A 240
288 V 400 l/




