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CAPfTULO I 

ESTRUTURAS ESTATICAHENTE INDETERUINADAS 

1 - INTRODUÇÃO 

Uma estrutura qualquer, ao ser pretendida, se de 

forma. Em e$truturas estaticamente determinadas esta defor 

mação ê livre, isto ê, não ê impedida pelos apoios não ha­

vendo, por isso, alteraç~es nos valores das reaç~es. Em e~ 

truturas estaticamente indeterminadas, pelo contrário, es­

ta deformação ê impedida, alterando então as reaçoes e,com 

elas os esforços. Para esclarecer melhor, considere-se a 

viga sobre 3 apoios, indicada na figura seguinte: preten­

dendo esta viga com um cabo reto, colocado na sua parte in 

ferior, a viga se curva para cima e se levanta do apoio in 

terno se este não estivesse ligado à viga. Para que as co~ 

diçÕes de apoio sejam obedecidas, ê necessário atuar no a­

poio interno uma reação negativa • Bp' que tem a intensida 

de exata para anular a flecha ÔB" Em correspondência, sur­

gem nos apoios A e C reaçÕes positivas, cada uma igua~ a 
B 

+ ~' se t 1 • t 2 e I • constante. 

A pretensão que provoca momentos fletores na es­

trutura altera, via de regra, nos sistemas estaticamente 

indeterminados. todas as reaçÕes de apoio. 

As variaç~es das reaç~es externas alteram os mo­

mentos fletores e forças cortantes. Indicando con H0 o mo­
p 
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mento que aparece no sistema estaticamente determinado, a­

qui por exemplo a viga AÇ (ver figura anterior). 

M
0 

""' P y Py 
p H s s 

que e simplesmente a força de protensao multiplicada pela 

excentricidade do cabo, medida até ã linha neutra. O momen­

to fletor ê entao proporcional (porém de sinal contrário) à 

distância do cabo à linha neutra, se se faz PH = P o que é 

permitido em vigas baixas. Os esforços provocados pela opo­

sição do apoio ao levantamento da viga designam-se por hip~ 

restáticos de pretensão. Os momentos finais da pretensão 

são então: 

Correspondentemente vale para a força cortante 

V == V0 
+ V' 

p p p 

As grandezas dos esforços estaticamente indetermi 

nados, provocados pela pretensão, podem ser influeiciadas ~ 

través do traçado do cabo. Elas são especialmente grandes 

quando o cabo está situado de um lado da linha neutra com 

grande excentricidade, como na figura anterior, portanto 

quando M0 e grande e não muda de sinal. Podem também ser nu 
p 

las se, por exemplo, o traçado do cabo e tal que o diagrama 

de H
0 

coincide com o 
p 

na viga toda e igual 

a linha neutra. Uma 

de M ou ainda, a área positiva N /EI 
p p 

à negativa, isto ê, o cabo deve cortar 

tal pretensão ê chamada concordante. E-

xistem naturalmente muitos traçados de cabos que não produ­

zem reaçÕes estaticamente indeterminadas porém, estão todos 

contidos numa faixa estreita, não permitindo a utilização 

da altura toda da viga em todos os tramas. 

As reaçÕes estaticamente indeterminadas, provoca­

das pela pretensão, precisam estar em equilÍbrio entre si 

~arque a prÕpria força de pretensão estâ em equilÍbrio. 
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O concreto pretendido, geralmente sem fissuras, 

preenche bem as condiçÕes da teoria da elasticidade quan­

do em serviço, melhor mesmo que o concreto armado, norma! 

ment~ fissurado. Nio i necessário portanto uma estitica 

especial para .o concreto pretendido e podem, portanto,ser 

empregadosos processos usuais na determi~~ção das incÕgni 

tas hiperes·titi cas. Para estruturas lineares empregam-se, 

mais frequentemente, o processo dos esforços e o processo 

dos deslocamentos com os métodos iterativos dele deriva­

dos (C r os s e Kani). 

Ao lado desses processos é também muito usado 

~m concreto pretendido o processo das forças radiais. 

Este, contudo, não e um processo novo, mas simplesmente 

uma equivalência estática entre a ação das forças radiais 

consideradas como cargas externas, o que ê basicamente 

possível em todos os processos. O trabalho com as forças 

radiais facilita a visualização e ê, antes de mais nada, 

Útil tambêm para o cálculo de placas protendidasr 

No que segue, M0 serâ o momento fletor no siste 
p 

ma fundamental, que é igual a y P; H' serão hiperestãti-
s p 

co de pretensão e M serã o momento final resultante 
p 

M -Mo + M' 
p p p 

dH 0 dH' 
v ... v o + V' "" 

__E. + ~ 
p p p dx dx 

A superposição U0 + H' EC H e geralmente. sufic!_ 
e P P -

ente para se comparar a açao to tal da pro tens ao com aq ue-

la das cargas externas. ~necessário contudo, ter em men­

te que ambas as partes H0 e 1'1 9 estaticamente são bem dife 
p p 

provocado pela pretensão no siste-rentes: M0 e o momento 
p 

ma estaticamente determinado 

e pertence a um estado prÕprio de tensÕes 
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'M0 
- }ccr +cr )ydA - o; N° "'Jccr +cr ) dA - o p c s p c s 

ao contririo, M' resulta de forças externas. Esta diferen-
p 

ça fundamental i importante sobretudo na ruptura,· porque 

as tensoes prÕprias de_saparecem, enquanto que aquelas da 

carga externa, pelo menos em parte, se mantêm. 

Adotaremos as s~guintes regras de sinal 

y = excentricidade do cabo (positivo para haixo) 
s 

r (- ) == f o r ç a de p r o tens ã o ( r e s u 1 ta n t e de c o mp r e s s ã o s o h r e 

o concreto: negativa). 

Em estruturas complicadas i frequenteMente diff­

cil se ter, sem mais, uma visão do andamento dos hiperesta 

ticos e, geralmente erros de sinal podem passar desaperce­

bidos, trazendo graves consequências para a estrutura. Pa­

ra se evitar isso, i necessário manter sempre a regra de 

sinal adotada. 

2 - PROCESSO DOS ESFORCOS 

Com este processo, os hiperestâticos sao as in­

cÕgnitas superabundantes do sist~ma estaticamente determi­

nado. 
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voca os 

No sistema fundamental a força de protensão pro­

esfor~"os U0 N° e V0
• Chamando as incÓgnitas de X. 

T p' p p 1. 

e fazendo X.• 1 1 
1. 

os esforços que aparecem no sistema funda 

mental serão M., N. e V .• 
1. 1. 1. 

As deformaçÕes do sistema fundamental no ponto 1 e 

na direção da incógnita procurada (flecha ou rotação) são 9 

devido à protensao, 

crever: 

15 • 
1.0 

e, devido à x.­
l. 

1 8 5 • •• Pode-se es 
l.J 

K -

f -

d "" p· 

15
11 

ô21 
• 
e 

• 
15 nl 

X 
n 

-ô no 

K • f • d 
p 

nhecida: 

5
12 

. . . . . . 15 
ln 

15
22 

. . . . . . ô2n (matriz dos coeficientes) 

. . . . . . . . . . ô 
nn 

(vetor dos hiperestiticos) 

(vetor das deformaçÕes provocadas por P) 

d • Hiperestitico de protensao 
p 

As deformaçÕes se calculam com a fÓrmula jã co-

. JU.U. JV.V. JN.N. 
ôij• ~IJ ds + G~*J ds + ~AJ ds 

Em concreto protendido, a parcela da deformação 

dada pela força cortante é. em ~eral, pequena e pode por­

tanto ser desprezada. Também a influência da força normal 



-7-

N pode ser desprezada em muitos casos. entretanto, deve ser 

verificada em cada caso particular. 

Para cabos retos ou curvos. com trechos parabóli­

cos, as integrais indicadas foram tabeladas. Para que essas 

tabelas sejam realmente Úteis 11 os 5. ~ na prática, são cal­
l.o 

culados por integração·numérica permitindo levar em conta 

con facilidade, toda sorte de variação como: 

traçado qualquer do cabo 

momento de inércia variâvel 

força de pretensão variâvel (ancoragem no inte-

rior do vão, perdas). 

O traçado econômico do cabo é, hoje em dia, deter 

minado eletronicamente. 

2.1- INTEGRAÇÃO NUM~RICA 

Como jâ foi dito, nem sempre é possível se obter 

analiticamente os ô •• Empregam-se então métodos aproxima­
l.o 

dos que consistem em se obter os ô. ·através de integração 
1.0 

numérica (regra dos trapézios, Simpson, etc.). Aqui, adota 

-se o método ex~osto suscintame·nte a seguir. 

Seja ~ma função contínua f(x) que deve ser inte­

grada no intervalo o-1. O resultado serã procurado substi­

tuindo a integral por uma somatõria no mesmo intervalo. Pa 

ra isso o intervalo é dividido em um número finito de seg­

mentos, iguais 6u nao, e, para cada nõ, calcula-se a carga 

correspondente que é a ârea que envolve o nÕ. co~siderado 

(ver figura). 

carga de nõ 
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Carga de nõ para âx • constante 

Emprego para o cálculo das deformações provocadas pela pro­

tensão (âx • const.) 

2.2 - EXEMPLOS 

a) Determinar a rotaçio na extremidade O da viga da pigina 

seguinte, provocado pelo carregamento indicado. 

b) Seja determinar oi hipere1titicoa de protensão da estr~ . 
tura da pigina 10. 
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Sistema estático Sistema fundamental 
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c) Determinar os diagramas de monent:o fletor e força cor­

tante provocados pelo hiperestãtico de pretensão, na 

v~ga indicada~ com o processo dos esforços 

l 

d) Idem ao c, porém para a viga indicada: 

l-·--·-· -·-·-·-·--.---·-·-·-·---·-·-! 
l 

P = cons t. EI = const. Ys e 
s 

cons t. 

e) Idem ao c • porem para a viga indicada 

HipÕteses 

Y • y = O· y "" y = -f·- EI sA sD ' sB se ' constante; P = constante 
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3. PROCESSOS ITERATIVOS 

Os dois processos iterativos mais usados, Cross 

e Kani, sao soluçÕes do método dos deslocamentos. Apenas 

os momentos de engastamento perfeito da protensio precisam 

ser equilibrados. 

As regras de sinais encontradas na literatura 

especializada, nio sio uniformes. Usar-se-ã aqui a se-

guinte regra: O momento de engastamento perfeito será po-

-sitivo se, referido as extremidades da viga, girarem em 

sentido contrário aos ponteiros de um relogio. 

Ambos os processos partem de um sistema funda­

mental geometricamente indeformâvel. Para cada extremida­

de da barra, com excessao da simplesmente apoiada, deter 

minam-se os momentos de engastamento perfeito, isto 

ra o caso de carga protensio o momento de engastamento 

provocado pela protensio. Estes, em cada no, em geral nao 

estao em equilÍbrio e precisam ser compensados. Isto re-

presenta um caminho iterativo para a soluçio. Nas dedu-

çÕes sumárias seguintes, considera-se apenas o caso de 

nos indeslocâveis; no exemplo de aplicação considera-se, 

contudo, a deslocabilidade na soluçio com o processo de 

Kani, aliás, mais indicado para esses casos. 
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3.1- PROCESSO DE HARDY CROSS 

Considere-se uma barra apoiada no nõ i e engast~ 

-da no no n. 

O momento M. aplicado ao no i provoca no nÕ n o momento H • 
1 n 

Da condição de deformação: 

tira-se: 

~ c O • ~ M + ~ . M. 
n nn n n1 1 

H = 
n 

O momento M. é transmitido ao nô n com um fator 
1 

de. redução. Este fator é chamado de coeficiente de trans-

m1s s ao. 

~in 1 
a. == -cp- + + 

1n 2 nn para EI constante 

~ni 1 a = r + + 2 n1 
11 

Segundo a regra de sinal adotada, -s ao ambos ne-

gativos, pois M. eM giram no sentido horirio. 
1 n 

cp.== 1 
1 

-e: 

O momento extremo M. provocado por uma rotaçao 
1 

cp.= cp •. M.+cp. M = 1 
1 11. 1 1.n n 
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que, substituindo M pelo valor calculado vem 
n 

$. 
$. - <t> •• M. - $. F H. 

1 11 1 1n ~nn 1 

H. 
1 

(p/$ . ., 1) -
1 

Este valor é chamado rigidez 8. da barra i-n no nÕ i: 1n 

s. <Pnn EI 

) ~ "" - r 1n 2 para EI constante $ .. <P -$. 
11 nn 1n 3 EI ~ ""- r 4 

o 

Se se tem um momento L\M = DL a compensar no no 
l. 

i, este valor deverá ser distribuído para cada barra pro-

porcionalmente ãs suas rigidezes, isto e, o quinhão da 

barra i-n ·-se r a: 

a coeficiente de distribuição 

m = número de barras que concorrem no nõ i 

Com repetidas distribuiçÕes e novas determina­

çÕes dos âM de nõ para nÕ, determina-se a distribuição 

de momentos por aproximaçÕes sucessivas. 

3.2- VIGA SIHPLES COHO BASE PARA EMPREGO DOS N~TODOS 

ITERATIVOS 

A viga simples é usad-a como base pRra os métodos 

iterativos. Seja uma extremidade perfeitamente engastada e 
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a outra também engastada à -porem, mÕvel horizon-

talmente. Esta mobilidade horizontal é necessária para 

permitir o encurtamento do concreto durante a protensio. 

3.2.1 - Viga bi-engastada, com cabo parabÓlico de mesma 

excen tri cidade nos apoios 

Consid;erem-se a viga e cabo indicados na figura. 

Como sistema f amental, considere-se a vir;a bi-apoiada • 
.,0 - " .. -N e s s e c as o • o momento h s e r a de te rm 1 nado p e la p os 1 ç a o do 
p 

cabo na viga. Como incÕgnitashiperestâticas, tomam-se os 

momentos nas extremidades; no caso sao iguais devido a s1 

metria da viga e do carregamento. 

A !8 

pe Pe 

rv 
I 

u 
-,.,.""'--!--+ 

"" _j la 
., -.L- - r ---r 

n 
EI = const. 
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E I õ 
0 

= /1; x 1 x dx "" + ~ L 1. P • f + 1. P • e • Q, == P Q, (e + ~ f ) 

ó 
X "" -1 

o 

~ 

v 
"'' 1 = -P(1 f + e) (~sobre a LN, P sempre neeativos) 

2 
= -P(J f+ e) 

Os momentos nas extremidades -serao: 

H = H = H0 +H' 
pA pB pA p 

= p • e - P(~ f + e) = - ~ Pf 
3 3 

No n.eio do vao: 

M = P(f+e) - P( 2
3 

f +e) = + 
3
1 Pf p;O,St 

Os momentos em vigas bi-engastadas, com cabos 

parabÓlicos, são portanto independentes da excentricida­

de nos apoios. Dependem apenas da flecha (f) da parábola. 

f. indiferente portanto,para os momentos finais, se o c~ 

bo se situa, nos apoios, na parte superior ou inferior 

da viga. Os casos indicados na figura conduzem aos nes­

mos momentos finais. 

Os hiperestâticos de protensao, ou os momentos 

estaticamente indeterminados são, pelo contrário, depen-

dentes da excentricidade~ como, aliâs, tem de ser para 
- . o compensar a açao dos dl.fc:rentes H nas 

p 
O hiperestâtico de pretensão 

se escolher: 

2 
= 3 f 

rotaçoes. 

H' desaparece 
p' 

se 
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+J.. Pf 

~t 
~-r~ Pf 

Todos os três casos fornecem o 

mesmo diagrama de H ~ porém di 
p -

ferentes hiperestãticos de pr~ 

tensão 

2 M; '"' - P (3 f + e) 

Neste caso temos a pretensão com .cabo concordan 

te, isto ê, as tangentes nas extremidades da viga do sis-
• - - ~ tena fundamental sao nulas e, portanto, nao sao necessa-

rios nomentos nas extremidades para restabelecer as condi 
-çoes de compatibilidade na viga. 

3.2.2 - A viga biengastada com cabo parabÓlico de excentri­

cidades diferentes nos apoios 

Excentricidades diferentes sobre os apoios pro­

vocam momentos M0 não'simétricos. como mostra a figura. 
p . 

Para a resolução 9 adota-se a viga biapoiada como sistema 

fundamental e, como incÓgnitas hiperestãticas adotaM-se os 

momentos nos apoios. 
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p 

P.;2 1 R.Pf R. 
PeA 

R. Pe = ""- + 3 + 6 3 B 

e eB 1 
"" +PR.(+ _!:.+ - + 3 f) 

3 6 

+ R. 
6 (PeA + 2PeR) . 1 = 

I . 

~M~e 1 R.P f R. 
PeA+ 

1 R.Pe = "" + 3 
+ 6 3 B 

I e eB f 
= PR. (_A+ 3 + -) 

6 3 

1 
e eB 1 1 R.X + R.X2 PR.(3A + f) 

3 6 E - - + 3 1 6 

1 
e 1' 1 1 R.X + R.X2 ... - PR.(~ + - e + f) 

6 1 3 3 B 3 

1 
X1+ 

1 
x2 P(l:_ 1 1 f) 

3 6 
,., - e A + 6 e3+ 3 3 

1 2 p (-! 2 2 f) - x1 - 3 x2 = + e A + 3 eB + 3 3 3 

1 P(l:_ 1 
f). - 2 x2 "" eB + 3 2 
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i den ti camen te: 

Os momentos finais serao M • H
0 

+ M' e, nos engas tamentos p p p 

e no meio da viga serã: + .!. p f 
3 

3_ Pf 
3 

Novamente ve-se que os momentos finais sao inde 

pendentes das excentricidades nos apoios. 

3.2.3 - Viga biengastada com cabo reto 

Fazendo nas equaçoes anteriores f = O, isto 

cabo reto, tira-se a seguinte conclusão: 

... 
e' 

Em vigas biengastadas os cabos retos, indepen-

dentemente da sua posição, mesmo inclinados, não provocam 

nenhum momento final. Provocam porem, hiperestâticos de 

pretensão U'. Tais vigas são, por este motivo, protendi-
P 

das com pretensão de efeito centrado e nao apresentam ne-

nhuma curvatura. 



p / 
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-3.2.4 - Cabo reto com ancoragem no vao 

p 

M =O p 

M =O p 

Tem-se, muitas vezes, o cabo com ancoragem no 
-vao da v~ga. Considere-se a viga indicada na figura. 

L -
l 
z 
~ 
~r---

f. 
~ 
~ v 
A 

P-

- - -- --- --

-
B 
I 

jllllllellllll 
. I 

M'PA~ r:= ====+=I ::::=====~ 
______ --!_I ___ ~ 

M~: P. e 

M~.B 



vem: 

1 
... - p 

2 
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• e 

1 1 1 2 -X + -X • - -2 Pe~ 3 1 6 2 

2 X • -Pe(-3~ +4~) 2 

l 

Superpondo com o momento do sistema fundamental, 

3.2.5 - Viga engastada- apoiada com cabo parabÕlico com 

excentricidade qualquer 

O sistema fundamental ·serâ, outra vez, a viga bi­

-apoiada. A incÕgnita hiperestâtica será o momento de enga~ 

tamento perfeito. 
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1 1 1 1 1 
eB) R,(PeA+2PeB)• pR,(- f+ 6 e. A + 3 EIÔ - - JI.Pf.1+ 6 3 o 3 

EIÔ 1 
... .!. Jl. 

3 

• -P(f+ 
1 + eB) X 2 e A 

momento final engastamento -o no sera: 

1 
eB) • -P (f+ 

1 
e A) M • PeB - p (f+ 2 eA + 2 

p,B 

~r M~ 
~~~ __ _ _ P.e

1 --

1 

No meio do vao: 



-25-

3.2.6 - Viga apoiada engastada, com cabo poligonal de ex­

centricidades quaisquer 

Procedendo da mesma forma que anteriormente, en 

contra-se o seguinte valor para o hiperestâtico: 

-Com este valor, o momento na extremidade engastada sera: 

H' • -P 2f (l+ç;) 
p,B 

-Na secçao x teremos: 

H • -Pf[!ç;(l+ç;)-1] p,x 2 

Fazendo x = ~/2, isto -e, 

polÍgono no centro da viga, temos: 

M p,B = - 3 "4 Pf 

3.3 - H~TODO DE KANI 

tomando o vêrtice do 

O mêtodo iterativo desenvolvido por Kani ê um 

emprego direto do processo dos deslocamentos. 

Para o nÕ 2 da ~strutura, onde chegam as barras 

supostas engastadas, isto ê, o nÕ 2 não gira, temos a se­

guinte equação: 
2 3 

I 
4 
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isto é, a soma dos momentos das extremidades das barras no 

nÕ 2, que aparecem com uma rotação $
2 

do nÕ 2 (nÕ princi­

pal) e $
1

• $
3

, e $ 4 (nÕs adjacentes) deve ser igual e de 

sinal contrário ao momento de engastanento perfeito. t,poE 
tanto, a equação de equilÍbrio para o nÕ 2. 

Os coeficientes m .. são, geralmente, significati 
11 

vamente maiores do que os coeficientes m. , isto é, no sis 
1n -

tema geral de equaçÕes, os elementos da diagonal principal 

são preponderantes. Como primeira aproxiRação (!), fazemos 

todos os elementos fora da diagonal principal igual a zero, 

isto é, para a equaçao do nÕ 2, vem 

na segunda aproximaçao 0 , colocamos os assim deternina-

d ~.1 - 2 os v nas equaçoes e encontramos para o no 
1 

Esta operaçao é repetida até que o resultado do novo passo 

é suficientemente prÕximo do resultado do passo anterior. 

Reconhecemos no método de Kani as seguintes pro­

priedades importantes: 

A compensação de um nÕ considerado leva em con 

ta os nôs vizinhos. 

A parcelam .. $. é sucessivamente melhorada. Um 
11 1 

erro eventual é automaticamente compensado. 

Quando a diagonal principal prepondera, o que 

é geralmente o caso, 

pida que o c_oss. 

a convergencia ê mais -r a-

Em sistemas deslocáveis podem ser introduzidos 

também giros 

tribuição de 

de barras e, as suas açÕes na di~ 

momentos, podem ser calculadas 

da mesma ·forma, enquanto que pelo método de 

Cross, são necessários diversos sistemas sepa­

rados. 
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No uso prâtico do método de Kani, os momentos são 

sucessivamente aproximados. Para isso, introduzimos os fat~ 

res de giros lJ. , os quais correspondem aos coeficientes de 
1n 

distribuição do método de Cross. Para barras de I constante, 

este é dado pela relação. 

-S. 
1n 

• 2i:B. 
i 1m 

(Para EI variável vale a mesma equaçao porém, a determina­

ção de S. é mais complicada). 
1n 

Estes fatores de giros sao metade dos coeficien­

tes de distribuição do método de Cross porque estã implÍci­

to que no método de Kan~ não existe o coeficiente de trans­

missão: Um momento extremo, provocado pelo giro de nÕ vizi­

nho, M . , é considerado no nÕ com metade de seu valor. Por 
n1 . 

isso, no cÔmputo do momento final, o momento que aparece de 

vido ao giro no nõ considerado deve ser multiplicado por 2. 

O esquema se~uinte esclarece os passos de câlculo (para fa­

cilitar foram introduzidos n~meros). 

3.4- TABELAS DE HOUENTOS H e H' EM VIGAS BIENGASTADAS E 
p p 

ENGASTADAS-ARTICULADAS 

Na extremidade A da viga atuam (ver figura) 

; M0 
• P • e 

p,A 

H' == hiperestãtico de protensao, estabelece a p,A 
compatibilidade.da viga pretendida 



-3 10 B +I 10 N 

~ d' 
I 

+ 0,50 

20. oproxlmoçõo 

ene'simo 

Momentos f lnols 

L_ 

11 
Q.. 

w 
a.: o :i ... 

.IAÃ 
> OI 

i e 
<11 <11 

"O "O 11 
111 

o .. o .... o e .... c:: o o ID 
é 

.... (f) 

o 
::E 

o o +~ N 

ô 
lO .. 

I o 
I 

-0,60 -0,90 

-0,14 _-q_._.& __ 

I 
- 1,11 

I 
l 
I 

L- -2,oo 
I 

L 2x-.. -1,60 

~ +0,65 
- 2,95 

I 

- 1,20 

+ 5,00 

- 2,40 

+ 0,35 
+ 2, 9& 

-4 

+0,20 

I 
I 

I 
+ 0,35 

o 

6 
I E1 o 

"'t 
o"' 
I 

+2. 

I 
N 
00 
I 
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Para o emprego das fÓrmulas ê necessâ.rio usar as 

seguintes regras de sinal: 

P, quando ê de compressão sobre o concreto, deve 

ser tomado sempre negativo. 

As excentricidades sao positivas quando sao medi 

das para baixo, a partir de L.N. 

As flechas de parábolas ou polÍgonos sao positi­

vas se estes tim a concavidade voltada para cima. 

A tabela apresenta, sob n9 1-10, casos simples 

de protengãa. Por superposição eles conduzem aos momentos 

para a maioria dos casos que aparecem na prâtica, cono por 

exemplo, o cabo indicado na figura seguinte. 

a) 
~-----

f " positiva 

9 

b) F f = negativa 

Emprego da tabela: a) Superposição dos n9s 3, 8 e 9 

b) Superpo;içio dos n9s 4 e 6 
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Os casos 11-13 são fÕrmulas para cabos comumente 

usados na prática, isto ê. de forma parabÕlica. Para o em­

prego das fÕrmulas i necessirio conhecer-se a posição do 

Ponto de inflexão. As relaçÕes seguintes, deduzidas da ge~ 

metria da paribola, facilitam o cilculo desse valor (figu­

ra). 

O ponto de .inflexão da parábola situa-se na linha 

que liga H com T, com isto temos: 

Para I acima da L.N. 

Para I abaixo da L.N. 

s ... 

X "" o..S 

N f2 -
+ 

" 
fi - T 

o 

c = at 
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3.5 - INFORMAÇÕES PARA O EMPREGO DOS PROCESSOS ITERATIVOS 

Para o cilculo de estruturas hiperestiticas uti­• 
lizam-se, muitas vezes, os processos iterativos 4e Cross, 

Kani, e outros, e seu emprego é facilitado pelo uso de ta­

belas. 

Como se sabe, tomam-se primeiro todos os nÕs en­

gastados e. determinam-se os momentos de engastamento per­

feito de todas as barras isoladamente, provocados pelo c a!. 
" regamento externo. A soma desses momentos de engastamento 

em um nÕ fornece o momento a ser equilibrado. Solta-se en­

tao um nÕ e, o momento a ser equilibrado é distribuÍdo de 

acordo com as rigidezes às barras desse nõ. Aos nÕs vizi-

nhos são transmitidos momentos que são determinados 

coeficiente de transmissão. 

pelo 

Com momentos de pretensão é de se notar que o nÕ 

é solicitado apenas pelo hiperestitico de pretensão M'. A 
p 

força de pretensão P e também o momento do sistema funda-

mental M
0 atuam na prÕpria barra e não no nõ. 
p 

Para a viga de três tramas indicada na figura, 

com cabo parabÕlico contínuo temos, no nÕ 2, de acordo com 

as fÕrmulas deduzidas, o seguinte momento para equilibrar: 

- 2 2 
H w .,. + (M' +M' ) == -P (~fl+y2) +P (-3f2+y2) p2 p2,e p2,d ~ 

... -

Para cabos contínuos sobre apoios (o que aconte-

ce na maioria das vezes porque ancoragem de cabos na 

gião do apoio é raro) pode-se então tomar diretamente 

como momento a ser equil1brado. 

Se y 2 da paribola do primeiro tramo fosse ,e 

r e-

di-

ferente de y 2 d da paribola do ~egundo tramo, então a ex-
' centricidade teria influência. Este caso aparece em pÕrti-
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MOHENTO DE ENGASTAMENTO FINAL E HIPERESTÃTICO DE PROTENSÃO 

EU VIGAS COM EI CONSTANTE 

(Os valores dados devem ser multiplicados por P) 

--
11' 8 ~Me 

MÁ ;jA 8 
:'li r. F-ormá A w MA 

/ z, ' 
do cabo 11A 

, A 
-4:;Ma ~HB o ~Ma 

1U~ 111Ã 3 

·§ 
=-e - -2c 

MA -o MA I 

1 
=- 2e 

M~ . .--e Ms 3 
- --f·e 

MtJ -o Ms I =-2·c 

• 
M~ 

:}-eB(3f-2sl 
M~ =} 3 - -es ~· 

.::> MA MA => 2 
'-----·-IT - ~ es (2 ~- ~2 1 2 Mú. = -eB(4 ~- 3~2) MÍJ = 

-1$-l 1-
2 . 

l---i . Ms- = -es(4~-3~2 -1)· MB = -~e11(2s-ç·- ~) 
2 3. 

-
M~ 1\(.j 

I = -eA =- 2(2cA+es) 

e=! M.A -o I 

3 
,;;. MA = -2CB. 

Ma M8 I 7 -en = -
2 

(e.;~+ 2 eB) 
j--l---1 

Ms. =0 I 
Ms = -2e.·1 

• 
M~ =} M~ 

=} 1 · -[e1 (2~2 -Ç)+es(Ç2-ÇJ] = - -z·(2e1 +en)Ç2 

. ~.....---- .::> JlfA == MA 
r-·- r·-· T 

Mo. =[2ettÇ•-Ç)+es(s'-2Ç)] Me 1 
4 = - z[el(3Ç- 2s•) 

-l ~-l -
+eB (3 s-nl 

Ms. =(2ed~-Ç) 
1 

1---l--l Ms = - 2 [ et(3 ~ - 2 ~2) 
+eBW-2~+1)] + CB(3~- Ç2-2)1 

M' -I M~ :} Porob. · 
_,4 

-~ MA = 2 
. 

MA 
5 f: \ . --f 

:J -f My = 3 M8 
-·--l-

Ms = MH 

M' 
-} 2 

M' :} r-~rob . .L!D A. 
--f(3~-=-2Ç) 

.4 -f· Ç2 
r- MA = 3 lvf;1 

6 
lllÍJ 

-l ~-l ~ 
M8 =} 2 . :} -f·(2s -f·) == - 3/(4 ~-3~2). 

.-l Mn Mn 

M~ 111Ã -I -I -~ -:r .. MA = l MA = 3 
7 --! --! i Ms = 2 1118 = 4 

. 1- l/Z -- -
1--:--l- 'Mil .z= 1118 == 

"·~ ~ . . ... 
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lfOMENTO DE ENGASTAMENTO FINAL E HIPERESTITICO Dt PROTENSÃO 

EM VIGAS COM EI CONSTANTE (Continuaçio) 

EOs valores dados devem ser multiplicados por P} 

N~ 
11Á ~A 8 

:r::'nrna. elo ca.bo ~A B~Mé HA /;,· MÍJ ]\& A 
11A '"'8 Lll ~M ·a 

M~ 
:} -!·P 

M~ 
-} I - -/(i+8l 

~ 1.! MA MA - 2 
8 ~ 

't--/H- M8 
:} -/(1 -{Ji 

Mn. =} l - -/i2-Pi J---l- M11 Ma= 2 

-
-i,1/Zfl 'r- .ll'lÁ =} I 

M' ) 
- -f(Jf-- 2~ A."" -~f-f 

M.-t - 2 · M.4. = ( 4 
g r-·-·-v !.r 

.. i ;u~ 
-} I 

M8 
-} 3 

~ - -/(4Ç-3~) --Jc2s-f) 
-l MB - 2 ll1g - 4 

-JP"S-l!-- 11(4 
:-} -/· ~[f(l tPl -I] 

MÁ :} - t/~(1 +Pl 
-C--~ r.r M.-~ MA 

lO 
_i MÉ 

:} -/-~[2-HI+P)] Mn =} I 
. 1--~-l-~ . - -JS[3--~(I+Pl) 
1---l-. -- MB MB = . 2 

' 

J MÁ 
. I 

MÁ 
I 

=- 3(2f+Je..4) - - 2 (2/ + 2 e.-1 + en) 
t 

~ rf 
2 1 

u 
v f M.-t =- ãf MA --2 (2f+en) 

M.B I 
MÍJ 

I 

1-l/Z~ =- 3 (2/+3en)· · =- 2 (2f+eA+2en) 

l--'---- 2 I Ms =- s-1 MB =- y(2f+ e..4l 

' t MÁ =-} [2/(1-x)+ 3c]- MÁ =- }[2/(1 -x) + 3e] 
r'-f'. p. lnfl. ~ 
·~ ~~~ MA 2 ~ -. H2f(J - x) + e} 

12 "- !l-·-1 . - ~r-r =- -rf(l-x) M, 
. Poroó · . 

j_ • 
MÉ -- +[2f(i -x) + 3e] i'118 --! [2J'(I-x)+3e] 

(.:tll- l -"'~1- 2 
=- -j-[2/11-'-~) + .. J Ms -- sf(l-x) Ma 

,I A ~M' Lll 
,tp.lnfL-/ .:f' I 

. 8 

13 i[Kt7'-lt -~ MÍJ ... - T {J'[5- ar (2-K) -x (4-x)) + en[5 +cr (2 -crlJ} !;i . k- --xl ~ 
~z~ Mo -es + Ms . 

f' =_e,.l eB; (e.,= max e} 
----



-34-

r,-., .-..... r~ ' •• ~ - ... } 

~·:. :t 

.·:: ... ,. 

MomentÓ de -enga'stamento 

! p (f--,... 
3 1 

~ •• - 1 '':>.. ~~ -:-

c os pretendidos, onde não apen~s; as e?CcentrJcidades no nõ 

B e C (figura) como também _o valor da_forç~ de pretensão 

pode ser diferente_ em ambas as_ cÚreçÕ~s: (vig.a· e pilar). 
v .- • <::. ; • ~ . 

No nÕ B, -i?-U-a-g-inado -impedi-do d-e--gir-ar., o. monento 
. ...;::. - .. 

devido a protensao sera'ent~o: .·:·· 

i_ . 

Chega-se ao m-esmo valor se se considerar o 
... 

no 

B isolado. No nÕ atuam·,- --como- Jqrç·as externas,- a$ duas for 

ças de protensao P 
p 

çao do pilar no nõ 

M e N 
p p 

:~ol!' ·- ~ .\ ... ~ ~'':· :. -~ -~ :. ..":. .. 
e P v·- Como ~'s_fo_rç-os- internos atuam,·.! 
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e açao da viga sobre o nõ 

M e N 
v v 

De acordo com o que foi deduzido anteriormente, 

o momento em B do pilar engastado em B, com cabo reto e 

M = O. O momento da viga engastada em B e C ;: 
p 

H = 
v 

! p f 
3' v 

Como o nÕ deve estar em equilÍbrio sob a açao 

de todos os momentos, tem-se: 

p eBd + p 
eBi + :u + M + H' ... o v p v p p.B 

ou 

p 2 o ii' p 
eB,d + . eB .- - p ·f + + ... o v p pl. 3 v p,B 

de o"nde segue o· momento 

H' ... - p . eBi + p (~ f + eB d) p,B p v 3 IP 
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A compensação das partes hiperestâticas do momen 

to H• das vigas engastadas, fornece o momento H' ao qual 
p p 

deve ser superposto o momento do sistema fundamental. 

3.6 - EXEMPLOS DE CÁLCULO 

a) Resolver com o mêtodo de Cross, o exemplo d 

do item 2.2. 

A B 

t f 

EI • constante 

Rigidezes: 3 EI 
BBA "" B • - -CD 4 .t 1 

Coeficientes de distribuição: 

lJBA "" 

EI 
r 

EI EI r+r 
- 0,5 

Coeficient~s de transmissão: 

YBA ""YcD • O 

..e3 =. 3/4 .e2 

EI ... -9.. 



-37-

y BC "" y CB • O' 5 

Momentos de engastamento perfeito: 

... -

- + 
(-) p (-) 

Ysc 

~ -O valor ysBP sera tomado igual a 1 para a compensaçao 

0,5 0,5 0,5 0,5 

-1 o o +1 

+0,5 +0,5 +0,25 

-0,313 -0,625 -0,625 

+0,156 +0,156 +0,078 

-0,019 -0,039 -0,039 

+0,010 +0,010 +0,005 

-0,002 -0,002 

-0,334 +0,334 -0,334 +0,334 

Momentos hiperestiticos provocados pela pr~tensao: 

Nota: O uso da simetria leva a uma soluç~o mais ripida do 

problema. Para barras sim;tricas e momentos de extremida­

de simétricos, respectivamente antimêtrico~,,as rigidezes 

podem ser definidas da seguinte maneira: 

I 

(l ~) 13. -
1 I EJ -2T l.n cpii+<jlin I Para J I n 

I 
I 

Constante 

(_a: ~) 13 in"" 
1 I 3 EJ ---cpii-cpin I 2 Jl. 

j n I 
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b) Determinar os hiperes tâti cos 

r a a estrutura seguinte: 

E 
~ 

p 
o 

I 

95 

4 rc • 0,376m 

21m 

1070t 

0,376m 

3 
BAE • 2f • 0,1429 ; 

0,1429 ""0,32 
llEA = 0,4398 

E 

}'}~ 

~ 

21m 

I 865t 

4 
0,06m 

4 
0,376m 

4 

4 
0,1064 ---'3 7' 6 

llEF • 0,1905 = 0,43 
o' 4 39 8 

0,1064 = 0.25 
llEB • 0,4398 ' 

- 0,1905 
; llFE = 0,4868 • 0, 39 

0,1899 - 0.39 
UFD "" O ,4868 ' 

0,1064 
l1Fc • 0,4868 • 0 • 22 

de protensão pa-

f 

~ ~ D T 
15_._8 m 

I 720t 

0,06m 
4 

0,376m 
4 

., ., 
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Momentos de engastamento perfeito: 

vão extremo 

H; - - i { f' [s-a (2-6 )-8 (4-a >] + y8 [s+a (2-a~} P 

vão interno: 

H' "" - ![2f(l-6) + 3e)P 
p 3 

vão extremo AE: a • 0,5476 • 6 • O 15 • y • 18 • P • l070t t 111 B C P_ 

H' EA p, -- i{ 0,87(5-0,5476(2-011115) - 0,15(4-0.,15)] 

- 0,18[5+0,5476(2-0,5476~}(-1070) 

-- ! { o,87[s-l.0131-o,s775J- o,ts[s•o,7953] J (-1070)• 

•- !(296,6178-104,3154) x 10- 2 .(-1070) • +514tm 

vão extremo FD: a • 0,5506 B • 0,1506 ; Yp • -0,18 ; 

}<' 
•. 1 FD 
p' 

p ... -720 ; f - 0,78 

... - t{ 0,78(5-0,5506(2-0,1506)-0111506(4•0,1506~­
- 0,18(5+0,5506(2-0.5506~}(-720) • 

·- ! { o,78(5-t,0183-oiii5797)-0 11 18(5+0,798_o>} (-720) 

• 
7!0 (2,653~-1,0436) • +290tm 

H;,FD '"'-t290tm 

vão interno: a"" o.l5 ;_e 11111-0,18; f- 0,87; p- -865tf 
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p,EF = -
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1 . 
3[2.0,87(1-0,15)- 3.0,18] (-865) a 

- ;[1,479-0,54] (-865) = 271tm 

1 o, 32 1 1 o, 43 1 1 o, 39 J Jo,39J 

+514 -271 +271 -290 

1 o,zs 

- 78 -104 - 52 l0,22 + 28 -- -- --
- 61 

- 5 + 14 + 28 + 16 + 1 -- - --
- 4 

+431 - 6 - 3 + 1 -261 -- --
- 65 

-36 7 + 17 

+ 1 --
+245 

- 30 + 8 

- 2 

- 32 + 8 

c) Para a viga indicada em 2.2.d temos: 

3 3 4 
SBC 

4 4 
BBA ::: F == I" == -"" 

l !1. !1.' !1. 
4 
4 
T 

c: -0,25 ~BCa -0,25 ~BA = -
2(.:: + Í> !1. 

Momentos de engastamento perfeit<:> 
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Com estes valores montamos o esquema seguinte: 

-·I~El ~IQ ºI; B ~~·~ 
+0,25 +0,25 -0,313 -0,313 

+0,328 +0.328 -0,332 -0,332 

+0 2 333 +0 2 333 -0~333 -0~333 

-1,000 o o 1,000 

+0.666 +0,666 -0,666 -01666 

-011334 -0,333 +0,333 +0,334 

+0,333 -0,333 

'· 
d) Resolver o pÕrti co do Ítem 3. 6. b 

\ 

De acordo 
.... c-.alcu1ado 111 

temo,s com o Ja 

\ 
UEA ... - 0,16 UEF 

..,. - o ,215 ; UEB 
... - 0,125 

'~-~F c ... - 0 111 11 ; UFE -- 0,195 . UFD ... - o, 195 9 

-Os momentos de engastamento perfeito sao os mesmos determi 
I 

nados anteriormente. 

lO lO In 

+ 514 ~I+ 2431~ -- 271 + 271 ~1- 191~ 290 -
.. 

o o 
I - 0.11 I - 39 • -0.125 '· - 52 + 14 + 14 

' 
- 41 - 30 - 55 + 14 + 14 - - --- - -., 

+432 -367 +244 -262. 
. - 32 + 8 --- 64 + 8 --

+16 
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4 - USO DAS FORÇAS RADIAIS 

4.1- GENERALIDADES 

Imaginemos uma viga com um cabo de protensao,sem 

aderência, como indica a figura. 

p 

'E;;~---Ys---------, 

~y 

Pela aplicação da força de protensao P nas extre 

midades, a tendência do cabo é de se retificar, o que é i~ 

pedido pelo aparecimento de forças radiais que o concreto 

aplica sobre o cabo. Analisemos um elemento dx desta viga. 

Para cabos cujas curvas são muito abatidas,e que 
2 

1 + ( y ' ) ~ 1 , te mo s : 

u c Pyn 

~~ 
d'f 

urd ff = 2 P s en -
2
-"' P. d <.p 

I r I 
I I 

P = ur 

p 
....-:---__,I 

I 
I 

p 
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Conhecendo-se entao a forma do cabo em relação a 

dois eixos de referência e a força de pretensão· aplicada, 

podem ser deduzidas da equação do cabo, as inclinaçÕes das 

tangentes ao cabo em cada ponto e as curvaturas. 

A partir de P e das curvaturas em cada secçao,p~ 

dem ser calculadas as cargas distribuÍdas que agem perpen­

dicularmente ao cabo, e que o mantem com a forma pre-esta­

belecida: 

p 
u(x) • r(x) 

valor variável de ponto para ponto em função da forma do 

cabo. Se o cabo for circular, resulta r .,. constante e, po..!. 

tanto, a carga distribuÍda ê constante ao longo do cabo. 

Em trechos retos r ,.. 'PJ e, portanto a carga distribuÍda 

nula. Para. c<1.b os p arab Õ li cos, pouco aba tidos temos: 

4f 2 
y:::- X 

t2 
y" ::: 8f 

.R.2 
e 

... 
e 

Se as inclinaçÕes do cabo em relàção ao eixo ho­

rizontal x (eixo baricêntrico da viga) forem pequenas, u 

poderâ ser admitido como carga vertical uniformemente dis 

tribuÍda. 

A carga distribuÍda u normal ao cabo, se decom­

poe em duas partes: uma carga distribuÍda igual a u, verti 

cal, distribuÍda ao longo da projeção horizontal do cabo 

sobre o eixo x, na mesma extensão da carga normal ao cabo; 

uma carga distribuÍda igual a u; horizontal, distribuÍda 
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= 

uds cos 1f 
uds u ds cos cp 

ao longo da projeçao vertical do cabo sobre o eixo y, na 

mesma extensão da carga normal ao cabo. 

Embora as cargas distribuÍdas, horizontal e ver­

tical sejam iguais, a horizontal i quase sempre desprezí­

vel, pois age uma extensão relativamente pequena. 

Conhecidas as forças u que atuam no cabo, -ser ao 

conhecidas tambim as reaçoes (-u) que atuam no interior da 

bainha, sobre o concreto. Serã então possível estudar sep~ 

radamente as duas estruturas parciais: cabo com forma pre­

fixada, solicitado por uma força de tração P e secção de 

concreto, recebendo nos pontos extremos do cabo forças P 

de compressão e, nos pontos de contato, pressoes u perpen­

diculares à bainha com valor P/r, orientadas para o lado 

concavo da curvatura. 

Consideremos a viga isostâtica de vão t, preten­

dida com um cabo parabÕlico de flecha f no meio do vao. 

A carga uniformemente distribuÍda vale: 

u = 8f p 
2 9, .· 
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'f 
fletor meio do - ... o momento no v ao e : 

M 
uR-2 

fp - --a "'" 

A força cortante no 
... 

apo~o e: 

t 4fP P.tg4> - sencjl v ""' u 2 =- ... - p 
t 

O problema poderia ser encarado de outra forma: 

o cabo produz na viga momentos fletores. Trata-se então 

de calcular uma carga equivalente que produz estes mesmos 

momentos. 

dM = V 
dx 

4Pf 2 
M =-X 

R-2 

dV 
dx = + u ' ' 

dM 
dx 

u = 

8Pf = X "" V 9:2 
8f p 

?" 
e com isto a carga uniforme estaria determinada e o câlcu 

lo dos esforços poderia ser completado, como já estamos 

habituados. 

4.2 - CÁLCULO DOS ESFORÇOS 

Numa viga contÍnua, como jâ vimos anteriormente, 

aparecem momentos "secundários" ou hiperestãticos de pro­

tensão. Se estes momentos sobre os suportes sao determina 
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dos, entao conhece-se toda a distribuição sobre a viga. 

Por outro lado, o momento fletor primário no concreto é da 

do pela excentricidade da pretensão numa viga simples;o mo 

mente resultante é a soma algébrica das duas parcelas, is-

to é: 

M • M0 + M1 

p p p 

No que segue, vamos dar um procedimento para se 

determinar diretamente o momento resultante, sobre os supoE 

tes. Determinado o momento resultante, o momento secundá­

rio pode ser determinado com a relação anterior. 

O problema pode ser resolvido em duas etapas dis 

tintas: na primeira, imagina-se a estrutura sem os supor-

tes superabundantes (sistema fundamental) e determina-se a 

carga equivalente que produz o mesmo momento neste siste-

ma; na segunda etapa, determinam-se os valores superabun­

dantes de modo a anular os deslocamentos nos suportes. As­

sim, primeiro considera-se a viga como se fosse simplesme~ 

te apoiada. Desenha-se o diagrama de momentos fletores pr~ 

duzidos pela excentricidade da pretensão. Deternina-se a 

carga equivalente correspondente a este diagrama; esta é a 

carga produzida pelo cabo sobre o concreto. Agora, com es­

ta carga atuando na viga com seus suportes reais, calculam 

-se os momentos resultantes por qualquer método conhecido. 

Referindo ã figura seguinte temos os seguintes 

passos: 

1) Desenhar o momento primário para a viga inteira, causa­

do somente pela pretensão, como se a viga nao tivesse 

suportes. Este ê dado simplesmente pela excentricidade 

multiplicada pela força de pretensão. 

2) Do diagrama desenhado acima, determinar o diagrama de 

forças cortantes correspondente. Este pode ser determi­

nado ou graficamente ou algebricamente. 
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correspondente oo diagramo de M~ 

correspondente ao diagramo de V 

l-tomento resultante, correspondente ao carregamento u 
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3) no diagrama de força cortante deduzir o diagrama do caE 

regamento correspondente. Este também pode ser determi­

nado ou graficamente ou algebricamente. 

4) Agora, para a carga obtida em 3, atuando na viga contí­

nua com seus suportes reais, e incluindo qualquer mome~ 

to singular, como aqueles que podem ocorrer nas extremi 

dades das vigas devido à excentricidade do cabo, deter­

mina-se o diagrama dos momentos resultantes. 

Note-se que o procedimento acima envolve somente 

princÍpios jã conhecidos dos engenheiros, exceto, talves, 

determinar cargas e forças cortantes do diagrama de momen­

tos. Contudo, com pequena experiência, a arte pode ser fa­

cilmente aprimorada. Frequentemente não ê necessário deteE 

mLnar o diagrama de forças cortantes, podendo obter o dia­

grama de cargas diretamente do diagrama de momentos. 

Para facilitar o traçado do diagrama de carga di 

retamente do diagrama de momento, faremos as seguintes con 

sideraçÕes, baseadas na figura seguinte: 

1) Na extremidade da viga, a força P de protensao do cabo 

sobre o concreto pode ser decomposta em três componen­

tes: força axial P cos8
1 

~ P, atuando na extremidade da 

ancoragem. Esta, usualmente, nao tem efeito no momento 

fletor de uma viga contínua, mas pode produzir momentos 

em um pÕrtico rÍgido, devido ao encurtamento axial. Uma 

força transversal P sen8
1 

= P8
1 

• P tg8
1 

, aplicada ao 

suporte e eq~ilibrada pela reaçio vertical. Esta também 

não produz momentos numa viga contÍnua. Seu efeito num 

pÕrtico rÍgido deverá ser pequeno. Um momento P cose
1

.e 

= Pe, atuando na extremidade da viga. Este produzirã 

momentos ao longo da viga toda e deverã ser incluído no 

cálculo da mesma. 

2) Ao longo dos vios, onde o cabo (ou linha neutra da viga) 

e curvo, serão aplicadas carg_as verticais ao concreto. 

Dois casos comuns podem ser considerados: a) - Quando o 
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I 
I I 

I 

ai \F 
I 

AI G .H 

I I I 

I I 

diagrama de momentos tem a forma de parábola ou uma cur­

va circular (se se trata de pouco abatidas, parabÕlica e 

circular são consideradas como produzindo a mesma carga 

vertical), aplica-se carga uniformemente distribuÍda, ao 

concreto, ao longo da curva. A força total para cada cur 

va é dada por: 

u = P Pe .. 
r·r·~·· u = Pe 

No trecho BC serâ U = P8 2 ; b) - Quando o diBgrama de 

momento muda de direção abruptamente, a força pode ser 

considerada como concentrada nesse ponto; a força em G 

por exemplo: 
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3) Sobre os suportes internos, onde o diagrama de momento 

muda de direção, a carga ê aplicada diretamente sobre 

o suporte. Novamente dois casos podem acontecer: 

a) Se o diagrama de momentos curva gradualmente sobre 

o suporte, novamente ê aplicada uma carga uniforrn~ 

mente distribuÍda, como indicado na figura. Esta a­

fetará os momentos da viga e deverá ser considerada; 

b) Se o diagrama ê pontiagudo sobre o suporte, aplica­

-se aí uma carga concentrada. Como esta carga ê apli 

cada diretamente sobre o suporte, não produzirá mo­

mentos e poderâ ser desprezada no cálculo. 

Tendo determinado as cargas, pode-se determinar 

os momentos fletores na viga contÍnua, o que poderá ser 

feito por qualquer método. Seja, por exemplo, determinar 

a linha das pressoes no concreto, devido à pretensão so­

mente, para a v1ga pretendida com cabo aderente. Conside­

re-se protensão de 250tf (ver figura seguinte). 

O momento primário está indicado em b). A força 

cortante correspondente está indicada em c), da qual a car 

ga e determinada e estã indicada em d). Resolvendo a viga 

indicada em d). 

}fomentos de Engastamento Perfeito: 

6 2 0 ,.. 43tm 

M "' _ _2_0_x ___ 6~, "::"o_
2

__;;x;._;;9;..&.2 o... :: _ 2 9 t m 
AB 

15
2 

Cantilêver: - 15tm 

2 
= + M m 2,93 X 15 a 55tm 

- MBC CB 12 
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O) 

b) 

111 20 C) 

d) 

l o 1 I I 0,5 0,5 I I 1 o I 
- 15 - 29 43 - 55 + 55 

+ 44 + 22 - 28 - 55 

+ 19 + 19 

+ 74 - 74 

- 15 + 15 o 

O momento fletor resultante em B e 74tm. A excen 

tricidade da linha de pressão em B e: 

74 
250 

... 0,296m 
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A linha das pressoes para a viga toda pode ser 

determinada dividindo os momentos finais pelo valor da for 

ça de protensio. Por;m isso nio ; necessirio, porque a li­

nha de pressÕes se desloca linearmente da linha determina­

da pelo cabo (que é, no sistema isostâtico, a linha das 

pressÕes). f necessário entio apenas mover a linha anterior 

linearmente~ de modo que ela passe pela posiçio deternina­

da sobre o apoio B. Em B, portanto, a linha das pressÕes 

deve ser deslocada para cima de 

0,296- 0,12 • O,l76m 

No ponto anguloso do cabo, no vio AB, o ponto inicial de­

ve ser transladado para cima de: 

o' 176 lS O X 9,0 a 0,106m 
' 

e es tarâ p oranto a O, 2 4 - O, 106 = O, 134m abaixo da linha 

neutra. No meio do vao BC, a linha deve ser transladada de 

0,088m, o que levarâ a nova linha das pressÕes, nesse pon-

to,. a 

0,27 - 0,088 - o.l82m abaixo da linha neutra 

A figura indica a posiçio final da linha das pres 

soes. 

Se se desejasse o momento hiperestâtico no apoio 

central, teríamos: 

H 
p 

H' == +74 - 30 = 44tm p,B 
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Se a viga ê carregada tambem con cargas externas, 

aparecerão momentos adicionais que deslocam novamente a li 

nha das pressÕes. Para a determinação desta, pode-se proc~ 

der ou adicionando os valores deste carregamento com aque­

les determinados com protensão sozinha ou, superpondo, de 

início, as cargas equivalentes com .o carregamento externo. 

O primeiro método ê preferível quando se tem diversos car­

regamentos. 

O método exposto ê indicado tambem para o uso 

com linhas de influência. 

4. 3 - EXERC!CIOS 

a) Determinar, para os exemplos b, c e d, do 
... 
l.-

tem 2.2, momentos finais, momentos hiperestãticos de pro­

tensao, força cortante final e força cortante hiperestãti­

ca, provocadas somente pela protensão. 

b) Determinar na viga indicada na figura, o mome~ 

to hiperestãtico de protensão, as reaçoes de apoios, a for 

Ça cortante em A e o momento fletor em D. 

Dados: Cabo com traçado parabÓlico, I = const.; P = 200t 

-+f-----------~o __ ·------------~--------------•-2_• _____________ ~ 

f
1 

• f 2 • 0,48m 



Solução: ul -

u2 "" 

lf 
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8 fl p 
8 0,48 200 X X - -

.R-2 100 
1 

8 f2 p 
8 0,48 200 X X - -

.R-2 144 
2 

7.68 tf/m 
5.34 tt/m 

i f f f t f 'lt f f f 4 

1 

10 <io + iz) 
= 0,546 

= 7,68 x 100 • 96 tf.m 
8 

f f 

-

M = -BC 
5,34 X 144 

8 • - 96tf.m 

+ 96 - 96 

... - 7,68tf/m 

-- 5,34tf/m 

\l 

1 12 

( 1+ .!Q) 
12 

""--22 

Momento total em B c + 96tf.m 

Força cortante: 

VA • -38,4+9,6 • 28,8tf 

VBe= -38,4~9,6 s -48,0tf 

28.8 

VBd• -32,0-8,00 • -40,00tf 

vc - -32,0+8,00 c -24tf 

24.0 


