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RESUMO 

O presente trabalho estuda pela técnica do meio contínuo 

a distribuição da carga do vento entre os painéis de contraventa-

menta de edifícios elevados. 

No Cap. I faz-se o estudo analÍtico de pa~néis deformãve 

1s por momento fletor e força cortante, aqui denominados "pain~is 

gerais". Com algumas simplificaçÕes chega-se a uma maneira relati-

vamente simples de análise de estruturas tridimensionais compostas 

de painéis gerais, pórticos e paredes. No final do capÍtulo e apr~ 

sentado um exemplo, ilustrando a aplicação do processo. 

O Cap. II trata de estruturas tridimensionais compostas 

de painéis que se interceptam. Diversos tipos de intersecçÕes sao 

analisados a fim de se deter~inar as características de cada tipo 

quando se consideram as forças verticais de interação entre os pai 

néis. Um edifício composto de painéis concorrentes é inteiramente 

analisado aproveitando fÓrmulas desenvolvidas no decorrer do capÍ-

tulo e utilizando a condição de equilÍbrio da força cortante do 

. -. 
carregamentoe da resultante das forças cortantes nos pa1ne1s. 

Finalmente no Cap. III pretende-se mostrar . - . a conven1enc1 

a da aplicação do Método das Diferenças Finitas ã resolução dos 

sistemas de equações diferenciais resultantes da análise de estru

turas pelo processo do meio contínuo. PropÕe-se também a aplicação 

do método aos casos em que os paineis não possuem rigidez uniforme 

com a altura. A precisão do método e avaliada através de resulta-

dos comparativos e uma estrutura de edifÍcio composta de paredes e 

pórticos ê analisada. 
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ABSTRACT 

The present work sturlies by ccntinuotis ~edium technique 

the distribution of wind load among wind panels of tall ~uildin~s. 

In Chap. ! are studied hencing moment and shear force 

deformable panels, here denominated "general panels". Several si~-

plifications lead to a relatively simple analysis of three-dimen-

sional structures formed by general panels, frames an~ valls. At 

the end an example is prese~ted showin: nrocess application. 

Chap. II treats three-dimensianal structures formec by 

concurrent panels. Several intersections are analysed in arder to 

determinate the characteristics of each case when vertical inte-

raction forces are taken into account. A tall buildinz conposed 

by concurrent panels is analysed makinf use of expressions 2e~uced 

along the chapter and of equilibrium condition of exte~r.~l 2~~ ~n-

ternal shear fo~ces. 

Chau. III intends to show the ~nnlication of ~inite ~iffe 

rences ~ethod to the solution of differential equations resultir.~ 

from structural analysis by continuous mediu~ process. It is su~aest 
~c -

ed application of the method to non-uniform panels. Accuracy is epti 

mated throug~ comparative results and a tbree-di~ensional fra~e-1vall 

structure is analysed. 
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I - ANÃLISE DE PAINfiS COM COMPORTAMENTO MISTO 

I.l - INTRODUÇÃO 

S T AMA TO [ 1 J a na 1 i s ou , p o r pro c e s s o c o n t í nu o , e s t r u tu-

ras de edificios elevados em que os paineis de contraventamento 

podem ser ou "paredes" ou "pórticos". Pelo nome genérico de "p~ 

rede" sao designados os paineis deformáveis por momento fletor 

e rigidos ã força cortante. Os paineis rigidos ao momento fle-

tor e deformáveis por força cortante sao chamados "pórticos". 

Como exemplo de pÓrtico t~m-se os paineis metálicos 

triangulados (treliças e pÓrticos com mãos francesas), os pÓrti 

cos retangulares regulares, em que a rigidez dos pilares não -e 

excessivamente maior que a das v~gas, os pÓrticos de vigas com 

rigidez bastante elevada e, de maneira geral, pÓrticos para os 

quais se possa admitir os pontos médios de vigas e pilares como 

pontos de momento fletor nulo, quando sujeitos ã carga horizon-

tal. 

Atê o momento a vantagem da técnica do me~o continuo 

tem sido demonstrada quando os painiis apresentam rigidez unifor 

me da base ao~ topo, uniformidade que permite caracterizar e de

finir os paineis de maneira global, com parâmetros em nÚmero re-

!ativamente pequeno. 

Existem entretanto painéis mais gerais'que apresentam 

um comportamento misto de parede e pÓrtico, isto ê, são deformá-

veis por momento fletor e força cortante. É o caso' do painel for 

mado por n paredes planas ligadas por lintêis, cujd esquema, pa-

ra n=3, se vi na Fig.(4). As paredes em si defoimam-se por momen 
·. ' -

to fletor apenas, mas a estrutura aporticada confere ao painel d~ 

formabilidade por força cortante. Outro exemplo e o painel resul-

tan~e da associação em série de parede e pÓrtico por barras biar-
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tículadas, mostrado na Fig. (3). A estrutura da Fig. (7), consti 

tuÍda por parede e pÓrtico ligados por vLgas, constitui maLs um 

painel característico desse tipo de painel geral. 

No decorrer deste capÍtulo estuda-se, pela técnica do 

meio contínuo, a associação de "paineis ger-ais" termo que se 

sará para caracterizar os paineis deformáveis por momento fletor 

e força cortante. 

I. 2 - PAI~~ÊIS 

Como introdução ã análise do"painel geral" e para faci:_ 

litar a exposição fez-se inicialmente breve tratamento analítico 

do painel ''parede" e a seguir dos "pÓrticos". 

1.2.1 -Painel Parede 

Com o nome "parede" convencLona-se chamar os paineis 

planos, sem rigidez transversal, deformáveis por momento fletor 

e extremame~te rígidos ã força cortante. Do inglês (wall) provem 

o Índice genérico "w" dos parâmetros e grandezas relativas às"pa 

redes", que serão supostas de secção constante em toda a sua al-

tura. O carregamento ê constituÍdo por carga distribuÍda qualquer 

q e uma carga concentrada no topo F 
w w 

O equilÍbrio do elemento de altura dz, com a convençao 

para esforços positivos da Fig. (1-c), permite escrever: 

dM 
w o = 

dz ·w ••.•..••••••••••..••.•••••.•.••.• ( 1 ) 

dQ w = - qw dz 
.................................. c 2 ) 
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a• b) 

~ 

e I 

M.,•dM.. 
~ 
---Qw•cfOw 

1----' ~ 

"" 
dz 

·~~----

Desprezando a deformação por força cortante, a equação 

da elástica se escreve 

u" = 
w 

••••••••••••••••••••••••••• ( 3 ) 

onde Jw representa o produto de rigidez ã flexão Ew Jw. 
t 

Combinando as equaçÕes (1) e (3) resulta a equação ca-

racteristica do painel 

I I I 

Q =-J u •••••••••••••••••••••••••••••••.•• (4) w w w 

Esta equação, em conjunto com às condiçÕes de contorno, 

permite, para um carregamento qualquer, determ~nar todos os esfo~ 

ços e deslocamentos; por isso diz-se que representa analiticarnen-

te o painel. 
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1.2.2 -Painel PÕrtico 

Convenciona-se chamar "pÕrticos" os paineis planos, sem 

rigidez transversal, deformáveis por força cortante e extremamen-

te rígidos ao momento fletor. O Índice 11 f" (do inglês 11 frame") ca 

racterízará os parâmetros e grandezas relativos aos pÓrticos, que 

terão rigidez constante ao longo da altura. O carregamento tamber. 

será constituÍdo por uma carga distribuÍda qf e uma carga concen-

trada no topo Ff. 

1 

! 

i 

' 
z 

eldstica 
: 
I 
I 

I 
I 

~~ ~· ~ u 

FIG. - 2 - •póRTtCO" 

Sendo a convenção para os esforços positivos a mesma da 

Fig. (1-c), pelo equilÍbrio do elemento genérico dz, segue: 

dMf 
-Qf dz 

••.•.•....••••••.•••.••••••••••.•.• ( 5 ) 

dQf 
= -q 

dz f 
.................................... ( 6 ) 

A equação da elástica, também equação característica dos 
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pórticos, pode ser escrita [1 J 

•••••••••••••••••••• ( 7 ) 

ondE sf i a rigidez i força .cortante, cuja estimativa ~ apresent~ 

da ~m diversos trabalhos [ 1 ], [ 2 J e no APÊ~\IDIC:C: 1. 

A Fig. (2) mostra a elistica do pÓrtico, ou seja os des 

locamentos horizontais do conjunto, diferindo, i claro, da elisti 

ca dos pilares que, devido ao engastamento, possuem rotaçÕes nu-

las na b.ase. 

A equação (7), juntamente com as condiçÕes de contorno, 

permite determinar todos os esforços e deslocamentos do painel. 

1.2.3 - Painel Geral 

Como primeiro exemplo de 11 painel geral 11 estude-se o pa..:_ 

nel obtido pela associação em série de parede e pÓrtico por barras 

bi-articuladas com rigidez axial infinita. As barras de ligação r~ 

presentam as lajes dos andares que são supostas de rigi~ez trans-

versal des~rezivel e infinitamente rigidas em seu plano. Este pro-

blema esti tratado de maneira completa em [1]; entretanto, para ma 

i~r clareza, repete-se aqui o que essencial. 

/ /, 
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A técnica a utilizar serã a do "meio continuo" na 

qual as barras bi-articuladas são supostas continuamente distri 

buidas ao longo da altura z. O carregamento é constituÍdo por 

carga distribuÍda e carga concentrada no topo. Como a força co~ 

tante externa Q em qualquer nível ê equilibrada pelas forças 

cortantes Qw na parede e Qf no pÓrtico, pode-se escrever: 

................................. (8) 

-ou, tendo em vista as equaçoes (4) e (7) segue: 

I e I • I I I I I " I I I I I I I I I I I I I ( 9 ) 

uma vez que, supostas axialmente rígidas as barras de ligação 

os deslocamentos uw e uf são iguais e designados por u. 

As condiçÕes de contorno que permitem determinar a 

função deslocamento inc6gnita da equaçao (9), com o sistema de 

eixos das Figs. (1) e (2) -sao: 

u(o) = u'(o) = u"(.f..) =O ................. ( 10) 

correspondentes, respectivamente, a deslocamento nulo na base, 

engastamento perfeito e momento nulo no topo da parede. 

- -A par:ir da equaçao (9), comparada com as equaçoes 

(4) e (7), deduz-se que o painel resultante da associação em 

série de parede e pórtico deforma-se por momento fletor (como 

mostra o têrmo -j u''' da equaçao (9)) e por força cortante 
w 

(conforme o têrmo sf u'). O "painel geral" ê então expresso p~ 

-la equaçao 

= -j u' 'J. + 
g 

s u' 
g 

. . • • . . . . . . . • • • • . • • • • ( 1 1 ) 

onde o primeiro e segundo têrmos da direita correspondem à de-

formabilidade por momento fletor e por força cortante, respec-

tivamente. Na equação (11), j e s são os parâmetros do painel g g 
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. -geral, que devem ser estimados para os diversos tipos de pa~n~ 

is que se enquadram neste tipo. 

I.3 - ESTIMATIVA DOS PARÂMETROS 

I.3.1 -Painel formado por paredes unidas com lint~is 

CorisideFe-se o painel da Fig. (4), formado por 3 pa-

redes com produto de rigidez i flexio j
1

, j
2

, j
3

, respectivame~ 

te, ligadas duas a duas por linteis iguais e igualmente espaça-
-~- ~ . 

dos de h. O~ lirit~is do primeiro e segundo conjunto tem, respe~ 

tivame~~e, momentos de in~rcia i
1 

e i 2 . 

Sendo pequena a rigidez dos lintéis em vista das rigl 

dezes das paredes, admitem-se os centros dos vãos horizontais 

como pontos de momento nulo, sendo incÓgnitas as forças cortan-

tes correspondentes. 

Tendo em vista a solução 4' cont1nua, a rigidez e a for-

ça cortante em cada lintel são distribuÍdas ao longo do espaça-

mento h. A~sim em cada conjunto de lintêis tem-se como incÕgni-

ta a função força cortante definida nos pontos de momento nulo. 

Estas funçÕes serão designadas q 1 (z) e q 2 (z) enquanto por M., 
~ 

Q. ' N. 
~ ~ 

(i = 1,2,3) designam-se os esforços na parede 1. 
~ 

As características geométricas da estrutura estao mos 

tradas na Fig. (4) e o carregamento consta de carga distribuÍda 

e carga concentrada no topo. O sistema de eixos (u,z) a usar ~ 

o mesmo das páginas anteriores. 

Pelo equilÍbrio do elemento gen~rico da parede (1), 

•· com os esforços positivos mostrados na Fig. (4-b), segue 

.... ~ "' . ' ...•........••..... ( 12) 



- 3 -

a) b) 

F 

~+dN1 

I ... .., 1 
O(~~ 

lQ 
~ 1 

p 

~ ~ b 
1 

z ~1 

NJ 
ct 

• 
~ e3 t -~-t 

i ct---+ +-----
lfiG. - 4 - ASSOCIACÀO DE PAREDES COM LINTÉIS 

·····················••••!1'•····<13) 

•••••..•..•.•.••••••..••• ( 14) 

Da equação (14), combinada com a equação da elástica 

(3), obtêm-se a força cortante na parede (1) 

Q = -J· u''' - q c 1 1 1 1 
...•.•.......•..•....•. ( 15) 
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a) b) 

"'?_+ d~ ~+~ 

k2··~ ~3•dM3 
p2 •o2+d~ p3 Q3+da3 

t ~ 1 
~t ;~ a ta.} 

t • 1 

l 
Q2 

l .2jt.3 .. , 
c4 ~ 

Na. - 5- co•VENdo DE ES1'0RC:06 

O equilíbrio do elemento genérico da parede (2), ten-

do em conta a convenção da Fig. (5-a), permite escrever: 

'dN 2 
= ql - q2 dz .........................•.. ( 1 6 ) 

dQ2 
= dz -p2 •....•••••..........•...•....... ( 1 7 ) 

• • • . • • • • • • • • • • • • . • ( 1 8 ) 

Da equação (18), em conjunto com a equação da elãsti-

ca (3), resulta: 

Q2 = -jzu''' - qlc2- q2c3 .. , ................. (19) .. 

Finalmente, escrevem-se as equaçÕes relativas ao equi 

librio do elemento genérico da parede (3), mostrado na Fig.(5-b) 

.. +q 
2 .......................•........ ( 2 o) 



= -p 
3 

- lO -

••..•.•...••••.................. ( 2 1 ) 

••••••••••••••••••••••••• ( 2 2 ) 

A força cortante correspondente sera 

Q =-ju"' 
3 3 

........................ ( 2 3 ) 

-Somando as equaçoes (15), (19), (23) e tendo em conta 

o equilrbrio de parte da estrutura situada acima da cota z obtem 

-se: 
... (24), 

onde Q ê a força cortante correspondente ao carregamento situa-

do acima da cota z. 

Os lintêis -sao seccionados nos pontos de momento nulo, 

onde são aplicadas as forças cortantes incógnitas. Estes pontos 

considerados como pertencentes ã uma ou ã outra parede vizinha 

deslocam-se "diferentemente'', sendo cada deslocamento devido, re~ 

pectivamente, à deformação da parede por força normal (Fig. 6-a) 

à flexão da parede (Fig. 6-b) e à deformação do lintel por flexão 

e força cortante (Fig. 6-c), 

-----=$ 

C a) ( b l (c l 

FI&. - e - DESt.OCAMENTO DOS PC*TOS DE CORTE 
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-As equaçoes que compatibiliza~ tais deslocamentos, p~ 

ra o primeiro e segundo conjunto de lintéis, -sao, respectivame~ 

te: 

= -u'c 
2 

......... c 25) 

u'c3 + q2 • • • • • • • • • ( 2 6 ) 

onde foram desprezadas as deformaçÕes devidas à força normal nas 

paredes e à força cortante nos lintêis. 

-Explicitando q
1 

e q 2 nas equaçoes de compatibilidade 

( 2 5 ) , ( 2 6 ) e · s u b ·s t i tu in d o na e q u ação ( 2 4 ) c h e g a- s e a : 

•• ( 27) 

equação que permite obter os parâmetros do painel geral: 

s 
g =~[ 2h 

•••••••••••••••••••••••••• ( 2 8 ) 

J •••••• ( 2 9) 

-A partir das equaçoes (28), (29) deduzem-se facilmen-

- -te os parametros para um numero qualquer de paredes. 

Prendendo-se ao objetivo deste trabalho, deixa-se de 

desenvolver aqui o estudo detalhado da estrutura, que pode ser 

encontrado em [3]. 

!.3~2 - Painel formado por p6rtico e parede ligados com vigas 

CARDAN [4] analisou o painel formado por parede e p~~ 

tico ligados por vigas --como mostra a Fig. (i-a). A hip6te~e de 

trabalho supÕe as forças de interação entre os paineis continua 

mente distribuldas ao longo de toda a altura o que caracteriza 

a solução contínua, 
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o) b) 

F 

~ w 

c ... l: r---- c i 
Qw 

'-...._/~ 
z 

FIG. - 7- PAREDE E PÓRTICO LIGADOS POR VIGA 

Com esta hipótese o pÕrtico reage elasticamente sobre 

a parede com carga distribuÍda horizontal, momento distribuÍdo 

m aplicado no eixo da parede e reação vertical ã altura de cas . 
da andar que também~ distribue ao longo do pé-direito. O efei-

to desta Última carga (produz força normal na parede) não sera 

considerado; -po~ isso nao aparece na Fig. (7-b) que mostra o sen 

tido positivo dos esforços na parede. O carregamento e o siste-

ma de eixos são os correntes neste trabalho. 

Em seu trabalho, CARDAN deduz a equaçao diferencial 

do painel levando em conta, ao escrever a equação da elástica da 

parede, as deformaçÕes por força cortante. Aqui apresenta-se uma 

dedução mais simples e ~mediata, 

Pelo equilÍbrio ã rotação do elemento genérico da pa-

rede segue: 
dM 

w 
dz 

= -Q + m w s 
..........................• ( 3 o) 



- 13 -

Desprezando as defornaçÕes da parede por força cortan 

te a equação da elástica sera: 

M = j u" 
w w •••••.•••••••.••....•.•••..••••.•• ( 3 1 ) 

Das equações (30) e (31) obtem-se a força cortante na 

parede 
Q = -j u 111 + m w w s 

•••••••••••••••••••••••••• ( 3 2 ) 

Chamando ~B e ~S os giros da secçao - . gener1.ca da pare-

de devidos ao momento fletor e ã força cortante respectivamente, 

tem-se, conforme CARDAN 

••••••••••••••••••••••••••• ( 3 3 ) 

ou 

••• ( 3 4) 

sendo ~ = ~B + ~s 
-o giro total e adotando a expressao aprox1.n~ 

da 

••••••• ( 3 5) 

onde A e a 'área da parede e E o mÓdulo de elasticidade. 

U s ando as equaçÕes ( 3 2 ) , ('3 4) c h e g a-s e ã ex p r e s s ã o d a 

força cortante na parede em função do deslocamento horizontal 

aQ = ~j ui I I + plul 
w w ........................ ( 3 6) 

onde 

a = I I e e e O e • e O e I I I e I e e I e I ( 3 7 ) 

A força cortante no pórtico, -com a mesma convençao p~ 

ra esforços positivos da Fig, (7-b), vale 

Q = s .u' 
f 

................................... ( 3 8) 

Pelo equilÍbrio das forças cortantes externa e inter 

nas, em uma cota genérica z, vem: 

Q • Qw + Qf s )u 1 .... (3 9) 
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Os parâmetros do painel geral sao, portanto: 

jg 
jw 
a 

•••••••••••••••••••••••••••••••••• ( 4 o ) 

pl 
+ s = s 

a a o 
•••••••••••••..•..•••••..••••• ( 4 1 ) 

onde a ê dado pela equaçao (37) e os coeficientes p
1

, p
2

, s sao 

apresentados no AP~NDICE 1. 

Observa-se, oportunamente, que qualquer painel geral 

com parâmetros j e s ê equivalente ao painel resultante da as-
g g 

sociação em série por barras b~rticuladas de uma parede com pr~ 

duto de rigidez j e um pÓrtico com rigidez s 
g g 

I.4 -ASSOCIAÇÃO EM S!RIE DE PAINIIS GERAIS 

Com a finalidade de tornar mais gerais os resultados a 

serem obtidos, entender-se-á que toda parede é um painel geral 

particular com j = j e 
g w s = o 

g 
e que o pÕrtico possui parâme-

tros gerars Jg = O e s 
g 

= sf. Alem disso todo painel geral p~ 

de ser considerado equivalente a ucla parede e um pÕrtico assoc1a 

dos em série por barras bi-articuladas. Com estas consideraçÕes 

a associaçio de~ painéis gerais, por barras bi-articuladas, a 

seguir estudada, ê generalizada, podendo englobar maior numero 

àe casos. Citam-se como exemplo de casos particulares: 

s "I o 
g 

a) associação de paredes e pÓrticos 

b) associaçao de paredes e pa1neis gerais com j "I O e 
g 

c) associaç~o de pÓrticos e paineis gerais com j 1 O 
g 

d) associação de pórticos, paredes e painéis gerais 

com j ~ O e s ~ O g g 
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A equação da força cortante no painel genérico "g", 

em funçio dos deslocamentos horizontais se escreve 

Q = -j u' '' + s u' g g g (g=l,2, ...• ,n) ..... ( 42) 

pois a hipótese de inextensibilidade das barras de ligação ga-

r ante 
u = u(g = 1,2, ... ,n) g 

Sendo, em qualquer cota z 

Q = ••••••••••••••••••••••••••••••• ( 4 3 ) 

onde Q ê a força cortante do carregamento, deduz-se a equação 

diferencial do problema: 

...•...•.... ( 4 4) 

A função deslocamento u soluçio da equação (44) pos-

sui três constantes arbitrárias que sio determinadas pelas con 

dições de ~ontorno 

u(o) = u' (o) = u"(.t) = O ••••••.••••••••••• ( 4 5) 

válidas desde que as paredes seJam ~upostas rigidamente engas-

tadas na base e_ sendo nulo o momento fletor no topo (ordenada 
~ 

.t) de cada parede. 

I.S -ASSOCIAÇÃO TRIDIMENSIONAL DE PAINÉIS GERAIS 

STAMATO [ 1 J analisou pela técnica do meio contínuo a 

' 
associaçio tridimensional de pÓrticos e paredes. A solução apr~ 

sentada foi generalizada por MANCINI [s], considerando as pare-

des elastic~mente engastadas na base. Aqui trata-se de estudar 

a associação de painéis gerais. Para isso considere-se a estru-
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tura de edifício constituída por lajes horizontais e painéis com 

rigidez constante ao longo da altura. 

As hipóteses de cálculo são: 

a) as lajes, supostas extremamente rÍgidas -em seu pro-

prio plano e sem rigidez transversal, transmite~ continuamente em 

toda a altura do edifício as forças horizontais de interação en-

tre os painéis, isto e, substitue-se o conjunto das lajes por urna 

infinidade de diafragmas horizontais. 

b) ê desprezada qualquer interação entre paineis que se 

interceptam, isto e, supoe-se que os painéis trabalham independe~ 

temente. 

O carregamento, horizontal, esta contido em um plano 

vertical w sendo constituÍdo por uma carga uniformemente distri-

buÍda p ao longo da altura do edifício e uma carga concentrada no 

topo F. 

o} b} 

J y 

C? C? ~ 

L1·( 
/1f 

/yLj· .. -
/ 

oi 

I ll 

FIG .... 8- PAJNEL GENÉRICO E PLANO DE CARGA 
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Para definir geometricamente a estrutura usa-se um SLS 

tema de referência global Oxyz com a origem O na base do edifi-

cio e formado por três eixos tri-ortogonais Ox, Oy e Oz, sendo o 

Último vertical. 

Tomando no plano TI um vetor horizontal unitirio, as s~ 

as componentes a e b em relação aos eLxos Ox e Oy, respectivame~ 

te, definem o sentido das cargas. A posiçao do plano -IT e dada p~ 

lo momento c deste vetor em relação ao eixo Oz, cujo sentido po-

sitivo i o·anti~horirio (Fig. 8-b). 

Os deslocamentos do painel genérico serao referidos a 

um versar de componentes a. e b., Fig. (8-a), com a direção do 
-L -L 

painel e de sentido arbitririo. O momento c. deste versar, em re 
-L 

lação ao eixo Oz, positivo no sentido anti-horârio, define a po-

sição do painel. 

Define-se ainda no plano de cada painel um sistema lo-

cal de refer~ncia, constituldo pelo seu vetor unitârio e o eLxo 

vertical O.z ao qual 
L 

-serao referidos os deslocamentos, 

ços M. e q: e a carga horizontal (q., F.). 
L L L L 

os esfor-

Com a hipótese de cilculo b) a Única incógnita - que 

determinada permite calcular os esforços e deslocamentos de qua! 

quer painel - ê o deslocamento dodiafragma genérico. Este deslo
;. 

camento será referido ao sistema global de referência e definido 

pelas funçÕes de z 

u - deslocamento do ponto O (definido adiante) segun
z 

do x 

v - deslocamento do ponto Õ segundo y 
z 

w - rotação do diafragma em torno do eixo Oz, positiva 

no sentido anti-horârio. 

O ponto Õ situa-se na interseção do eixo Oz com o dia 
z 

fragma genérico. 
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O deslocamento u. do painel genérico ê a função line
~ 

ar dos deslocamentos u, v, w dos diafragmas: 

u. = a.u + b.v + c.w 
~ ~ ~ ~ 

, •••••.•••••••••••••••• (46) 

Sendo a equaçao do painel genérico 

Q. = -j.u''' + s.u' 
~ ~ i ~ i 

•••••••••••••••••••••• ( 4 7 ) 

usando a equação (46), obtém-se a força cortante no painel i 

Q. = -j.(a.u''' + b.v''' + c.w'' ')+ s.(a.u 1 +b.v'+c.w') 
1 ~ 1 ~ 1 1 1 1 1 

-Multiplicando a equaçao (48) 

••••••• ( 4 8) 

sucessivamente por a., 
1 

b. e c., somando e tendo em conta o equilÍbrio da força cortan-
1 1 

te externa Q e as internas Q. 
1 

L: Qi a. = Qa 
1 

I:Qi b . = Qb 
1 

I:Qi c. = Qc 
1 

obtêm-se 

onde 

J J 
ab a a 

J 
ab Jbb 

J Jbc a c 

s s 
ab a a 

[s] = s ab 
5

bb 

s 5
bc a c 

•••••••••••••••••••••••••••••• ( 4 9 ) 

•.•••••••.•••. (5o) 

J 
a c 

Jbc ••••••••••••••.••••• ( 5 1) 

J 
CC 

s 
a c 

5 bc 
•.•.•••••••••••••••• (52) 

s 
CC 
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a 

I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I ( 53 ) 

c 

u 

[u]= v ••••••••••••••••••••••••••••••••.•• ( 5 4 ) 

w 

Q = F + p(.t - z) ·············~···········1'•(55) 

Nas equaçÕes (51) e (52), usou-se a notação 

~ j .k.t. L..J ~ ~ ~ 

\' s.k.i. w ~ l. ~ 

···················~···,···<56) 

-onde k e l sao quaisquer das coordenadas ~' ~ e ~· Supondo o con 

junto de painéis não degenerado, isto ê, admitindo existir pelo 

. -. - -menos tres pa~ne~s nao concorrentes em um mesmo ponto e nao par~ 

lelos a uma mesma reta, a condição de ser nulo o deslocamento na 

base dos painéis, -e expressa por -tendo em vista a equaçao ( 46) ' 

u(o) b v(o) = w(o) = O ••••••••••••••••••••• ( 5 7 ) 

Se o painel k contem parede tem~se 

u'(o) =O 
k 

e u"(l) = O 
k 

.................. ( s 8 ) 

relativos, respectivamente, ao engastamento rígido na base e a 

não existência de momento aplicado no topo da. ~arede . .. 

A equação (50) em conjunto com as condiçÕes de contar 

no dadas pelas equações (57) e (58) permitem determinar a função 

deslocamento incógnita, sendo a técnica de resoluç~o encontrada 

em [5] e no APfNDICE 2. A partir dos deslocamentos podem ser cal 
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culados todos os esforços nos painéis. 

I • 6 - EXE~1PLO 

. -. Como exemplo de associaçao tridi~ensional de pa1.ne1s 

gerais e apresentado o edifício cuja planta esta representada 

na Fig. (9), constituÍdo de 10 andares de pé-direito 3,00m, c\s 

dimensÕes de paredes, pilares e vigas estão mostradas na Fig.-

(9) onde as setas indicam o sentido positivo dos deslocamentos 

horizontais e da força cortante nos painéis. 0 carregamento -e 

constituÍdo pela carga uniformemente distribu!da p = 1,2 t/m. 

~ate-se que o conjunto de painéis, neste exemplo, e 

degenerado, podendo receber carga somente na direção do eixo y. 

Para torná-lo não degenerado poder-se-ia supor a existência de 

uma parede situada no plano de simetria x. Esta receberia sone2 

te carregamento com a sua própria direção não influindo portan-

to na distribuição da carga em exame entre os diversos painéis. 

20xl00cm 

~ 

f 201l50cm f 
20a200cm 

201e ICOcm-

+-- 5.00m 2;,50m 

20xtSOçm 

ir 0 
1 

40x50cm 

--+ 1 ~ 

20x50crn-

1"- 2<!>X50cm 

20x80cm.... 

~ s.oom ~ 
1.2tlm 

ri 
40x50cm 

FIG. .. 9- PLANTA 00 EDIFÍCIO 
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o sistema de referência global e constituÍdo pelos e~-

xos Ox, Oy mostrados na figura e o eixo vertical Oz. O sentido 

positivo para rotaçÕes e o horário. 

A seguir determinam-se os parametros J~ e s~ para cada 

2 
painel. Para E toma-se o valor 200.000 kg/cm . 

a) PAINEL 1 

J .. 
3 0,20x2,0 

12 

J = E.J 
6 = 0,1332x2,0xl0 

b) PAINEL 2 

= 0,1332 
4 

m 

5 = 2,664xl0 

o o 

2 
tm 

Este painel e constituido por d~as paredes unidas por 

linteis. De acordo com a equação (28) tem-se 

onde 

e 

e portanto 

6 
2,0x10 x 

4 = 3,34x10 

2 
tm 

3 
0,20xl,O 

2 
tm 

12 

-Pela equaçao (29) segue que 

onde 

e portanto 

s 
g 

cl 

~ 

s g 

= 

= 

= 3 Ei -2-
hb 

= c2 = 2,00m; b l,SOm; 
... 

3 
0,20x0,5 

12 
.. 2o,Sxio- 4 

9.860 t 

4 
m 

4 2 
3,34xl0 tm 

h = 3,00m 
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c) PAINEL 3 

o painel (3) e formado por parede e pÓrtico ligados 

por viga. Aplicam-se então as equaçÕes (4:J), (41) e (37) que 

-sao, respectivamente 

j = 
g --a 

pl 
s = -- + s g a 

Conforme o APÊNDICE 1 

e 

onde tendo em vista a Fig. (10) 

a 1 '"' 32,5 dm 

b 1 = 15,0 dm 

h = 30,0 dm 

k3 
2,Q X 5,0 3 

0,695 dm 3 
= = 

12 X 30,0 

k4 
2!0 X 5 o3 

0,640 dm 3 = ! . = 
12 X 32,5 

L:k = 3x0,695+0,640=2,725dm3 

e, portanto 

4 p
1 

= 0,397xl0 t 

FIG. -10- PAINEL ( 3 ) 



Ainda segundo o APENDICE 1 

Pz = (1 + 

e 
18Ek

3 
(1 S- = + 

h 

Com 

A 30,0 dm 2 = 

encontra-se 

CL = 1,0036 

Finalmente 
4 

Jg = 
2 2 0xl0 x2 2 0 

1,0036 

4 
s = 

0,397xl0 
g 1,0036 

d) PAINEL 4 

+ 
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3 
--z 

b1 

2a
1 
) 

15
3 

X 12 

2410 = 

k4 
2410 = 

Ek 

= 1125xl0 4 

6160 t 

4 
CJ,324xl0 t 

t 

tdm 2 

.Trata-se de um pÕrtico regular de rigidez constante 

com a altura, cuja estimativa ê dada,--t-ó-ri-.forme o APÊNDICE 1, por 

I: 
n.a 

Lk 
[

k v.n 
p.n. ~k ] 

b.n 

onde 
03 

k 4,0x5 1 1,386 dm 3 = X = p.n. 12 30,0 

Lk 3 
1 3 = 2,0x5 1 0 

X = 0,493 dm v.n 12 45,0 . 
~ 

L:k,. 
= 2xl,386 + 0,463 = 3,235 dm 3 

b.n 

e portanto 

s = 3170 t 
g 
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Considerando cada um dos . -. pa1.ne1.s ( 2) e ( 3) equivalen-

te a uma parede e um pÕrtico associados en série por barras bi-

-articuladas, o edifício em estudo pode ser tratado cooo uma as 

sociação tridimensional de paredes e pÓrticos, no modele aprese~ 

t a d o em [ 1 J , cu j a t é c n i c a d e s o 1 u ç ã o p o d e s e r e n t ã o a p r o -,c e: i t: a d a . 

Neste caso as paredes e pÕrticos da estrutura equiva-

-lente sao abaixo definidas, em correspondência ao sistema de ei 

xos da Fig. (9), 

Parede a. b. c. (m) j(t.m2 ) 
l. l. l. 

1 0,0 +1,0 +7,5 266400 

2 o,o +1,0 +2,5 66800 

3 0,0 +1,0 -2,5 112500 

PÕrtico a. b. c. (m) s f ( t) 
1. 1. l. 

1 0,0 +1,0 +2,5 9860 

2 o,o +1,0 -2,5 6160 

3 0,0 +1,0 -7,5 3170 
. \ 

painel (2) - equivalente - série o e a associaçao em por 

barras bi-articuladas da parede (2) e o pÕrtico (l) e o painel 

(3) é substituído pela parede (3) e pÕrtico (2) associados en 

série. 

Na Fig. (11) apresentam-se os resultados obtidos para 

as forças cortantes nos paineis. 

O painel (2) constituÍdo pela associação de duas par~ 

des com linteis apresenta comportamento mais prÕximo ao de pÕr-

tico o que pode ser observado comparando o qia$rama de sua for

ça cortante com o diagrama da força cortante no painel pÕrtico 

(4). Observa-se ainda que a presença de duas paredes confere ao 

painel rigidez nas proximidades da base. 

-J 

.. 
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m 

r-. 

t 

,.._ • 11- rORÇA5 CORTANTES NOS PAWÉJS 

O pa~el geral (3) possu1 comportamento aproxi~ado ao 

de parede, Apesar de sua elevada rigidez o painel parede (1) re 

cebe- carga relativamente pequena devido ã rotação dos diafrag-

mas no sentido anti-horário. 

o diagrama de força cortante no painel portico (4) e 

tÍpico. O andar da base não sofre distorção, impedido pelo enga~ 

.. 
tamento rígido das paredes, resultando nula a força cortante. 

Todos os painéis recebem carga concentrada no topo o 

que ~ característico de estrutura composta pela associação de p~ 

redes e pÓrticos. 
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II - I~TE~SECÇÃO DE PAI~fiS 

II.l I~:RODUÇÃO 

Ja anilise de estruturas tridi~ensicn3Ís de e~ifici-

os, correntenente supostas constituidas por un conjunto ciscr~ 

to de paineis, diversas hipoLeses te~ sido adotadas na aborda-

;em do problema de paineis concorrentes. Se~nre considerando 

as lajes transflitindo ri~idanente os esforços ~e interaç~o ~c-

rizontais entre os diversos paineis, -as vezes, 

ora os desloca~entos verticais ora os esfor~os verticais ao 

longo das intersecçÕes. 

Desprezar os deslocamentos verticais e razoivel quan 

lo e~iste coluna ou ?ilar parede na intersecç;o, desj~ ~ue a 

a 1 tu r a do e di f i c i o se j a moderada . ~ RA ~;C 0 [ ' J :'os t r a a traves c e 

~r exenplo a grande influência das deformaçÕes verticais dos 

pilares evidenciando 1ue esta aproximaçio =~o seri se~~re acei 

t~vel. 

Enquanto supor desprez~veis os ~eslocanentos vertica 

~s superestina a ri$i~ez do conjJnto, esta e subesticada quando 

são desprezadas as forças de int~ração verticais entre os pai-

neis. Con esta ~lti~a ~ipotese o; pontos situados na intersec-

- -çao terao deslocamentos verticai; diferentes conforr.1e sejan co~ 

siderados pertencer 3 ur.1 ou a ou:ro dos paineis concorrentes. 

STA:·fATO e S':ITH [ 7 J de3envolveraD processo discreto 

que leva em conta as forças vert~cais transoitidas entre si pe 

los paineis. A comparação dos re3ultados o'otict"'os Destra que as 

citadas hipóteses simplificadoras alterao substancialmen~e a 

distribuição da carga entre os paineis. ~io exemplo estudado, 

ao desprezar os esforços verticais de interação, subestinarn-se 
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os esforços nos p a~ n e~ s de ".: :. a n g e" (no rs a i s a o vento) . ': u a !2 :i o 

desprezam-se os cieslocanentos verticais es~es es:orços sac s~-

peresti!!lados ,j 

... 
por ~r:c~sso cont~nuo, 

consiJera a influência dcs . -
lnt2~a;~o ve~~~cã~S 

distribuiçio da carga do vento entre os diversos -. 
pa~ne~s. 

II.2 - INTERSECÇÔES 

A segui~ sao analisados diversos e~emplos de inter-

secçÕes como estudo preliminar ao de estruturas de edificios 

com painéis concorrentes. 

Como serâ entendido mais tarde, usando-se como cone~ 

çao de equilibrio a igualdade da força cortante externa no e~~ 

ficio e a resultante das forças cortantes nos painéis, o com-

portamento de cada painel fica definido qu~ndo se relaciona _ 

força cortante recebida com os deslocamentos ~orizontais no 

prÔprio pl~no e conforme o cas0, com desloca~entos verticais 

na intersecç~o, deslocamentos ho=izontais no plano do painel 

concorrentei deslocamentos verticais de pilares nio situa~os 

na intersecç~o, etc. 

A express~o da força cortante e~ cada painel, sendo 

necessária ao processo a ser desenvolvido, sera deduzida par.:=. 

diversas combinaçÕes C.e painéis co'!Il intersecção. A solução de2_ 

tes problacas peimitiri o estudo das estruturas em que conpar~ 

çam os diversos tipos de intersecçÕes analisadas. 

II.2.1 - Intersecção "lintel-lintel" 

Como prir.~eiro exemplo trata-se o caso da Fig. (1) e,.., 

q u e o " p ô r t i c o -1 in t e 1 11 
( 1 ) in t· e r c e p ta .. a. " p a r e d e - 1 i n t e 1 " C 2 ) a o 
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longo da vertical I, lugar dos pontos int~rsecçÕes dos li~teis. 

FtQ -1- INTERSECÇÃo •UNTEL- LJNTEL • 

Admite-se que os paineis não transmitem entre si ~omentos fle-

tores na intersecção, respeitando a hipÕtese dos fles~os -na o 

possu!rem qualquer rigidez transversal. 

Na F i g • ( 1) a ·seta , com a di r e ç 2 o do pai n e 1 e senti-

do arbitrârio, define a convenção para deslocamento horizontal 

e força cortante positivos. O sentido positivo dos deslocanen-

tos verticais ê o do topo para a base. 

FlG.- 2 .. ANDAR GENÉRICO 00 PAaNEL ( 1 ) 
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A Fig. (2) ~ostra a ~efor~açio 2o an~ar ze~~rico do 

pórtico quando sujeito aos deslocanentos ~, (desloca~ento ho-... 

rizontal no seu ~rÓ?rio plano) e v (d~sloc2~e~to vertical da 

intersecç~o). ~s rotaç;es dos nos A é ~ s~o desi~nados por a e 

]; 
E_, respectivamente. Ls "rir;i,_1~zes" --;r- rc2S ').:::eras e..stão indi_-

cada s e;-::. c i r cu 1 os n J. :: i g • ( 2) 

Os ~onentos ~as ~arras -que conco~re~ no no (;os i ti 

vos se a,?licados ao nó no sentíêo ~1orârio) valec 

I 

6 E 1:
1 

( u 
1 

- a) " .•.................... ( l ) 

Aqui, co~o ~ usual, foram supostas izuais as rotaçoes 

dos tr~s nos consecutivos do ~ilar A, a saber nÓs A, C e :. ?e-

lo equilÍbrio do -no vem: 

I 

12k
1

u
1 

- (12k
1 

+ 4k 2 )a - 2k 2b n •••••••••• ( 2 ) 

Os nomentos aplicados ao no B (nositívos no sentido 

horârio) supondo i'3uaís as rotaçÕe.s dos nos ~, ~ e se escre-

vem 
I 

MBE =~6Ek3 (u 1 - b) 

; 

'fBF = 6Ek
3 

(u
1 

- h) 
••••••••••.•....•••.••• ( 3 ) 

'·f = -3 ];" l· ( 1-. . B I - .. 4 · 'J 

e pelo equilÍbrio do -no resulta 

I 

12k
3

u
1 

- (12k 3 + 4k 2 + 3k 4 )b - 2k 2a + 3k 4 
v ( /, l ..... \.," 

-As equaçoes (2) e (4) permitem determinar as rotaçoes 

a e b. 



v e~ 

onde 

e 

e 

onde 

e 

<P = 

e = 

a = 

a = 

s = 

12kl + /. k ..,. 2 

2k, ... 

12k3 + /, k 
"T 2 

2k2 

I 

au 
1 

+ 3v 

' 

3k 
4 

b = yu 1 + 6v 

ô = 
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. ...... , ............... (5) 

+ 3k, ..., 

.................................. (.(;) 

• I I I I I I I I I I I I I I e ( 7 ) 

I I I e I I e I I I I I I I .. I I I I I I I I I I I I I I I I I ( 8) 

. . . . . • • • • ( 9 ) 

Supor iguais as rotaçoes dos nÕs A e 3 si~plifica a 

sua determinação, entretanto, ê preferível, por razÕes de prec~ 

são, evitar esta hipÕtese. 

A força cortante no ~ilar A da Fig. (1), admitindo 

ponto de momento nulo ã meia altura do andar, ê dada por 

2 '1 = -h-. AC 

e, tendo em conta as equaçoes (1) e (6), vem 

onde 12E 
h 

......................... ( 1 o) 

........................ ( 11 ) 

.;· 



r = -1 

1 ') "'l· ...... ·-1 
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.. ". "'!.' ... ! ' ••• ' •••• ~" ••• ( 12) 

Analo~amente. ~ara q pi~ar B tem-se 

I 

q~ .. sf Yi + I' v . ~ ~!.! ~ ~.! ~. ~ ~! '! ~ ~."' ••••••• ( 13) 

§~ :;:; 
1 ~~a~~ 

O=y) fi • t lI • t • • I~ t s, I I 1 l! 1 • l • •! • ( 14) 

I I I I I I I I I! I ! I I I I l. t I I l lI' I I c 1~) 

€@ª Y ê ~ dãd@§ p@lê§ @qYã9@ê§ (~)~ 

Ohãmãndo q ª fOf9ê 'ª intêfª~ªª Vêf~lêêl êfitfê ê§ ~ªi 

fiªÍª• §YP§Itê dÍitfiDYldã ê@ l§ft~@ do ãftgã~, têm=§@ 

lI I I I I I I I I I l lI l I I I I I I tI I I I I I I I I I I I I c li) 

I 

àl Cl • cl u 1 + v lI I I I I I I I I I tI I I I I I I I I I I I I I I I' 17) 

êfi~h 

ªl = 
Hik 4y 

ªlh 
I I I I I I I I I I I I li li li I I I li I li li I I I {l~J 

ê 

I I I I 111 I 111111; 1111111 {l~) 

êOã Y@ ~ didOê pêlê§ êqYêf@ê§ (~), 

A torçã ~ª'~ªª~ª ~otãl no pãin~l (!) ê ª~~f@§§ê entãª 

~O f 

Ql = QA * ~~ = (êl*ê~)y~ * (Fl*Ft)v~ 
" 

dêpêfidêndo, @omo i@ v~J doê dêêlO€ãm@fttO§ hoF!§~fitãi§ do· ~êt= 

fiêl fiO §êY pfÔpflO plãfiO @ do dê8l0€ãm@B~O V@f~Í~êl fiê Ífie@fêê~ 
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-Para obter a express2o da· força cortante no painel(?) 

. -1mpoem-se o deslocamento horizontal u~ da parede e o deslocamen 

to vertical v do lintel na intersecçio =· Os ~eslocaQcntos axi-

ais da parede -na o -se r ao considerados. 

--

I 
7 

I 
j f f 

FIG.- 3 - DEFOAMAl:ÃO 00 PAINEL ( 2 ) 

A corda do lintel, apos a deformação, forma con a no:= 

ma 1 a par e de em C (v e r F i g • ( 3 ) ) o â n g u 1 o ,-~ 2 dado por 

4lz .................... ( 2 1; 

O momento na extremidade engast2da do lintel pode ser 

escrito 

•.•..... , ..................•. (22) .. 
J 

onde KCI indica a rigidez -r- da barra C+; a força cortante no 

lintel, suposta distribuida na alt~ra do anda; ; expressa por 

•••••••••••.•••.•••••••••••• (23) 

onde as constantes, obtidas pelas equaç~es (21) e (22}, valeu 



c 
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J 

2:2 ) ( ') . ', .................... \~~,; 

....................... ........... (25) 

Pelo equilÍbrio do 

elemento genérico da parede 
~----{/ 

<q -----v dZ 

c, (ou painel (2), da'!Tig. 
J ---"""'""'"'~~~----+--

(1)), com os esforços positi z 

vos indicados na Fig. (4) che 

ga-se a 
FKt -4- ELEMENTO GENÉRICO 

DA PAREDE C. 

. ( 2 6) 

que juntamente com a equação da elástica leva ã força cortapte 

no painel (2) 

I I I 

b22) + q(a2 + I I I I I I I I I I I I I I I I I ~ C.2 7 ) 

onde J representa o produto de rigidez a flexão EJ da parede. 

É interessante fazer o resumo das -
equ~çoes importantes 

.................. ~,c 2 o) 

b 
+ ( + 2) q a2 .. ~ ......•...•.. c 27) 

·························~·Cl7) 

I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I ( 2 3 ) 

Observe-se que a força cortante e~ c~da painel depen-

de dos deslocamentos horizontais do painel e~ seu prÓprio plano, 

o que era esperado, e também do deslocamento vertical na inter-

secção. (Substitua-se a eq. (23) na eq. (27)). Cor.J.o se vê, ·a co~ 

sideração desta variável altera claramente a risidez apresentad2 

pelo painel quando trabalha isoladamente. 
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Conv~m observar tam~~n que ~elhor aproximaçao ae c~l-

culo poderia ser o~tica se fossem incluÍdos na análise os deslo 

ca~entos verticais de pilares e parede. TaL coúsideração entre-

tanto apresenta a desvaqtageQ de aunentar sensivelwente a com-

plexidade dos cálculos. 

Resolvendo o deslocamento vertical ~ e a força distri 

buÍcia q na intersecç~o, usando as (17) e ( z 3) ' e subs-

tituindo nas expressÕes das forças cortantes vê-se que o painel 

(2) aprefoenta comportamento misto e as forças cortantes nos pai 

nêis dependem dos deslocamentos horizontais no plano do painel 

concorrente. 

As condiçÕes de contorno são: 

a) para o painel (1) 

b) para o painel (2) 

q~e correspondem a deslocamento nulo do p6rtico na base; desloc~ 

mento e giro nulos na base e não existência de momento aplicado 

no topo (ordenada !) da parede. 

11.2.2 - 1ntersêcção "parede-parede" 

Corao exemplo de intersecção "parede-parede" analisan-

-se os painéis concorrentes: 

A:- pórtico e parede ligados por vigas 

e 

B:- paredes ~nidas por linteis 

O painel A ê constituÍdo pelo pÓrtico (1) e pela par~ 

de (2) e o painel B pelas paredes (3) e (4), conforme esta mos-

trado na Fig. (5). Nessa figura as setas indicam o sentido posi 

tivo dos deslocamentos horizontais e das forças. Todos os deslo 

camentos verticais serão positivos no sentido do topo para a base. 
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8 

FIG.- 5- INTERSECÇÃO "PAREDE -PAREDE" 

A parede (2) interage co-;n o pÓrtico (1), recebendo 

forças horizontais, womento distribuÍdo re~ e força distribuÍ-
"" 

da q
2

, aplicados no seu eixQ. Admites-se os pain~is A e 3 ar

ticulados, uma vez que não possuem qualqu2r rigidez transver-

sal. Nesta ~6ndição transmitem entre si apenas o esforço ver-

tical distribuÍdo q (ver Fig. 6-a). '·Tote-se na Fig. (6-b) a. 

a} b) 

~+d~ 

~~+d~ 
Q2+d~ 

d: ~Q dZ 
m2 

Q2 ~ 
~ 

"'2~ 
• l ~q 

02 

'-4('~ 
z 

UA 

ç + 

~ ~12 ~ ~/2 \ 

FIG.-6 • CARREGAMENTO DA ~DE (2) 

correspondência entre a convenção para esforços positivos e o 

sentido positivo do deslocamento horizontal uA do painel. 
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O equil!brio i rotaçao e i translaçio vert{cal cio e-

lemento gen~ri~o da pared~· (2) permite escrever as seguintes e 

quaçoes 

dz 

'•T 
c.~' 2 

cz 

= -~" 
~2 - q 

= -q.., - q 
.t.. 

"h 
'"'2 
-+ 

2 
.........••....... (2 3) 

........................... ( 2 J ) 

Chamando v? o deslocanento verticel ~o e1xo da parede 

(2) e A.., a sua area, a defornaçio vertical correspondente se es 

creve 

é: .. 
2 

v' = 
2 

.••.•.•...••..•..........•.. (3rJ) 

resultando das equaçÕes (29) e (31J) 

EA
2
v2 = -q

2 
- q •••••••..•.....••••.••.•••. (31) 

A equação (23) en conjunto cofl a equação da elâstica 

pernite obter a força cortante na parede 

• I I I = -J2UA • • • • • • • • • • • • • • • • . ( 3 2 ) 

onde j
2 

representa o produto de rigidez i flexão EJ? e u~ o ... 

deslocamento horizontal do painel A no seu prÕ~rio ~lano. 

O mom~nto distribu!lo m? ~ a ~unção linear do giro 

da parede devido a flexão e 9
5 

devido ã força cortante 

••••••••••.•••.••••••••.•• (33) 

sen~o p 1 ·e Pz deterninados no AP!~DICE 1. 

-O giro total ~ e a soma 

:!1 = = t. + ~ "B s 

Uma vez que A 

"''S !'Ode 

'"" = '"S 
3 

.........•.....•...••.. ( 3 4 ) 

ser esti~ado '10r 

............................. ( 3 5 ) 

.-

.. 
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das equaçÕes (33), (34) e (35) obté:-c-se 

p 1 ) ...... c~··~)~· 

L e v ando 2- e 'lu a ç a o ( 3 C· ) -:c a e n '-'a c :~ ·-' ( 3 2 ) r~ s :1 ::_ ~o ç_ f c r 

ca cort2-nte na D~r~de 

onde 

0 =r_ 
·'1 l 

1 -

I I 1 
'l 

A 

.,., 
; l 

+ -- :J' 
A 

3 
--='"':'""'_\_')_ ( T' ') - -n ) 

- 1' 

•....•.•.. ( 3 7) 

...... ~ ..•.... (38) 

')esprezanso, a favor da si~~licidade e sen 

da ~recisao, no cilculo de q 2 a influ~ncia da defor~açio nor 

força cortante da narede te~-se 

= nu' 
1 A .. :...······:. ... ·· .. ~- .. -...................... ( 3 ~} ~ 

onde n
1 

esta calculado no A?~~')I~~ 1. 

A força cortante no p~rtico (l) ~alendo 

r::l ................................. (4':·; 

a f o r ç a c o r t a n t e t o t a 1 no p a i n e l />_ , t e n c o e~. c o n t a a e q u á -~ .:; o 

c 3 7) , -ser a 

i) 
'A 

U 1 I l + ( 
A 

onde s esta determinado no APf~DICE 1. 

-,.,-.- q .... ( 41) 
~'-" 

SupÕe~-se no painel 3 os centros 6os vaos dos linte-

~s como pontos de so~ento nulo. Nestes pontos as paredes (3) e 

(4) trans2ite~ entre s~ o esforço cortante q~ suposco distribui 
-' 

do ao longo da altura. 

A parede (3) recebe entao, ale~ das forças hcrizonta-

~s, os esforços q e q 3 das paredes (2) e r ' ' \. ~) , respectivanentc, 

c o n f o rm e e s t ã no s t r a do na F i;; . ( 7 ) . 



t 
t 
t 

q t 
t 
t 
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I 

I ~ 
I 

I 
t 
t 

I ~Q3 
t 

I ~ 

i ~ 
T 

·l 

~ARED! (3) 

FIG. -7- PAJNIL 8 

t 
t 
t 

Q3t 

t. 

t 
t 
I 
i 
f 

I 
' 

I 
I 
I 

I 
I 

I 
.1-
T 

PAREDE (4) 

-
I 

1 

t 

As equaçÕes de equilÍbrio dos elementos genéricos das 

paredes (3) e (4), com a mesma convenç~o de esforços positivos 

da Fig. -sao (6) 

dl{~ ,. 
= dz 

d:i3 
:: 

dz 

b3 
-0 3 - q ---2 - n c 

' 
11 3 3 •••••.••••••••••• ( ~ 2) 

-Q4 -

q - q3 

q3c4 ••••••••.•••••••••••••••• (43) 

I • , ' ••••••••••••••••••••••••••••• ' 4 .:... ) 

·············-·· ..•••••••••••••• (45) 

- -Combinando as equaçoes (42), (43) com as equaçoes das 

respectivas elásticas obtém-se 
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···········~····(46) 

a a a a I 1 a a a I I I I a I a a a a a I I I I ( 4 7) 

e portanto a força cortante total no painel E -sera 

..•. c 4 8) 

Análogas à equação (31), -as equaçoes abaixo podeo ser 

obtidas por procedimento idêntico 

EA v" = q q 3 3 - 3 1 I 1 1 a 1 1 1 1 I I a I I I I I I a a I a I I I I I I I ( 4 9 ) 

EA v" = +q 
4 4 3 I I a I I I a I I I I a I I I I I I I f I I I I a ' I I a ' I I c 5 Q) 

onde se relacionam os deslocamentos verticais v
3 

e v
4

, nos e~

xns das paredes, com os esforços verticais de interaçio. 

A primeira equação de compatibilidade exprine a igua! 

dade dos deslocamentos verticais dos pontos dos pain~is A e E 

pert.e"ncent~s ã intersecção 

- u' 
B 

onde v designa o deslocamento comum. 

' 

1-
'"'3 

-2- .............. c 51) 

Outra condiçio consiste na compatibilidade. dos desloc~ 

mentes verticai6 dos centros dos vôos dos lint~is, considerados 

como pertencentes a parede (3) ou -a parede ( 4) , isto e: 

. 3 3 

' 
1 

ha
2 I 1 

ha
2 

.. (52) v3 + UBC3 + -3- q3 = v4 - u:Sc 4 - -3- q3 E i ]:;' . 
~~ 

.. 
onde, em cada mem.bro, o primeiro termo representa o deslocamento 

vertical no eixo d~ parede; o segundo o deslocamento devido ã 

flexão da parede e o terceiro o deslocamento devido ã deformação 

do lintel. 

Serã Útil o resumo das equaçÕes essenciais: 



Q 
-J2 

= 
A a. 

QB = -(j3 

EA v" = 
3 3 

E.A, v" 4 4 

+ 
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UI I f ( :1 + s)ul b2 
.... (41) + - ---z-a q 

A 

j )u"l (c3 + c4)q3 
b3 

••• ( 4 3) - - -2- q 4 B 

.•......................•........ ( 3 9 ) 

..................•........ ( 3 1 ) 

• . . • . . • • • . . . . . . . . • • • • • • • . • • • ( 4 9 ) 

••.••••.•••••.••.•..••.••••••.• ( 5o) 

,. ............ (51) 

= o •.• (52) 

-Desprezando na equaçao de compatibilidade (52) as d~ 

formaçÕes por força normal o conjunto de equaçÕes acima resul-

taria bastante simplificado. Com esta aproxinação a força cor-

tante em cada painel dependeria dos deslocamentos horizontais 

no plano do prÓprio painel e dos deslocamentos horizontais no 

plano do paine:! concorrente·. Os deslocamentos horizontais com-

pareceriam nas expressÕes das forças cortantes através da ter-

ceira e primeira derivadas evidenciando o comportamento misto 

de pÕrtico e parede. 

As condiçÕes de contorno para os deslocamentos hori-

zontais -sao, como no caso anterior: 

= u"(l) = O 
A 

••••••••••••••••• (53) 
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Para os deslocamentos verticais tem-se 

v 
2 

(o) = v2(1) = o 

v 3 (o) = v 3 ("~) = o •••••••••••••• ~.; ••••••••. (54) 

v 
4 

(o) = V I (f) = o 
4 

que exprimem, para cada parede, as condiç~es de deslocamento ver 

tical nulo na base -e a nao exi~tência de força normal aplicad.::. 

no topo. _r·' 

II.2.3 - Intersecção "lintel-parede" 

Para a análise da intersecç'ão "lintel-parede" escolhe-

ram-se os painéis concorrentes da Fig. (8), o painel A sendo 

constituido pela parede (1) e o pilar (2) e o painel n pela par~ 

de (3) e o pÓrtico (4). O lintel serã suposto articulado ã pare-

de. 

Na Fig. (8) as. se~as~definem o sentido.positivo dos 

deslocamentos horizontais e das forças cortantes. 

f) • ... 

A Fig. (9) representa oandar genêrico do painel A su-

jeito aos deslocamentos uA. Foi aplicado ao nó A do pilar (2) o 

momento exter.no U, a ser retirado, a fim de tornan nulos os mo-

meontos flet.Qrés n:este pilar e para a tangente en+ A ã viga FAC. 

formar com à horizontal o ângulo <!> = u' A" 
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® 

I 

I 

I 

FJ8. -9- ANDAR «NÉRtCO DO PAINEL A 

Pela figura, tem-se 

(1 t, ) u' Q + 
~ 1 A 

•••••••••••••••••••••••••• (5.5) 

,_ 

~2 u' + 
u3 

u' = --::;---A ,_a3 B 
••••••••..••.••••••••••••• (5·~) 

Inc!icando 
J. 
~ com a letra K as rigidezes ---,r-- das barras~ 

·'- . 
1. 

na conÍiguração estudada, os momentos não nulos que as barras a-

plicam ao no A valeo 

:l ~- 1;' = _.L,? (..r 

KAF Ql ~ 
v ... .... tc • 

•••••••••••••••.••••••• ( 5 7 ) 

.. = 3"L ·- ,.!, .... AC ... ... ' ~ '~'2 n.\... 
• •••••••••••••••••••••••••••• ( 5 :) 
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Sendo, pelo equilÍbrio do nÕ A 

u = ...............••...•......•.. (59) 

-e tendo em con~a as equaçoes (55), (56), (.57) e (53) pode-se es 

c rever 

T" 

~3 ~'"A c ]u' + 3 E{~",.. UI 
2 A ~ !' _.,.'"' '"' 

... c é 0) 

Soltando· o nÕ A r~~-Últa"CJ. os LJ.omentos finais 

MAB 1,5 
~'"AB 

u = LK ·············~············(61) 

~-lA C 
• r -J,75 

KAC 
u = '-'AC 

~ --., 
1 1 1 I 1 I I I I I I I I I I I I I " e ( 6 2) 

!!AF ''1 
KAF 

u • , F -
ll." E 'T 

-'-

...•....•... ( 63) 

:fFA 
K,"' 

llFA 0,5 .n.. u 
E I~ 

••••••.••••••••••••• ( 6 !;. ) 

onde 

~ K = y + 1 5 K + 1 5 T" + " 7 ~ K w '"AF ' AB ' r'-AD u ' :J" AC 

Cabe aqu1 um comentário. Soltar o - -no A e que 

" aplicar ao nÕ um momento igual mas de sentido contririo ao de U. 

Este momento será repartido entre as barras segundo os coefici-

entes de distribuiçio. ~o cálculo destes coeficientes deve-se 

ter em conta que as barras AB e AD nio sio engastadas no restan 

te da estrutura pois soltando o no A os nÕs B e J giram. Ja con 

figuração final os trê? nÓs consecutivos ào·p~lar apresentan r~ 

taçoes próximas que,no cálculo dos coeficientes de rigidez das 

barras foram admitidas iguais. 
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A partir àos mo~entos finais nos -nos pode7J. ser calcu-

lados a força cortante Q~ no pilar (2) e os esforço~ distribuÍ-
"'" 

dos aplicados nas p3redes lin!trofes (ver Fi;. (lO)). 

Fl8. -JO- ESF~OS NO PILAR (2) 

Assim, ter::- se 

Q2 
2 

:r - "'"' = 11 Al...i . ···························~··C~S) 

'f 
--'FA 

m = o h ·············~···················(66) 

'.f + :-lFA -·AF 
ql = a

1
h .••..........•..•..•...•..• (F7) 

:!AC 
q a 3h ·~·······························<(:~) 

.\ partir destas -equaçoes e das expr~ssoes dos nome~-

tos obte::'.-se 

·-< ., = c, U I + Tl u' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (69) 
A T> ., 

q = I a I + ê UI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (i~) 
A " .:.> 



-::;., 

- 45 -

s = 13I: 
[ 

b, 

KAF ( 1 + 2~ 1 ) + h 
.............. c 71) 

.. 
i. ... ~:.--b3 9E ...... ..:.) TT 

T) = _b_i_ =~AC 'J 
~a3 

.•••••••••••...•.•••••.••.••• ( 7 2) 

L: TT 
~~ 

( 
T• T.• 

~) l-Ac 

J } 
s::: ''~AC !-";,."' ,.. 

( 1 ::J '7 5 
... :..v ['" ... (73) '( - 1~AF + + 

a3b. 2 L r.• .:..a_l 2 
-~ 

[ b3 
n 

KAC J c5 
3E 

( 1 0,75 
"'AC ) ....•........... ( 7 4) = -

a
3

h 2a
3 L:T" ., 

~ara a determinação da força cortante na parede (1) 

deve~ ser considerados os esforços ~ 0h e q
1

h aplicados pela vi

ga FAC do andar genérico. O carregamento concentrado ao nÍvel 

dos andares e substituÍdo pela carga vertical ql e .momento 81 

distribuÍdos ao longo do eixo da parede conforme estã mostrado 

na Fig. (11). ~esta figura indica-se tamben a ca~ga di~tribuÍda 

horizontal. 

Com o deslocamento da 

carga dist.ribu!da q,, da borda ... 

para o eixo da parede, o momen-

to distribuÍdo passa a ser 

bl 
m 1 r:; o + q 1 -2- · · · · · · · · · ( 7 5 ) 

FIG.-11- CARREGAMENTO 

DA PAREDE (1 ) 

Pelas (66), (67), (63) e (64) sezue 

················~············(76) 
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onde 

h 9 = 6E 

J} ... (77) 
IJ,S 

E~:: 
e 

t• 
b3 cp 3E v 'AC 

• -~ ~ 
-- ~.,... • -r ~ ~· " 

..•.•. , ••••••••••• (7 8) 

Com o carregaMento da Fig. (11), o equilÍbrio do ele-

mento genérico dz de parede, -com a convençao corrente para esfor 

ços positivos, fornece: 

:o -() + ml '·1 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 7 9 ) 

As equaçÕes ( 7 6) , (79) em combinação -com a equaçao d<> 

elástica per~item obter finalmente a força cortante na parede (1) 

lj = _ j U I I I + eU I + (/J U I 
·1 1 A A 'f' Jl 

•••• p ••••••••••••• ( 30) 

~ força cortante total no painel A s2ra po~tanto 

...... ( s 1) 

A parhde (3) está sujeita aos esforços dis~ribu{dos 

q 3 e ~i aplicados no seu eixo, provenientes de sua interaçio co~ 

o pÓrtico (4) e ã carga vertical q resultante da distribuição 

dos esforços qh aplicados, ao nível dos andares, pelas vigas FAC. 

Este carregamento está mostrado na Fig. (12). 

Do equilÍbrio do elemento gen~ricq dz da parede, com ,_ 
.. 

a convenção usual para os esforços internos, segue que 

.•.•••••••••••••••• ( 8 2) 
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I 

cL 
I 

ct 
F16. -t2- CARREGAMENTO DA PAREO€ C 3) 

Sendo ~B e ~~ os giros -da seçao gener~ca da parede de 

vida a flexão e força cortante, respectivamente, tem-se 

••.• ( 3 3) 

onde p 1 e ~ 2 estao calculados no AP~NDICE 1 e ~ representa o g~ 

ro total u~. 

Adotando-se para ~S o valor 

<P = s ···················~·············(84) 

sendo A
3 

a irea da parede, a .equação (83) pode ser escrita 

.................. ( 3 5) 

Substituindo ria equaçio (82) as grandezas c~ e q ex
.J 

pressas pelas equaçÕes "(85), (70) -e tendo em conta a equaçao da 

elástica da parede 

•••••••••••••••••••••••••••••••••• ( 3 6 ) 



resulta ~ força cortante na p~rede (3) 

( p_ + 
'oJ c) " -j.., L ..;.., I 

Q'l 
..) 

u~ I I . j ., I = + u~. + -· 2~ 
... , 

..1 ;.., '"" .. ••• ( 3 7) 

onde 

a.= 1 -
3 

( p ') .. . . . • • • • • . • • • • • • . • • ( 3 J ) 
EA 

A força cortante e o deslocamento horizontal no pÕrti 

co (4) obedece~ i conhecida relaçio, justificada no AP~~JICE 1. 

Q = s 4 
ui ,... 

'---' 
••••..•••••••.•••• , •.••••••••••••• (89) 

A força corta~te no painel ~ dependerá entao dos des-

locamentos horizontais nos planos dos paineis A e 3 segundo a 

expressao 

-quaçoes 

j3 
Q, = - -u a 

-j 
3 

a -· ' ' ' 1.0., 
.i.) 

+ s 
] 

''I 
--~ --

'.) y 
3 

+~ui 
-u. A 

• ( 9 o) 

Em resumo tem-se, para a intersecção, as seguintes e-

QA = -j u"l + (8 + '=')u' + Cn + cp ) .. I 
~ A u~ 1 A .ú 

{( pl 
+ 

b3 ô) b 
UI I I T + s] 

ui + 
'3 

u' --z-a n a 3 A 
•••• (9 o) 

q = y;)l I + Ôu r p_ E • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ~ • • • • • • • ( 6 9 ) 

-Pelas equaçoes ( 81) ' (90) -ve-se que a força cortante 

em cada painel e função dos deslocamentos horizontais no seu pr~ 

prio plano e dos deslocamentos horizontais do plano do painel 

concorrente. Caso não se considerasse a intersecção resultaria~ 

funçÕes apenas dos desJocamentos ~o prÕprio· pãinel. Alem disso 

note-se que os paineis apresentam conportaQento misto. 

~este caso foi desprezada uma p~rcela do deslocaoento 

vertical na intersecção ou, mais explicitamente, a defor~ação da 

-~ 

.. 
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parede (3) por força normal. ~al procedi~ento se justifica po~ 

que de outra forma, por coerencia, deveria:-, ser consideradas 

tambin as deform~ç~es por força normal do nilar (2) e da pare-

de (1), com prejuizo da sinpiicidade. Por 1sso, so~ente da de-

forDaçio por flex~o da parede (3), causa do deslocamento verti 

cal da intersecç~o, resulta o comportamento couentado no para-

grafo anterior. 

Finalmente, impoeD-se as condiç~es de contorno 

u, (o) = u' (o) u" f f>'\ = ') (91) 
' A v ... , . . . . . . . . . . . . . 

.:i ... 

un(o) u:Co) u~(.(:) o . . . . . . . . . . . . . c 9 2) 
J.) .i) 

II.2.4 - Intersecç~o "pilar-pilar" 

Para exemplificar a intersecção "pila~-pilar" esco-

lheram-se os p5rticos ortogonais da Fig. (13) que concorrem no 

pilar A comum. Na figura as setas indicam os sentid6s~positivos 

dos deslocamentos 

horizonta:i:s. Os 

deslocanentos ver 

ticais dos pila-

res são positivos 
• 

no sentido do to-

po para a base. 

rara simplificar 

as equaçoes, os 

pilares são supo~ 

tos de mesma rig~ 

dez. 

. .,_.•, r, 

(j) 

13 

FIG .. -I3- INTERSEC~ÃO DE PÓRTICOS 
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A deformação total C:o andar - . gen,:;r:..co elo pÕrtico (1) , 

nostrada na Fig. (1&), ~ co~posta pela dis~orç~o do andar acres 

ci~a da deformaçio causaria pelos diferentes Jeslocanentos verti 

cais v, e v~ dos pilares A 
.ü 

E I 
~1~-------'-l _________ j~ 

FIG. -14- DEFORMA~ÃO DO PÓRTICO (l) 

o 

-Indicam-se por ~ e~ os giros dos nos A e 3, respecti 

varnente. e por Q o giro da corda dos pilares. 
~ 

Os nooentos aplicados pelas barras ao 

no sentido horário) -sao expressos por 

'l = 6Ek
1 

C:;,.~ - a) . AI: 

.L• 

-no A (positivos 

.•• ( 9 3) 

-pois as rotaçoes de três nos consecutivos de um mesmo pilar sao 

iguais. Nas express;es dos momentos k
1 

e k 2 
-sao 



- 51 -

rigidezes 
J. 
~ 
~ dos pilares e da viga, respectivaL'lente. 

~ 

Do equilÍbrio do nó A segue 

(v, -v.,..) 
..:.l. .J.... 

...... ( ?4) 

Da oesma forma, ?ara o no D resulta 

(v - v.,) 
A .J o ...• (9 5) 

"""1 

A partir das equaçÕes (94) e (95) c'!Jtên-se: 

Cl = 1 

isto -e, as rotaçoes dos nos A e B -s ao 

têm a mesma rigidez e 

a = 
6k 1 ~ - 3k 2 (vA - vB)/! 1 

6kl + 3k2 

isuais, quando os pilares 

a • I a e I a a a a a I a e a ( 9 6) 

A força cortante, no pÕrtico (1), ao nivel do andar, 

-tem por expressao 

Ql = +c-fAC + HBD) •••.• -· ••••••••••••••••••• ( 9 7 ) 

uma vez que os pontos de momento nulo nos pilares sit~am-se apr~ 

ximadamente i meia altura do ~ndar. 

Introduzindo na equação (B7) -as expressoes dos momen-

-tos e tendo em conta a equaçao (96) cheg~-se a 

~ 

Ql = rl~ + sl(vA- vB). 

onde 

A força cortante nas 

vigas horizontais, concentrada . 
ao nÍvel dos andares, serâ su-

posta distribuÍda ao longo da 

altura do pÓrtico. Assim, com 

-a convençao da Fig. (15), tem-

-se: 

.•••••••.•••• .- ••••••• (98) 

• • • • • • • • • • • • • ( 9 9 ) 

Fl8. - 1!5- ESfrOR~OS POSITf VOS 

NAS vteAS AS 
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••••••••••.•••••.•••.•••••• (1Cl0) 

-ex?ressao da qual, considera:1'2o a equaçao o~ tê:-- se 

ql = cl 
,.L. + d, fn - v,.,) (1')1) \. A 

. . . . . . . . . . . . . . . . 
L 

onde 
1-,, , .• 2 

dl.~l 24I: 
J.. 

(1 ~2) cl = = 
( 21:1 h--l + 

,_ \ . . . . . . . . 
-·" ) 

L 

Tendo e~ vista o estudo dos esforços normaLs nos pil~ 

res considere-se inicialMente o pilar A cujo carreganento ~ cons 

titurdo ?elos esforços .distribuidos q1 e q 2 provenientes de sua 

açao nos pórticos (1) e (2), respecti•.re.nent~. Pelo . 14'' . equL L:JrLo 

eleMento genirico dz (ver Fig. (16)) segue: 

N+d" 

dz 

z 

Fia ·16- UEMENTO HNÉA1CO DO PILAR A 

e e e e e e e I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I ( 103) 

A deformaçio do pilar devido a força nornal, podendo 

ser expressa por 
.. 
J.~ • 

' .n. 
vA = ES~ ·-

••.••••••••••••••.•.••••••••••••• (104) 

resulta 

ES v" = q - q 2 A A 1 
• • . . . • . • . . . . . • • . • • • . . . • . . • ( 1 o 5 ) 

onde com SA indica-se a área do pilar A. 
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Da mesma forma, para os pilares ~ - -
:::, 2 --, :>o"Cew.-se 

v" 
B 

.- .. _ ....•.......... -.~' ..... (1':7; 

Com considera~~es an~logas i~ efetuadas para o p6rti-

co (1) podehl-se esta~elecer para o pÕrtico 

.••••••.•.......•.. (lJ.:) 

C U r + ,., r 
2 2 "'2'vB ••••••••••••••••••• (l::J9) 

Para ma~or clareza repete-se ordenadamente o conjunto 

Qe equaç~es que resolve o problema 

Q 1 

ES-
B 

ES -
A 

'='S ,_. B 

11 

v-., 
J.J 

v" 
A 

v" 
B 

v.,) •••••••••••••••••••• ( 9 3 ) 
J..J 

.-.i • ••• · ••••••••••••• (lO:) 

+q2 · • · • · · · · · · · ·. · ·-· ........•...... (1G7) 

ql - q2 .......................... (105) 

= -ql ...................... _ ........ . c 1 a 6 ) 

...•.••..••• ( 101) 

.......•..•........ (l·:J~) 

Pelas express~es ·anteriores conclui-se que -na o consi-

Qerar os deslocamentoj axiais dos pilares ~ equivalente a supor 

os paineis trabalhando independentemente. ?ar~ edifícios de al-

tura moderada convê~ optar pela segunda hipÓtese sendo que a ~~ 

portância dos deslocamentos axiais ê tànto maior quanto waís al 

to o edifício. 
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Observa-se tanbem que as forças cortantes nos painéis de 

penderão de cinco variáveis a saber: os àeslocanentos horizontais 

no plano de cada painel e os deslocamentos axiais dos pilares. Ch~ 

ma-se a atenção para este fato pois nas intersecçÕes analisadas a~ 

teriormente os deslocanentos verticais pocen ser elirinados direte 

nente atrav~s de equaçÕes de corepatibilidade, o que nio ocorre no 

presente caso. 

Como c~ndiçio de contorno tem-se: 

a) para os pilares 

I = vT'(l) = O •• , ..•••••.•••••••••••••••••• ( 11 n) 

b) para os p~rtieos 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 1 l 1 ) 

isto ~' os deslocamentos horizontais são nulos na base. 

!!.2.5 - Intersecção "lintel-pilar" 

Por Último trata-se a intersecção "lint~l-pilar" da 

Fig. (17) em que os paineis concorrentes são a "parede-lintel" (1) 

e o pÕrtico (2). 

Os deslocamentos ax~ais dos pilares e paredes -se!'ao con-

siderados e convenciona-se como positivo o sentido do topo para 

a base. Na Fig. (17) •as setas definem o sentido positivo dos 

deslocamentos horizontais dos paineis e das forças cortantes. 
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B 

A Fig. (18) mostra a posição deformada do painel (1) 

quando ao nÕ A ê aplicado o momento U de modo a tornar o pilar 

livre de momentos fletores. A deformação da viga horizontal A~ 

ê devida aO- giro u~ do painel e aos diferentes deslocamentos 

I 
I 

I 
I 

I 
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verticais vA do pilar e v 3 da parede, ao nível ào andar. 

Sendo o ingulo ~ dado por 

9 = • ( 1 + :;J u~ + 
v r, 

•.•••.•.••••. ( 112) 

os momentos nas extremidades da viga àB -serao: 

I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I ( 1 1 3 ) 

O equilÍbrio do nÕ A permite escrever: 

c 6E KAB[(l • :u u~ + 

v 
A B - v ] ••• (114) 

indicando com a letra K as relaçÕes 
J . 

l. 

-:r:-· 
1 

Como não existe o momento aplicado U os momentos nas 

barras que concorrem no nÕ A valem 

11AB MAB 
KAB 

u • - EK ...•..........•.••..... ( 115) 

TP 

~~1AC 1,5 
"'AC u l'l 

EK 
......................... (1 16) 

e o momento ua extremidade direita da viga AB se escreve 

:1BA =.MBA- O,S , u ••••••••••••••.•••• (1 17) 

onde 

•••••••.••••• ( 11 3) 

A força cortante no pilar A como pertencente ao painel 

(1), ao nível do andar genérico, supondo o ponto àe oo~ento nulo 

situado a meia altura do andar, e expressa ~Or} 
• 

• ••••••.••••••.•••.••••••.•.•• (llS) 

-ou ainda, em vista das equaçoes (116) e (114), 
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.......•..•.••••.•. (12~) 

onde 

. . . . . . . . . . . ( 1 2 1 ) 

e 

...............• (122) 

A viga AB, na sua extremidade direita, esti sujeita ~ 

força cortante QBA e ao momento fletor COL!O reação d2 par~ 

de B ao nível de cada andar. Os mesmos esforços, mas com senti-

do contririo, atuantes na parede-~ serão supostos equivalentes 

ao momento distribu!do m
1 

e ao esforço distribu!do q
1

, aplicados 

no seu eixo, conforme a Fig, (19-b). 

.. 
I , 

mlC 
qi ~ 

1 ct I 

I 
\ A 

• 

Evidentemente, tem-se 

QB·' :!AB + HBA ... , .. 
q1 = 

h a 1 h 
. ~ •.. ·- ............. ( 123) 

~1BA 
+ QBA 

bl 
ml = . ---z11 h 

.................... (124) 
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ou ainda 

t 
'"' = c .. + d 1 (v .. _ - v-.. ,) -;.1 1 ... , ' --

~ .1. 

........••......... (125) 

onde .. 
- 1,5 ''- ) . --

L-~ -_,_:r: 
.... (126 

" 

" = ~1 

. 'T, ) - --L ,~ --_,_r: . . . . • . ~ . . . . . . ( l 2 7 

e 

••••••..•.••••••.•.•. (12:':) 

onde 

9 = - 0,5 v J 1 S"'AB ) F 
, ........ " r. 

\'~v •·-' LJ -'-

...... (129) 

e 

---:-- 1 - 0,5 6E [ 
a

1 
~'l 

Estude-se agora o equilÍbrio do e1e~ento - . 
gener~co da 

parede 3, com o carregamento da Fig. (19-b). A convençio para es 

f o r ç o s p o S"i ti v o s e s t â no s t r a d a na F i g • ( 2 O ) . 

. tNs+~ 
~·dUa 
--~------·Q~~ 

dZ 

'\,L..4-------M z 

'--Vu~ .. 
FJG.-20· ESFORÇOS POSfTM)S t4A PAAED~ B 
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?elo equilíbrio - -a rotaçao res~lta 

dz 
-'1 + I:l 

'<3 1 ............................. (131) 

e do equilÍbrio a translaçio vertical segue 

dz 
••••.••••••••••••.••••.•• ·• · ••••••• (~32.) 

Combinando a equaç~o (131) com a equaçio da elistica e 

-tendo eu conta a equaçap (128) ven 

Q::::, = -j ui" v.,) 
.u 

•.•..•..••.. ( 13 3) 

O esforço cortante total no painel (1) -sera portanto 

... (13~) 

O pilar A acha-se carregado com os esforços verticais 

distrib~Ídos q
1 

e q 2 provenientes da sua ação nos paineis (1) e 

(2), respectivamente, conforme Fig. (21). 

e ta!!lbem 

/ 

Ft8.-21- ESF'OR~ÓS AXIAIS NO PILAR A 

Obtêm-se, facilmente, para o pilar A 

..... S v" 
!:. A A .. ~. ·~ ~- ............•........ ( 13 5) 
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v 11 = 
B 

.............................. (136) 

~Sp- v!!. = +q 
jJ n 2 

.....•..•.•.....•••••.••.•.•. (137) 

para a parede B e o pilar~. respectiv~2en~e. 

~o painel (2), a força cortante teta:, conforne dedu 

zido no rteu anterior, se escreve 

.• ~ .•...••••.••••• ( 13 S) 

- -onde s
2 

e r
2 

sao dados pelas equaçoes (99), para pilares A e J 

de ~esma rigidez. 

A força cortante nas vigas, suposta distribuÍC.a ao 

longo da altura, valerá 

••.••••••••.•...•. (l3j) 

com c 2 e d 2 das equaçÕes (102). 

-equaçoes 

A intersecção é resolvida pelo seguinte conjunto de 

I I t = -J ul 

ES-
11 

v- = +q2 B B 

~ 

ESA v" = ql A 

ESB v" = -ql B 

•.• (134) 

•.•.•...•••....... (13 s) 

•..•......................... ( 13 7) 

- q2 •••.......•.....••• ~ ..••. ( 13 5) 

....••••..•.................. ( 13 6) 

....•...•..•...... ( 125) 

.••............... ( 13 9) 

.. 
Aqui taobém, não considerar os deslocamentos axiais 

é o mesno que admitir os painéis trabalhando separadamente. A 

opção por uma ou outra alternativa dependerá da altura do edi

fÍcio e do grau de aproximação desejado. 

... ._ 
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Como no caso anterior os deslocanentos ax~a~s dos pi-

lares -nao pode~ ser eliminados devendo figurar 

nas express;es das forças cortantes. Resulta dai que na 'nilise 

da estrutura comparecerão cano incÕgnitas independentes. 

base•·:d~cos. pilares. o deslocanento. ver~ic.al .e nulo e 
. ;·f--.-; . -. {/~~..:~ -. ·-·~ 

-na o força normal aplicada no'··topo, resultando 

v A (o) v~ (.t) o 

vB (o) ;:; v~(/'_) ;:; 

.;;,:.··; 

' v.;..( o) : v-B (.t) : O 
.B 

___ ·;· 

No painel (1), a parede B; engastada na base, livre de 

nomento fletor no topo, deternina a condição 

u 1 {o) : ui(o) : u~(l) :O ...•..••..•....•. (141) 

Finalmen~e, o painel (2) não deve deslocar-se horizon 

talmente na base, ou 

.........•....................... (142) 

As condiçÕes determinadas pelas equaçÕes (140), (141) 

e (142) são as condiç;es de contorno a serem inpostas. 

11.3 - Exemplo 

A Fig. (22) mostra a planta do andar tipo de un edifi 

cio de 10 andares de pé-direito 3,00m , onde as vigas ten secçao 

20x60cm em todos os andares; as paredes (2) e (5) têo. secção 

20x300cm constante na altura e a parede (3) ·po~sui dimensÕes 

20x400cm tambén constantes; os pilares do painel (1) tê~ secção 

constante 60x60cm e os demais pilares secção 40x60cm. O carrega-

menta ê constituido pela carga uniformemente distribuida p:O,Bt/n. 
I 
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(22) as setas in~icam o senti~o 

~os e das forças cortantes nos painéis. 

f<D 

60•60 

! 

201300 ® .. @---

® 

5.00 

8.00 

positivo dos 

40.60 

40Jt60 

t 2.00 ! 
2,00 

FIG. -22· ~PLANTA 00 ANDAR TIPO DO EOIFICIO 

deslocaoen 

3,00 

2i a i n t e r- s e c ç ã o d o s p a i n é i s ( 2 ) e C 5 ) , ( 3 ) e ( 4 ) , C 3 ) e 

(6), as forças verticais de intersecção sio consideradas. ~a ri~. 

(22) estas intersecçÕes são nuneradas coill algarismos romanos. Os 

deslocamentos axiais dos pilares são negligênc~ados para evitar . 
a complexidade dos cálculos e por ter en conta que os resultados 

não serão francamente prejudicados. Ter-se-â como básica na anã-

lise a consideração dos deslocamentos verticais nas intersecçÕes 

dos lintêis e dos esforços de interação entre as paredes (2) e (5). 
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Passa-se agora i deterninaçio das caracteristicas de rl 

gidez dos paineis. Para E tomar-se-á o valor 200.000 kg/cm 2 

a) PAINEL (1) 

Para as vigas do painel (1) ten-se 

'J. = v 
2,0x6,0 3 

k 
v 

J. 
v 

12 

= ---r- = 

e para os pilares 

36,0 
50,0 

J~, = 
p 

3 6,0x6,0 

k p 

J.p 
="'h= 

4 = 36,0 dm 

= 108,0 dm4 

3 = 3,6 dm 

A rigidez do painel ã força cortante -sera 

12 4 
s 1 30 , 0 x 2,0xl0 x (0,327 + 0,600 + 0,327)= 10 032t 

e portanto.. 

b) PAINEL (2) 
L 

- -A expressao da força cortante no painel· (2) e 

onde b 2 e a largura da parede (2) e q3 
.. -e a reaçao uniformemente 

distribuida da parede (5), convencionando positivo o sentido da 

base para o topo. 

4 
j 2 = EJ 2 = 2,0xl0 x2,0 

e portanto 

~ 3o,o-
x 12 = 

PAREDE (2) 

t~ 

t 
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c ) PAI? E L ( 3 ) 

A força cortante no painel (3), tendo em vista a Fig. 

(23) se escreve 

d) PAINEL (4) 

Com o sentido positivo da força cortante indicado na 
I. 

Fig. (22) tem-se 

onde 

a) 
..-

deslocamento vertical da intersecção v2 e o com o 

nel (3) J positivo no sentido do topo p<!r a a base 
' 

b) conforme estudo desenvolvido no texto 

12k + 4k2 rp 1 
= 

2k 2 
12k3 + 4k2 + 3k4 

e = 
2k2 

pai:_ 



de onde 

a = 

B = 

y = 

cS = -

51 = 

rl = 

52 = 

r2 = 
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a 1 [2k 2 - 8(12k1 + 4k 21 
12(kl - k3cp) 

3k4 cp 
a 1 [2k 2 - (12k3 + 4k2 

12E 
kl (1 a) -

h 

-12E 
k 1 S 

h 

12E 
k3(1 - y) 

h 

-12E k cS 
h 3 

+ 3k4)<f'J 

~· 

P&*El (4) 

Passando a determinação de s 1 , s 2 , r
1

, r 2 calculam-se 

kl 
1 

6 'o 
6 o3 

3,6 dm 3 
= X X 

J 

30 o 12 
' 

k 
1 2,0 

6 1)3 
0,45 drn 3 = X X ' = 2 80,0 12 

L 

1 
6' o 4 o3 

1,07 
3 

k3 = X X ' = dm 
30,0 12 

1 2,0 6 o3 
1 '8 dm 3 

k4 = 20,0 X X 
_,_ = 12 

se obtem, pelas fÓrmulas anteriores 

r; • 
= 50,0 e = 22,2 

0,95 s -0,00027 dm 
-1 

a = = 

0,60 cS 0,0135 dm -1 
y = = 
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12 4 
o' 9 5) 1440t 51 = 30,0 

X 2,0x10 x3,6(1,0 - = 

-12 
104 x3,6x(-0,00027) 7 '7 8 t/dn r1 = 30,0 

X = 

12 
2.0 4 

') ' '=· ) 3424t 52 = X 3f'1.0 X 18 x1,Cl7(l,O - = 
- ' 

12 2,0 104 () r 2 = - x IT'"O x I xl,J7xO,, 135 = , -115,6 t/dr'. 

A força cortante no painel (4) vale portanto 

' ~ 4 = 4864u
4 

+ 107,8v 2 

A força distribuÍda nas intersecçÕes com o painel (3) 

s~posta positiva atuando no painel (4) no sentido do topo para 

a base, pode ser escrita, çonforme o texto 

onde 
3E1: 

4 
cl a

1
h y 

3Ek
4 

1) dl = -~-(ôa1 -
a

1
h 

PAINEL (4) 

r 

J. 

l 
PÀlNEL (3) 

Substituindo os valores nas expressÕes de c
1 

e rl
1 

tem 

-se 
4 3x2,Cx10 x1,8x0,60 

20,0x30,0 = 108,0 t/dm 
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. 4 
dl = lx 2 ,0xlO xl,S x(O,Ol35x20,0 - 1)= -6,57 t/dQ 2 

20,0x20,0x30,0 

Sendo 

a 2 = 30,0 dm b = 40,0 dm 
2 

1 6 ~3 3 
2 O ,v = 1 ? d 30,0 X ~ X 12" ,~ I!l 

4 

cz = 3x2 2 0xl0 xl 2 2 
X 1,667 = 133,4 30,0x30,0 

4 
2 

d2 = 3x2 2 0xl0 xl,2 
= 2,67 t/dm 30,0x30,0x30,0 

t/dm 

e) PAINEL (5) 

A força cortante no painel (5) se escreve 

onde b5 e a largura da parede (5) e q3 a carga distribuÍda na ~n 

tersecçao com a parede (2). 

Tem-se então 

f) PAINEL (6) 

-Com a convençao da Fig. 

l 

• , 
PAReDe (5) 

(22) para o sentido positivo 

da força cortante e deslocamentos horizontais, obtem-se de manei 

ra anâloga a do painel (4) 



- f. s -

:; 
·6 

1J7,3v
1 

= 133,4u: + 
..) 

PAINEL (6) 

positivo no sentido do tO?O ~ara a ~ase. 

~l 1Cl032u~ 

('\ 
· . ., 7 I I I 

-9,0x10 u, + 15,0q
3 

? 7 I I I = -~1,332xl0 u
3 

I = 4864u 4 + 107,8v 2 

I 
~ 2 l33,4u

3 
- 2,67v 2 

'I = _q Q 10 7 I I I 
-., - , X U S 

I 
4864u

6
- 107,8v 1 

Tendo e~ conta as ex?resso~s o~tidas p~ra ~l e q
2

, encon 

~raro-se facilmente 

I = Jl,lu, 
o 

+ 'J4,6u
1 

3 

= .., 1 1 I :; , u4 + 6u
1 
') 
..) 

v 1 = 11, 7u.S 14,4u; 

=-11 7u
1 

+ 14 4u
1 

v2 ' 4 ' 3 
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Para a deterninação de q.,, 
..) 

força districui~a de in te-

raça o entre as par e de s ( 2) e ( 5 ) , c o n s ide~ c..~::- s 2 as f o r ;. z. s n 0 r~; & 

nestas paredes, ~L, e -· 5 , e OS ceslúCá~e~~OS verticais nos 

us eixos, 6" e 5~; positivos no sentido~do topo p~ra a base. 
L -' 

:? a r a a par e :1 e ( 2) p o ê e se esc~ e ·u. ~ 

onJ.e -·" .t.. 

-e positivo quando -compressao. 

se 

A deformação no eixo da parede ("' positiva se fÔr en '1. .__ I ) 

curtamento, vale 

6' 
2 

= ES 
2 

onde s2 designa a area da parede. 

Ja expressão anterior segue 

PAREDE (2) 

-De maneira análoga, para a parede (5), com as mes~as 

convençÕes, obteE-se , 

l. 

' 
PAAfDE (SJ 

A compatibilidad~ dos deslocamentos vérticais dos pon-

tos da intersecção permite escrever 

Das equaçoes anteriores obtem-se, apõs derivar 

a equaçao de compatibilidade: 
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1 ) I I ' 
b5 

' ' ' 
:J 2 

+ := - u5 --:;- - u..., - .... -:sss "'-

e apÕs efetuar os cálculos 

6 I I I 6 I I I 
q 3 = -9,0xl0 u 5 - 9,8xl0 u~ 

Sendo a força normal nas par~des e os desloc~uentos 

verticais nulos, no topo e na base respectiva2ente, por integr~ 

-çao encontram-se 

I I = -7,5u
5 

- 7,5u
2 

Efetuando as substituiçÕes - . necessar1as, as forças cor-

tantes nos painéis resultam expressas en função dos deslocauen-

tos horizontais 

~ 4 = 3600u~ + 1552u; 

i 

13 5 1"' 111 
, X--' u 5 

Q
5 

= -22,5xl0
7
u;'' - 13,5xlO~u;'' 

' Q6 = 3600u~ + 1552u~ 

~ote-se que por nio terem sido considerados os deslo

camentos axiais dos pilares' o painel (1) trabalha como pÕr~ico 

isolado. Devido a interse.cção com a parede (5) ~ <.expressão da 

força cortante na parede (2) depende tambên_da~ terceira deriva-

da dos deslocamentos horizontais no plano da parede concorrente. 

Pela análise das expressÕes dos paineis (3), (4) e (6) vê-se 

que, por exemplo, a influência dos-deslocamentos horizontais u 4 

na força cortante do painel (3) ê idêntica ã influência dos des 
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1ocamentos horizontais u 3 na força cortante do painel (4). (2 p~ 

quena diferença num~rica ~ devida a erro de arredonda~ento) 

Os deslocanentos horizontais dos paineis no prÕrrio 

plano podem ser escritos cono a função linear dos desloca~entas 

u, v e w de diafragma genirico 

u. a.u + b.v + c.w 
~ ~ ~ ~ 

onde as componentes ai' b. , 
~ 

com o siste~a de eixos da Pig. 

( 2 2) , s ao 

Painel a. b. c.(dm) 
~ ~ ~ 

1 J,'J +1,0 -50 

2 0,0 +1,0 -15 

3 0,0 +1,0 +50 

-4 -1,0 0,0 +50 

5 +1,0 0,0 -15 

6 +1,0 0,0 +50 

Pode-se entao obter as forças cortantes nos pain~is e-

função •dos deslocamentos u, v e w 

(') o o 
~.1 

7 7 
!') -13 ,~xlO -22,5x10 -.2 

n "-( 3 o . 7 
-21,332xl0 

= 

Q4 o o 

7 7 
Q -22,5xl0 -13,5xl0 -

5 

,..., o o :6 

o 

+540,!Jxl0 7 

-1066,6x10 7 

a 

+540,0xl0 7 

o 
~ 

I I I 
u 

V I I I + 

Wl I I 
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10032 -5'JlSClO l 
o o o u' 

o 9460 62:3 5')0 

+ --' 

-3600 1552 257500 

o ' o 

') J 
257600 3600 1552 

1·7 ' 

Pelo equilÍbrio da força cortante do carregamento e 

das forças cortantes nos paineis segue 

E Q.a. = Qa 
l. l. 

E O.b. = Qb 
"1. 1. 

E Q.c. = Qc 
1. 1. 

onde 

n = -O,Sz + 24 

e 

a = 0,0 b = 1,0 c = 0,0 

são as conponentes do vetor unitârio dq plano de carga en relação 
~ 

ao sistema de eixos da Fig. (22). 

As equaçÕes de equilÍbrio formam o sistema de equaçÕes 

diferenciais 

7 7 540,0xt07 t I I -22,5xl0 -13,5xl0 u 

7 7 7 I I t 
-13,5xl0 -43, 8l.2xl0 -526,6xl0 v + 

7 7 7 t I t 
?40,0xl0 -526,6xl0 -69530,0xl0 w 
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7200 o " UI 
" 

+ "\ 19492 126900 v' = _, 

o 126600 82265008 \·lI 

J 

o 

= (-0,8z + 24,0) 1,0 

o 

que em conjunto com as condiçÕes de contor~o 

u(o) = v(o) = w(o) = O 

u'(o)= v'(o)= w'(o)= o 

u"(l)= v-''(.e)= w"(!)= O 

permite determinar os deslocamentos u, v e w. 

Hais uma vez o modelo mater.:tãtico da associação ê un s~s 

-tema de equaçoes diferenciais do tipo 

onde para a matriz [J], simetrica, contribuem os paineis com co~-

portamento de 11,arede e para a matriz [s], tambêm sir:-etrica, os pai 

neis com comportamento de p~rtico. Evid~ntemente~ um mesno painel 

pode apre~entar comportamento misto e portanto contrib~ir para a~-

bas as natrizes. 

Alem das forças coitantes nos painiis, calculam-se e~ 

função dos deslocamentos do diafragma genêrico~ 

a) Forças verticais na intersecção 

q 1 = 31,1u' + 94,6v 1 + &285w' 

q 2 =-3l,lu 1 + 94,6v 1 + 6285w' 

6 
q 3 = -9,0x10 u''' 
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'J) :Jes1ocanentos verticais 

''1 +11,7 -14,4 -135.~ l 1 ;.:' 
"'2 +11,7 +14,4 +135,::! 

I = -- t ; 

ô., - 7,5 - 7 , 5 +225,: 

j 
"-

l + 

'r',:J ' 

õs 7 '5 + 7 '5 -225,·::! 

c) Homentos fletores nas paredes 

u " 

1 
v 

I 

., l 1"1 7 - 1 3 5 , J ~c 1 O 7 
~:.a. 2 .J 9,'Jx10 

o 7 1066,0xl0 7 
.J..., = 21,332x10 

..) 

- - ~1 

J 
.. 7 7 

:15 9,0x10 " -135,0xl0' J 

d) Força normal nas parédes 

6 9,0x10 6va "7° ""10
6

w" H2 = -9,0xl0 u" + - ,J' ..... ... ~ 

Ns = 9,0x10 6u" + 9,0xl0 6v" - 270,0xl0 6w11 

:~., 
..) 

= -62,6u + 92,6u0~) 

e) Forças cortantes nos pilares 

Q4e -1531 -112 +70950 

u' 1 
Q4d -2072 +1664 +136800 

= v' o +1531 -112 +70950 
·E. e 

,yt 

Q !1 • +2072 1664 13ó30G 
... c 

~ 

-onde Qie e Qid representam a força cortanta na secçao do painel 

i, no pilar à esquerda e à direita respectivamente, conforme a 

Fig. (22). 

Os resultados obtidos pela aplicaçio do Mitodo das Di 



,, 

- 75 -

ferenças Finitas, acham-se representados en diagraoa nas Figs.(24) 

a (31). 

-A resoluçio analítica do sistena de equaçoes diferencia-

-1s apresenta a vantagem de fornecer a solução exata, entre~anto e 

mais trabalhosa. ~ostra-se no cap. III que a aplicaçio de diferen 

ças finitas permite obter resultados bastante aproximados consti-

tuindo assim uma outra opçio de cálculo. 

Quanto às forças cortantes nos paineis observem-se nas 

Fi6s. (25) e (26) os diagramas t!picos de pÓrticos e paredes. O 

painel (3) apresenta comportamento misto evidenciado pela Fig. 

(25) e tambêm pela expressão analítica de s~a força cortante. O 

comportamento de pÓr~ico d~~~rede (5) ~esulta da nio e~istincia 

de carga na direçio norm~l ao vento. Nesta direçio, alem da pare-

de (5), encontram-s~ os.'póiti~ds (4) e (6)~ ria c~~diçio de equilf 

brio segue que a força cortante na parede (5) serã combinaçio das 

forças cortantes nos pórticos (4) e (6), justific~ndo ~ssim o dia 

grama da Fig. (26). Note-se taobem que todos os pafneis ·recebeo 

carga conc~ntrada no topo. 

As forças-distribuÍdas q 1 e q 2 ao longo d~s int·~~ecç~es 

de linteis são nulas na base como mostra a Fig. (27). A razio e 

nio sofrerem, os correspondentes paineis, disto-rçio na base. Na 1n 
i ;" .. ·. - . '" 

tersecçao das paredes (2) e (5) a força de inters~cção vertical 

q
3

, (Fig. (28)), não se anula na base po1s compatibiliza os deslo-

camentos axiais das paredes. 

As Figs. (29) e (30) mo·stram em diagrama os deslocamen-

tos verticais rias intérsecç~es de linteis e os deslocamentps ax1a-

is das paredes (2) e (5). 

Na Fig. (31) estao desenhados os diagramas de momentos 

fletores nas paredes. 

-Os resultados foram analisados.verificando a equaçao de 

equil!brio de forças cortantes em vârios níveis e as condiçÕes de 

contorno. 
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(m) 

30+-----~------~------~----~ 

o 

FJ6.-24- ROTA~ÃO DO DIAFRAGMA GENÉRICO 

( t ) 

-4 o 4 8 12 16 20 

, 
f18.·25- FOR~S CORTANTES NOS PAINEIS 
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(ml 

. PAINEL@ 

~INEL@ 

( t ) 

-(),8 o 0,4 1.2 

I 

FI&. -26-~ CORTANTES NOS PAINEIS 

30~--~~------~----~~----~ 

· (t/m) 

0,08 OJ6 0,32 

F18.-27- FORç:AS DfSTRf8UfDAS NAS INTERSECÇÕES I E li 



lml 

30 

\ 
24 

t 

18 

r! 

6 

-1,6 o 

- 11 -

\ 
\ 

\ 

"" "' ~ 
1,6 3,2 

(m). 

-0,2 o 

(t 

4,8 

"") 

0,4 

-3 
(10 ml 

F18:-B- DESLOCAMENTOS VERTICAIS NAS IHTEIISE~ 



• 7t ·-

(m) 

~~----~------~------~------~----~ 

24~----~-------r------~------r--+--_, 

8~-----;-------+------~------r---~~ 

0._4 0/j 1,2 1,6 2/) 

'te.-50- DHLOCAMENTOS AXtM DAS IIMEDES 2l-) E 5 (+) 

(t.ml 

-40 -20 o 20 40 

1!8.-51- IIOMINTOI FL!TORIS NAS PAREDES 
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III - APJJCAÇÃO DE DIFERE-NÇAS FINITAS 

III.l - INTRODUSÃO 

A aplicação da técnica do meio contÍnuo a problemas Je 

ação ~ vento em edifÍcios elevados apresenta como vantagem pri~ 

cipal, em. relação aos proeessos discretos, a redução do número 

de pa-râmetros aecessârios à definição do compor~amento de cada 

painel resi&tente. 

A oa"tenção d& solução analÍtica dos deslocamentos e es 

forÇcOS aos p.a.i:Déis exige elttre-~anto que estes apresentem rigidez 

unifoC:ae ·ao lougo da al-tura. 

Ampliancl() o campo de aplicação do process<> foram desen 

vol1ticlas técnieas qae permitem o tratamento contínuo em edifÍci-

os co• vari.açG.es de rig.idez co• a altura, desde que a variação 

se dê em determinaGas secçÕes, mantendo os trechos entre estas 

secçÕes rigidez uniforme. Tratam deste problema os trabalhos [ 0 
], 

[9 ], :e (H>] da bibliografia. 

Aqui pri)põe-se o mêtedo das diferenças finitas como 

ia.strumeu-to para estend.er a aplicação da técnica do meio contÍnuo 

a problemas em que haja variação da rigidez dos paineis com a al-

tura. 

Esta nova tê·cnica consiste entao em tornar contÍnuo um 

problema ai~creto a u~-:eute discretizar pela aplicação de H f e-

rença.s finitas. Na passagen do probl-ema inicial; discreto, ]Jara o 

fiaal, taabé.m discTeto, o número-de incÓgnitas pode ser dioinui-

do. quand:~ se escolhe o·número d~ pontos da rede de diferenças fi 

ni tas. 
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III.2 - OPERADORES 

O mitodo das diferenças firiitas seri aqui aplicado ~ 

solução de sistemas de equaçÕes diferenciais nos quais a orce~ 

mais alta de derivação e a terceira. Deve-se po-r isso, ;Jara ob 

ter as express~es em diferenças finitas das derivadas, usar p~ 

linômio de interpolação de grau igual ou superior a três. Pre-

feriu-se usar polinômio de interpolação do quatto grau para tra 

balhar com operadores com número simétrico de pontos. 

Seja o polinômio interpolador 

p(x} 
4 3 2 = ax + bx + ex + dx + e 

cujos·valores nos pontos -2ô, -ó, O, ô, 2ó devem coincidir coe 

os valores da função f(x). 

Com a notação da Fig. (1) 

f(-2ô) F ' = e e 
y:t(Jl) 

f(Õ) = F e 

f(O) 
F .. '• Fi F .r 

F. 
1 

X 

f(o) = Fd 
-2J -i o 6 2& 

-F18.·l· VALORES DA FUN~AO 

f(2ô) Fdd .....•. ( 1) 
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os coeficientes do polinôoio deve:-:; satisfazer 

(2ô) 4 ("~)3 
., 

( , .~ ~ - -2C 1 a 'F -, ... .) -v I e e 

' ~3 
., 

::-4 o- -ô 1 b ~ -0 - e 

" o f"\ l c = ..; u 
l. 

~4 ó3 ~2 ó 1 d ~ () o - d 

(2ó) 4 (26) 3 ? 

" I ( 26) .. 2.5 1 e 
- dd) 

de onde resulta 

a = 

b 

--1~.,..,- [F - 4F + 6F. -
246

4 ee e 1. 
4r. + T' J .:i -dd 

-1-~-6~3~ [-F ee + 2J? e - 2F d + r c!d J 

...... ( ::: ) 

1 
[ -F~e + l6F 30F. + l6Fd - Fdd] 

••.•• ( 3) c = 
?'62 e l. 
.. 4 

1 
d = l2Õ 

e =F. 
l. 

[F ee - 8F + 8F -
F dd] e d 

A função f(x) sendo aproximada pelo po1inô~io p(x) no 

intervalo (-2é, +2o), a expressão da terceira derivada de f(x) ~o 

ponto x=O, que se indica 
.ç 1 r 1 

... í ê obtida fazendo 

f~'' = p''' (J) = 6b 
1. 

-e portanto, em vista das equaçoes (3), vem 

f~" = 
1. 

_,_,1....,.._ [-F + ? "' 
263 ee --e - 2F _, 

..J. + ;:: ~ -'] '-'-'-
. . . . . . . . . . ( ~ ) 
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Serâ ta~bêra necessário obter f" 1 (-C) e f"' (ô) que 

se indicam por f r 1 r 
e f 

I tI 

e d e valera 

-se 

f·'"= pr"C-5) = -24ao + 6b 
e 

f~" =p'"(ô) 24aô + 6b 

-Com os valores fornecidos pelas equaçoes (3) encontra:::.1 

f 1 r r = 
e 

= 

-2-~'="'3 -[-3Fee + lOFe- 12Fi + 6Fd- Fdd] · ••• (5) 

••• ( ó) 

Com procedimento análogo deduziram-se as expresspes a-

-
baixo referentes ã primeira e segunda derivadas 

r 1 
F dcl] f = 126 [-3F - lOF + 13F. - 6Fd + e e e e ~ 

f~ 1 
[F ee 3F + SF d F dd] = 126 - -

~ e 

I 1 
[-Fee 3F dd] fd = 12Õ + 6F - lSF. + IOF + e ~ d 

••• (7) 

f" 1 
[11F 20F + 6F. + 4fd Fdd] = .., - -e 12ô"" e e e ~ 

f~ 
1 

[-F + 16F 30F. + 16.Fd - Fdd] = -
~ 12õ

2 e e e ~ 

f" 1 [-F, + 4F +. 6F. 20F~ + llFdd] = -d 126 2 e e e ~ '-' 

-As expressoes ( 4) , ( 5) ' ( 6) ' (7) -ser ao utilizadas no 

decorrer deste capitulo na solução de diversos problemas de as-

- pÕrticos. soci·açao de paredes e 
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III.3 - PAREDE E POTI.TICO ASSOCIADOS E:I sz:u::; 

A solução analÍtica pelo processo do meio contÍnuo da 

associação em série de parede e pÕrtico ê encontrada eu [1). 0s 
paineis são la supostos de ri;idez uniforme con a altura, 

en vista o processo de -solução adotado. En (s] o problena 

solvido supondo a parede elasticamente engastada na base. 

tendo 

-e re-

A equação diferencial que rege o comportamento conju~ 

-to e 

· •••••••••••••••••••••••••• ( 8) 

on..de S ê a força cortante externa; Jw o produto de ri:;ide2; .a f l~ 

xão EJ da parede; sf a rigidez do andar genérico do pÕrtico à 

força cortante; e u o deslocamento hori~ontal. 

As condiç;es de contorno são. sendo l a ordenada do to 

po: 

u(O) = u' (O) = un(l) = O ••••••••••••••••••• -. (9) 

uma vez suposta a parede rigidamente engastada na base. 

A rede de di- 1 

ferenças finitas sera 

constituída por pontos 

igualmente espaçados de 

õ, numerados de 1 a n, 

conforme esta mostrado 

na fig. 2. Quando a e-

quaçio diferencial (3) 

e as condiçÕes de con-

torno (9), fore~ aplic~ 

das aos pontos 3 a (n-1), 

efetivameut• pertenceu-

I 

'X n 
I 

ft---1 

R-2 

n-3 

ft-4 

5 

·j 4 -
3 

I 

* 2 
I 

* t 

Fl8.•2· REDE DE-- PONTaS 

~ 

cS 

d 

ó 

c5 
i' 
d 

d 

6 
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tes ao edifício, os pontos 1, 2 e n seria envolvidos nas equaçoes. 

Sio entretanto "pontos ficticios" por n~o ser neles defini~a. no 

problema físico, a função incÕgnita ~· 

A equaçio diferencial (8), aplicada ao ponto ~~. escz-ev~ 

-se em diferenças fini~as, usando as express~es das derivadas=''' 

e f~ • 
~ 

[ + 6 J cn + o 2 s c-o] : c r- 2 > + 

+ [-12 J(M) - 88 2 S(M)] F(~-1) + 

+ [ 12 J(:f) + 8ê 2 S(M)] FCHl) + 

+ [-6 J(M) - 5
2 S(~)J F(~+2) 

-

•••••••••••••.•••.••• ~ ••••••• •· ••• ( 18) 

onde se indicaiil com J(:f), S(:-!), FC-I), QC':f) os valores das .:unç~es 

Jw' sf' u e Q no ponto M. 

Como se ve a equaçio (10) nio pode ser aplicada ao po~-

to :J=n-1, topo do edifício, por envolver dois pontos à direita -:io 

ponto de aplicaçio. Recorre~se entio aos operadores deduzidos no 

Ítei!l III.2, que aproximam as derivadas d3. função no ponto- ã direi 

ta do ponto central i ou seja as derivadas f~'' e f~~ Estes 

assimitricos e envolveo tris pontos a esquerda e apenas un ponte 

-sao 

ã direita de seu ponto ~ de aplicaçio. p~qe~ portanto ser aplica-

dos ao ponto n-1 que possui, na rede escol~ida, o ponto n a sua 

direita. 

Assim, -!>ara o .topo, a equaçao (8) em diferenças finitas 

sera escrita: 

[ -6 J(N-1) - o2 
S (N-1)] F (~-4) + 

+ [ 36 J(N-1) + 6o 2 S(N-1)] F(N-3) + 
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+ [-72 JC';-1) - 18ê
2 s ( >.i-1) J F 01-2) + 

+ [ 60 J (N-1) + 10é 2 s (2': -1) J F (:1-l) + 

[-18 
.., 

s U-1)] 12-3
3 + J u~-1) + Jô'- F c~~) :: ':CT-1) ••• (:!. l ') 

-Ãs equaçoes de contorno u(o)=O e ~' (o)=O corres~ondeD, 

-tendo em conta as equaçoes (7): 

F(3) = O 

F(l) - 8 F(2) + 8 F(4) - F(5) = O •••••••••.• c 1.:.:; 

~ coudiçio u"(l)=O, no topo, deve ser escrita aplican-

do o operador que calcula a derivada segunda no ponto a direita 

do ponto central i' isto e, fd. Este operador e assimétrico e eG 

volve apenas um ponto i direita do ponto ~e aplicaçio d=n-1. ~ e 

quação correspondente em diferenças finitas -ser a: 

-F(~-4) + 4 F(N-3) + 6 F(N-2) - 20 F(N-1) + 11 F(N) = 0 ... (13) 

-A equaçao (lO) aplicada aos pontos 3,4, .•. n-2 ew con-

junto com as •quaç~es (11), (12), (13) formam um sistema de n e-

quaçÕes a ~ incógnitas que resolvido fornece os valores dos des-

locamentos u. 

O momento fletor na parede e dado por 

:-1 =ju" w w 

que para o ponto genérico ~=3,4, ••• ,n-2 ê ap~oximado por 

awc:o = J<:-O[-r(li-2) + 16, rcr-1)- 3o FCI) + 1.s CH1}-

.••.••••.•...............•••.•.... ( 14) 

e para o topo por 

~W(~-1) = J(N-1)[11 F(J) - 20 F(~-1) + S F(~-2) + 4 F(~-3) 

- F (11-4)] /126 2 •••.•...............•••....•... ( 15) 
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A força cortante na parede 

= - j· u' ' ' 
\v 

e avaliada por 

QW(:!) = -JOO[-FCI-2) + 2 F(:1-l)- 2 F(J.!+l) + E'(U+2)] /2ô 3 .•• (1G) 

no ponto gen~rico ~=3,4, ..• ,n-2, e no topo por 

QW(H-1) -J(~-1)[3 F(~) - 10 F(N-1) + 12 F(~-2) - 6 F(~-3) 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 1 7 ) 

Finalmente a força cortante no pÓrtico 

pode ser escrita 

QF CO = s (l-I) [r C-1-2) - s F C1-l) + 3 F CI+l) -

·'-·~· •. _. ~ ... ~- .. ~ -··-·- .! •.; •. • -·-! ~--· ·- ••• •_,! •• ( 18) 

QF(N-1) = S (H- ~? [ 3 F ( N) + 1 O F ( N -1) - 1 8 E' C·I- 2 ) + 6 F ( ~~- 3 ) 

- F (:I -4 )] I 12 o •..•..•..............••. -•........ ( 19) 

para o ponto gen~ric~ M=3,4, .•• ,n-2 e para· o topo, respectivame~ 

te. 

III.4 - EXEHPLO l 

Neste exemplo comparam-se os resultados obtidos pelo 

oêtodo das diferenças finitas com aqueles fornecidos pela solu-
-·- .... .,.-._ -·. ~ . -- . -- J-· • 

çio continua analitica da ass~ciaçio ec s~rie de pare~e e pÕrti 
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sf = 2.560 t 

256.000 2 
Ju = t:: . 

constantes con a alturs. 

J carre~a@ento ; constituido pela carsa unifor~e~ente 

~istribu!da p = 0,3 t/n. 

As tabelas apresentadas a seguir nostran os valores 

o'.:>tid.os con diferenç.:!s finitas, subdividindo o intervalo (~,-~) 

e~ 30 e 10 par~es iguais, pernitindo avaliar a variação da pre-

cisio coo o n~cero de subdivis;es. Os n~neros da tabela sio adi 

mensionais devendo-se, para obter cada grandeza, ~ultiplici-los 

pelo fator correspondente. 

J exame dos resultados permite co~cluir ~ue o m~todo 

das diferenças finitas apresenta ,recisão.bastante sa~isfat;ria 

e constitui Útil variante para solução das equaçÕes diferenciz-

is que resultam da aplicação do :_->rocesso de- 11 ::-1.2io contÍ-:n.to". 

Tab. 1 - Deslocamentos do Painel 

'!.=r-z/1!.. A~7A!..I'!'ICO :J I:?:~::TÇAS F r~I~AS 

30 10 

o o ') ", 

0.1 0,')82 .') '0-31 f'1 "()" ,_... ' _. _:-..) 

0.2 0,283 0,282 o' 27 ':.'. 

0.3 0,553 0,550 !J.S44 

0.4 0,852 0,851 ':',342 

'). 5 1,15? 1,157 1,146 

0.6 1,453 1,452 1,439 

0.7 1,727 1,72E 1,712 

0.3 1,978 1,975 1,~60 

0.9 2,203 2,21)1 2,13') 

1.0 2,416 2,413 2. 3 J7 

FATO::. 
,4 

~--
2ljw 



Tab. 2 -~ementas F1etores na ?are~e 

·~p .. <'J-.·~ -;,- .. ""' .... --

Z.=z./.t A~lAL I I' I C O . 

o Cl,23i5 8,2312 :; J 2 2-:5 

0.1 J,1457 -:,145~ ::; '143 7 

0.2 Q,Q23'J :;,D329 

0.3 0,037J 'J,'J377 

').4 :J,!J062 0,0063 J,0078 

0.5 -0,0147 -o ,:o146 

8.6 -0,0270 -0,0267 -0,')253 

0.7 -0,0316 -0,0310 

0.8 -0,0287 -0 ,;O 23 6 · -Cl,0279 

0.9 -0,0137 -0,0185 -0,0135 

1.0 0,0000 0,0000 0,0000 

F ATOR 
~-__.;;..·-.......-..-....;;;;.;........;.... _ _._.....__.........,_...._ ........ ...._ _______ _... . -: •• ..r-"·-·~ 

Tab. 3 - Forças Cortantes na Parede 

Z=z/.f.. A:;.{ALITICO ::JIFEREnÇAS :;:r:n!AS 

30 10 

o 1,000 1,000 l,OOC 

0.1 0,732 0,732 0,734 

().2 0,531 Cl,531 J,534 

0.3 í) '37 3 0,378 '},331 

0.4 0,259 (),259 0,262 

0.5 0,163 0;163 0,166 

o.. 6 o,·J32 0,083 I"\ _,.. n I 
v,·J,_;<.+ 

0.7 0,009 0,009 J,J10 

O.ô -8,863 -o, 06 J -0,')62 

0.9 -0,141 -0,141 -<~.141 

1.0 -0,232 -0,232 -0,232 

FATOR P-~ 



- "\('1 -
- .J 

Tab. 4 - forças Corta~tes ~o ?Õrtico 

Z=z!f.. ,-\:1..:\L I TI(; O DirE?..:s:~ç: ... ~s -""':"'·:.,..-.-~,... 

... - _, .... J. -~..) 

30 1 " .1.~ 

o J o J 

o. 1 0,163 J,16.: '), 1. é 5 

Q. 2 ("\ .., ,-::, " 
.., . .- '- :; '),269 C,266 

0.3 0,322 0,322 0,319 

':).4 0,341 0,341 0,333 

o. 5 0,337 :',337 0,334 

o. 6 0,313 0,317 0,315 

0.7 0,291 0,291 0,239 

0.3 0,263 0,263 ·J,262 

C). 9 D,24l J,241 :),241 

1.0 o. 23 2 0,232 0,232 

FATOR pl 

!11.5 - E:{E:l?LO 2 

Considere-se a associação e2 série ~o pÕrtico de ri~i 

dez constante sf=2560t cow a pareGe de secção co~tinuan2nte va

riâvel da base ao topo com largura constant2 20cm, altura na ~z 
,., 

se 1,97m (que corresponde a j=256000tn~) e altura no topo l,~J~. 

Os pain;is ten altura !=JO,On e o carrega~ento ê constituido p~ 

la carga uniformeoente distriba!da p='J,3 ~~~. 

:-ias Figs. (3) a (5) representan-se e::. linha cheia os 

resultados obtidos na associaç;o d6 pÓrtico e ~ parede de sec;ão 

variável. E~ linha tr~cejada r2presentan-se os decorrentes da 2s 

sociaçio do pÕrtico cou parede de secçio constante. ?ara efeito 

àe comparação as paredes possuen a mesoa secç;o na base. 
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' 

j=cte 

·2 
. . (X 10 "'). . ... . - ~ ~- - ,.: , . 

o 2 

m:.o.S. DESLOCAMENTO$ DO PAINEL 

(tm) 

200 

,_.......,. .IIOIIEJITOS F\ETORES NA MREOE 
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lml 

j = vor. 

( t ) 

-8 o 8 16 24 

F'l6.·5- FORÇAS CORTANTES NA PAREDE 

(m) 

12~----~------~~--~ 

( t ) 

o 4 8 12 

I FJ6-· FO~AS CORTANTES NO POATICO 

-:_·L-::r-;; __ · _ __::. ___ n_- ____ =-_-;_--:__ .--:- ______ ~- - ~---_ '~-- .::- _-;:--, :··--



- 93 -

_: ,·. 

111.6 -ASSOCIAÇÃO TRIDI:tE:ISICl~i.AL PÕ::'~TICOS 

A associaçio tridinensional de paredis e p~rticos ~ ca 

so particular da as~ociaçio ~ridimensional de pain~is gerais es-
. . 

tudada neste trabalho. O sistema de equaçÕes diferenciais que 

permite determinar os deslocamentos incÓgnitos se escreve 

.... ~. ~-•.•..•.••. c 2 8) 

onde as matrizes envolvidas -sao definidas pelas equaçoés (51), 

( 5 2) , ( 5 3 ) e (54 ) d o i tem I . 5 e Q ~ a f o r ç á c o r ta n t e d a carga e:~ 

-terna a cot.az. 

Tendo em conta as grandezas, convençoes, sistemas de 

eixos definidos no Ítem I.5 passa-se à dete~inação das conuiçÕes 

de contorno e a resolu~ão do -sisteDa de equaçÕes (20) por diferen 

ças finitas4 

O conjunto de paredes e o conjunto de p~rticos -serao su 

postos não ~egenerados, isto ~.· admite-se exisitr em cad~ co~j~n-

to pelo men~s três paineis não concorrentes e~ um mesmo ponto e 

-nao paralelos a urna rnes:ha reta. Trata-se do casó- g'eral de assoc~J. 

ção referido em [1] e [sJ. 
Com esta ~ip~tese as condiçÕes de co~torno·sao 

a) u(O) = v(O) = w(O) = O 

b) u'(O)= v'(O)= w'(O)= O ••••••••••••••••••• ( 2 1 ) 

c) u" ( l) = V
11 

( l) = ~-7 11 (.0 = O 

A rede de pontos onde são definidas as funçÕes desloca 

mentos u, v e w e a mesma da Fig. (2), onde os pontos 1,2 e n 

são 11 fictícios". 

Deve-se aplicar cada uma das -equaçoes do siste':':".a (2Cl) 
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aos pontos 3,4,5 .•. ,n-l; onde vale o equilÍbrio da força corta~ 

te externa e a soma das forças cortantes internas em cada painel. 

Des ignam.-se por F (M) , F (M+N) , F (:1+2N) os valores dos 

deslocamentos u, v e w no ponto M qualquer e usa-se a notaçao 

C(-2,d,e) • 6 Jde(H) + 

C(-l,d,e) • -12 J (M) de 

C(+l,d,e) = 12 Jde(M) + 86
2 

Sde(M) 

C( +2 d e) = -6 J (M) - 62 S (!1) 
' ' de de 

••••••••• ( 22) 

-onde ~,.! sao quaisquer das coordenadas ~· E_ e ; e Jde (a) e 

Sde(M) são as grandezas Jde e Sde calculadas no ponto H • 3,4, ... 

. . ,u-1. 

-Assim, o sistema de equaçoes (20), aplicado ao ponto g~ 

nirico ~ (3,4, ••• ,n-2) fornece tris equaç~es em diferenças fini-

tas: 

C(-2,d,a)F(M-2)+C(-L,d,a)F(M-l)+C(+l,d,a)F(M+l)+C(+2,d,a)F(M+2)+ 

+C(-2,d,b)F(M+N-2)+C(-l,d,b)F(M+N-l)+C(+l,d,b)F(M+N+l)+C(+2,d,b)" 

•F(M+N+2)+C(-2,d,c)F(M+2N-2)+C(-l,d,c)F(M+2N-l)+C(+l,d,c)F(M+2N+l)+ 

+C(+2,d,c)F(M+2N+2) • 12 ~ 3 
Q(!'f) d ••••••.•••••••••••••• (23) 

onde d representa sucessivamente em cada equação, uma das coordena 

à as .!• b e c. 

As equaçÕes (23) -nao se aplicam ao ponto M • n-1, sendo 

necessário usar os o~eradores que envolve~ sooente um ponto ã di-

reita do ponto de aplicação. 

Com a notação 

D(-4,d,e) 

D(-3,d,e) • 36Jde(N-l) + 68
2 

Sde(N-1) 

D(-2,d,e) a -72Jde(N-l) - 188 2 Sde(N-1) 

D(-l,d,e) • 60Jde(N-1) + 10ê
2 

Sde(N-1) 

D(O,d,e) • -18Jde(N-l) + 3ê
2 

Sde(N-1) •.•.••• ( 24) 
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-onde~'~ sao quaisquer das coordenadas~·~ e~ e Jje(~-1), 

S de (:1-1) sã o o s c o e f i c i e n te s J de e S de c a 1 cu 1 a dos no ponto :f= n- l , 

~ - -as tres equaçoes para o topo sao 

D(-4,d,a)F(N-4) + D(-3,d,a)F(~-3) + D(-2,d,a)F(~~2) + 

+ ~(-l,d,a)F(N-1) + D(O,d,a)F(N) + 

D(-4,d,b)F(2N-4) + D(-3,d,b)F(2~-3) + D(-2,d,b)F(2N-2) + 

+ D(-1,d,b)F(2N-1) + D(O,d,b)F(2~) + 

D(-4,d,c)F(3N-4) + D(-3~d,c)F(3N-3) + D(-2~d,c)F(3N-2) + 

D(-l,d,c)F(3N-1) + D(O,d,c)F(3N) = 

•••••• ._ ••••••••••••• -........... ~ •••••• ( 2 5 ) 

onde d deve ser substituÍdo sucessivamente pelas coordenadas ~· 

b e c. 

A condição de contorno u(O) = v(G) = w(O)=O ê imposta 

-pelas equaçoes 

F(3) = F(N+3) = F(2~+3) o ••••••••••••••••• ( 2 5 ) 

As três equaçoes 

F(A+l) - 8F(A+2) + 8F(A+4) - F(A+S) o ••••• ( 2 7) 

onde A assume sucessivamente os valores O, :~ e 2~L, corresponC:e::: 

à u ' ( O) = v 1 (O) = w ' ( O ) = O e ,- f in a 1m e n t e , a c o n d i ç ã o u " (-t) = 

v"(l) = w"(l) = b seri expressa pelas eq~aç~es 

-F(A-4) + 4F(A-3) + 6F(A-2) - 20F(A-1)--+ llF(A) =O 

. ·- ..•• ( 2 3) 

onde A assume sucessivamente os valores :1, 2:i e 3!L 

As equaçÕes (23), (25), (26), (27) e (28) formam uc. 

sistema de~ equaçÕes tendo por incógnitas os deslocamentos u, 

v e w nos pontos 1 a n. Conhecidos os deslocamentos do diafragma 

genérico podem ser calculados os esforços em cada painel. 
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a momento fletor na parede v, 

:r = j u." = j r a u 11 + b v" + c w") w w v w\ v w u 

-ec um ponto ~ qualquer, pode ser calculado com a expressao 

- . C") [a - J \l .·J. Ty,j + b ~C:AC2) + c :r~:A(3)] w w •.•••• ( 2 9) 

onde para ~=3,4, ••• n-2 tem-se 

:-n..r A ( J ) = [ -F (A H 1- 2 ) + 1 6 F C A+ "C· f- 1 ) - 3 O F C A+ :-1) + 

lôF(A+:1+1) - FCA+H+2)]/125
2 

com J assumindo os valores 1,2,3 e sendo correspondenteoente 

A = CJ-1) ::: ................................... (3·8) 

e para ~ = n-l(topo) 

:r< A (J) [llF(A+N) - 20F(A+~-l) + 6F(A+~-2) + 

+ 4F(A+N-3) - F(A+~-4)]/125 2 

com A • (J-l)N e J a 1,2,3 • • • • ~ • • • • • • • • • • • • • • • ( 3 l ) 

A força cortante na parede w, expressa por 

~ = -j (a u''' + b v''' +cu''') 
~w w ~ w ~ ' 

pode ser escrita no ?Onto M, em diferenças finitas 

QIJ(:·t) = ~J·. (:!)[a ~~-JA(l) + b ."'Tn('') +c Q~L\(3)] · ~ W W ~n~ • Y 
(., "') '\ ...... \. ..) - ) 

sendo que para :1=3, 4, ..• , n-2, com 

J:z1,2,3 e 

A = (J-1)~ 

teo-se 

QWA(J) = [-F(A+M-2) + 2F(A+~-l) - 2F(A+M+l) 

+ F (A+ ;t + 2 ) ] /1 2 ó 3 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 3 3 ) 
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e para ~ = n-1 (topo) 

QWA(J) ~ [3~(A+N) - lOF(A+:·T-1) + 12:F(A+~I-2) -

- 6F(A+N-3) + F(A+N-4D /126 3 

com A= (J-1)~ e J = 1,2,3 

•••••••••••••••••• •· •.••• ( 3 4 ) 

A força cortante no pÓrtico f valendo 

seri calculada no ponto M=3,4, ••• ,n-l pela expressio 

onde o vetor das derivadas ·QFA ê definido ~or 

a) para H==3,4, ••• ,n-2 

onde 

sendo 

QFA(J)= [ +F(A+l!-2) - 8F(A+:1-l) + 3F(A+~+l) 

-F (A+H+2)] /12ê 

.· ·' .··.: •f - ... ,; -,~ --
- -~ ::: ·· .. ~ .: ·~~\~;*.'' 

A • (J-l)N e J assune os valor~s~1J2,3 i 

••.• : ••••••• ( 3 ; ) 

·8fA(;-l)<~- [ 3P (A+~1) + 11JF (At)I-:1) - 1 '.lr C\+!~_:-;,~ 
~ 

+ 6F(.".+N-3) - F(.\+N-L&U /12ô 

,\ • < J. -1 ) :r 

• • • • • • • • • • ( 3 7 ) 
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II!.7 - EXEMPLO 3 

Como exe~~lo de associação tridi~ensional estudou-se ~ 

estrutura do edif!cio cuja ?lenta esti representada na ~i:. (7). 

a conjunto de pÕrticos e o conjunto de parecies são ca?azes de r~ 

ceber isolada~ente, qualquer carregawento, tratando-se portanto 

de u~ caso não degenerado de associação, valendo as condiçÕes de 

contorno (2_1). 

~o edifrcio, constitu!do de 10 andares de p~-direito 

h = 3,0~ , as vigas são iguais e de secção 20x50cm em todos os 

-andares, os pilares tem secçao 40x40cm constante com a altura. 

As paredes (1) e (2) tem secção constante 25x200cm e a parede (3) 

possui dimensÕes 25x250cm também constantes. 

O carregamento ~ constituÍdo pela carga uniformemente 

distribu!àa p = 1,3t/m. 

'J 

f<D 
ll 

1 j 2{) 6.0 

Pl8.·7- DEMPLO DE ASSOCIA~ TRIDIMENSlONAL 

As paredes (l) e (2), iguais, 
4 • 

possuem caracter~st~cas 

de rigidez 



e portanto 

e 

a) momento 
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p 200.000 kg/cm 2 
.... = 

-:! 

O, 2.5x2 ".j 4 T = J v = 0,167 m " 12 

j 1 Jz = EJ = 23,4xlo
4 

thl
2 

Com relação ã parede (3), tem-se 

J 

As 

de 

J p 

0,25x2,5 3 

12 = 0,326 

EJ 4 
= 65,2xl0 2 

tm 

características dos 

. - . dos pilares ~nerc~a 

3 
= 4 2 0x4,0 

= 21,3 12 

4 
m 

pÓrticos 

dm 
4 

b) momento de ~nerc~a das vigas 

Pela eq. 

J = v 

k = p 

k = v 

( 6 ) 

3 
2,0x5,0 20 0 d 4 

12 = ,v I:l 

J 
2123 3 -E. = = 0,71 dm 

h 3C,O 

J 20,8 3 v 0,52 dm -r- = = 
..... 40,0 

do APf}l'DICE 1 encontra-se 

(1) ' 

12 4 19 3040t sf= 30,0 X 2,0xl0 x2x0 

( 2) ' (3) -sao 

Em relação ao s~stema de eixos (x,y) e tendo en conta 

os sentidos dos vetores unitários de cada painel, mostrados nã 

Fig. (7), tem-se os seguintes dados da associação. 
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a) Componentes do vetor unitário da carga 

a = 0,0 b = +1,8 c = O,C) 

b) Características das paredes 

Parede a b c (m) 
r,.; w w 

1 0,0 +1,0 0,0 234000 

2 +1,0 0,0 -2,0 234000 

3 +1,0 0,0 +2,0 652000 

c) Características dos pÓrticos 

PÕrtico a f bf cf(m) s f ( t) 

1 o,o +1,0 -6,0 3040 

2 +1,0 0,0 -2,0 3040 

3 0,0 +1,0 -2,0 3040 

-Resolvido o sistema de equaçoes diferenciais (20), que 

rege o comportamento da estrutura, pelo método das diferenças fi 

nitas, com as condiçÕes de contorno (21), determinaram-se os de~ 

locamentos e esforços em cada painel que foram lançados em grafi 

co nas Figs. (8) a (25). 

Devido ã assimetria da estrutura o andar genérico sofre 

rotaçao sempre no sentido. anti-horário (Fig. 8) .· O sentido da ro

tação ê facilmente entendido uma vez que as paredes (2) e (3), si 

tuados ã direita do plano de carga não apresentam qualquer rigi-

dez transversal. 

As Figs. (9) e (10) evidenciam as parcelas de carga re-

cebidas pela parede (1), situada no plano da carga, e pelo restan 



- 101 -

te da estrutura. ~iota-se que esta parede é bastante· aliviada pe 

los pórticos (3) e (1). 

A presença de pÓrticos na rnes~a 1ireçio da p~rede(l) 

d i L1 in u i a in c 1 i n a.ç ã o d a 1 in h a e 1 ã s t i c a v o 1 t '?. c! a p a r a · s o t a v e:"! t o , 

comportamento caracterfstico da parede isolada, conforme mostra 

a Fig. (11). Esta redução i devida i interação de parede e p6r-

tico por meio de forças concentradas no topo, quando associadas 

en sêrie. Estas forças permitem compatibilizar a elástica do pÔ~ 

tico (concavidade voltada para barlavento) con a da parede (con-

cavidade voltada para sotavento) quando trabalham em conjunto. 

A força cortante no pÓrtico (3), Fig. (12), com a~da-

mento característico de pÓrtico associado a parede, indica a s~1a 

interação com a parede (1). Ea Fig. (13) vi-se que a elástica 

tem aliviada sua concavidade voltada yara barlavento. 

O pÓrtico (2) -recebe a carga no sentido da rotaçao do 

diafragma genérico. Estando associado eB série com a pzrede (~) 

recebe carga concentrada no topo, (Fig. 14), e apresenta elá-:::tica 

característica desta associação (Fi~. 15). 

O aspecto do gráfico da força cortante no ?Ôrtico (1), 

apresentado na Fig. (16) ê devido ao deslocanento do edificio na 

direção da carga e a rotação da estrutura (que carre~a o painel 

em sentido contrário ao de seu versar). 0 efeito da rotaçao e 
-

!!!ais vis~vel' na Fig. (17) onde estao representados os desloc::;.-

mentos horizontais. 

A comparação entre a·força cortante na ~arede (2), Fis. 

(18), e a força cortante na pare~e (3), que não ~ossui pÓrtico 

associado, indica a influência da associaç~o en sêrie da p?.re~e 

(2) e o pórtico (2). Esta influência ê também evidenciada pela 

- .c:l • (2)' comparaçao entre os ~osentos L etores nas pareaes e (3) nos-

trados nas Figs. (20) e (22), respectiva:n.ente. :ia parede (2), 

que possui pórtico associado ec série, o momento fletor muQa de 



- 102 -

-sinal o que nao ocorre na parede (3). Observa-se ainda que a e-

lãstica da parede (3), representada na 7i3. (23), possui incli-

nação para sotavento mais pronunciada que a elástica da parede 

(2), mostrada na Fig. (21). 

~a Fig. (24) apresenta-se em conjunto os diagramas das 

forças cortantes nos paineis. Os deslocamentos de cada painel a-

cham-se reunidos na Fig. (25). 
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lml 

-2 
( x 10 rod I 

o 2 3 

FfG.-8- ROTAÇÃO 00 DIAFRAGMA GENÉRICO 

(ml. 

I ' ~ I 
I 

30 

I 
2 4 

I 
/ J / 18 , v ? / 

M= ~!l-z> / I '\../' 
/ 

12 , v ·"' 
/ 

' / 
/ / 

"' , v 6 ,. ,.,. 
(t.ml,.,. ... 

,.,.,. 
/ . ~ ,.,. ..,.,-

560 480 400 320 240 160 80 o -80 

FIG.· 9· MOMENTO FLETOR NA PAREDE (I ) . 
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(m) 

t 

-lO o 10 20 30 40 

Ft6.·10· FORÇAS CORTANTES NA PAREDE (I) 

lml 

ST-~--~-------+------4-----~ 

-2 
(X lO m) 

o 4 8 16 

FIG.-11- DESLOCAMENTOS DA PAREDE (I) 
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~ 
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FIG.-12· FOR~ CORTANTE NO PÓRTICO (3) 

(ml 

30+-----~------~--~--~ 

16 

·2 
( x 10 m) 

o 4 8 12 

I 

FIG.-B- DESlOCAMENTOS DO PORTICO (3) 

t t I 
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(m) 

r-----~--~--~------+30 

r----+-+------4-------+12 

( t ) 

·6 -4 -2 

FIG.·I4· FORÇA CORTANTE NO PÓRTICO (2) 

(m) 

30 v 
J 24 

I 18 

(x 

12 / 
v 

I 6 

I ilm J 

-I -2 -3 -4 

FIG. ·15· DESLOCAMENTOS DO PÓRTICO ( 2) 
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(m) 

30 
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2 4 
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~ 
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\ 
~ 

6 I 
~ 

/ ( t ) 

-4 -2 o 2 4 

FJG.-16· FORÇA CORTANTE NO PÓRTICO C I) 

(m~ 

18~----~-------r------+---~~ 
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FIG.-17- DESLOCAMENTOS 00 PÓRTICO (I J 
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(m) 

~----~------~------~----~~ 

( t ) 

-6 -4 -2 o 2 

FIG.-18· FOR~ CORTANTE NA PAREDE (2) 

(m) 

( t ) 

12 

FIG.-19- FORÇA CORTANTE NA PAREDE (3) 
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(m) 
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FIG.- 22- MOMENTO FLETOR NA PAREDE (3) 
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1 - Rigidez de um pÕrtico a força cortante: - coeficiénte 

Adnite-se, e~ pórticos re~~lEres sujeitos a carga la-

::eral, que os pontos ·de momentos nulos se situarn nos centros de 

v~os de vigas e pilares, .o que e. equivalenté a supor a ig~alcia-

de das rotaç;es de todos os ~Õs da viga do ~ndar e prÕxiuas as 

rotaçoes de -nos de·un üJ.esmo consecutivos pilar. 

. 
Aa.-1- R1GIOEZ DE PORTICOS 

A Fig. (1) nostra o no B do pÕrtico e os nos VlZlnnos 

A,C,E,D. A distorção do andar e a rotação do nõ B são designa-_ 

dos por y e ~' respectivamente. Os nonentos qu2 as barras apli-

can ao nõ B, positivos no sentido horârio, sao expressos por 

"":::3E 
62k_ o a) 

~~::; D 6Ek (~ - a) 
J 

-r -SEkAa -·7 •, 
i.J.n. 

= -6:Lk~"'a 
" 

onde a letra k representa as 

f , ' ••••••••••••••••••••••••••••••• \. .1. .I 

rigidezes 
J. 

l --..---
-t:..i 

·das barras. 
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Pelo equilíbrio do -no segue 

a = . 9 •••••••••••••••••• ( 2 ) 

Sendo a força cortante no pilar B 

h 
••....•••••.••.....••.••••......• c 3 ) 

-pelas equaçoes { 1) e (2) segue que 

í::k 
QB 

12E 
kE 

v 
<P = h L!k 

•••..•••.•••..••...•••. c 4) 

b 

onde os Índices v e b nas somatôrias indicam serem estas estendi 

das às vigas e ã totalidade das barras que concorrem no nô, res-

pectivamente. 

A rigidez do pilar B vale entao 

s = . B 

Ek 
v 

L:k 
b 

......................... ( s ) 

Para obter a rigidez do pÓrtico soQam-se as contribui-

-çoes de cada pilar, resultando 

h 

Í:k 
v.n 

J 
•••••• ,/' ••••••••• (6) 12E 

na E k 
b.n . 

onde 

n.a. = somatôria estendida a todos os nõs do andar considera 

do. 

k p.n. 
J = relação -r- do Eilar acima do nÕ considerado 

v.n. = somatória estendida aos tramas de ~iga que concorre~ 

-no no. 

b.n. = somatôria estendida a todas as barras (2,3 ou 4 bar-

ras) que concorrem no -no. 
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2 - P~rtico e parede li~ados por v1ga: - coeficientes 

Para a determinaç~o de considere-se a -:?i;. (2) 

onde está representada a defor~ação co andar generico do painel, 

correspondente ao giro j~ da p2rede devido a flex~o. . ..) . 

! 
1'18.·1- OEFOII~ DO PAINEL DEVIDA À e8 

SupÕe-se a reação do p~rtico sobre a parede conpost~ 

da força vertical distribuÍda ~ (positiva se produz comp~2ssão 

na parede) e do monento distribuÍdo m aplicado no eixo ca pare-

de (positivo no sentido anti-horário). 

Evidentemente tem-se 

·~ + M 
.• :3 I ·""r~ 

q = 
a

1
h 

••• ~ .................. · ..••..••• (7) 

>,< 

bl -~IB 
+ n = q -2-h 

•••••••.•.••••••••••••.•• ( 8) 

Chamando a e b as rotaçoes dos nos A e 3, respectiv~ 
J. 

mente, e com as relaçÕes~ indicadas en círculos na ~ig. (2), 
1 

os momentos aplicados ao n~ A (positivos no sentido horário), 
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uma vez admitidas iguais as rotaçoes Qe três -nos consecutivos 

de u~ oesmo pilar, sio expressos por 

....................... ( s ) 

e pelo equilíbrio do no se~ue 

..•........... (1:;) 

Supondo iguais as rotaçoes dos nos Z,E,F do pilar B, 

os monentos aplicados ao -no E (positivos no sentido horãrio)são: 

HBE = 6Ek3 (q):g - b) 

._, = 6Ek., (C/>..., - b) ~.i.:ZF .) .1.) 

::IBA = -4Ek 2b - 2Ek2 a 

:lBI -4:Ck~b 2Ek4 9:S 6Ek49z 
bl 

= - -
'+ 2a

1 

......... c ll) 

e resulta pelo equilíbrio do -no 

tram-se 

e, com 

e 

.•. (12) 

A partir das equaçÕes de equilÍbrio (10) e (12) encon 

a = a cfl .... 
.u 

b = 3 q)B 

•••••••••..•••.••••..•..•••.•.••..•.. ( 13 ) 

•••••••••• ~ •••••••.••••••••••••••.. (14) 

e = 
12k3 + 4k2 + 4k4 

2k2 
•••.•....••••••.••.•. ( 15) 

Cf= ••..••••.•.......•...•...... ( 16) 
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v era 

a = 

Se ura pilar possu~ as relaçÕes 

... (1 7) 

~} l' ., + 4 k '· )1. . . 
L ~l' ~ 

•..•.. ( l 3) 

j_ 
~ ---,---diferentes, ab2.i-

.· ...... 
1. 

xo e acima do andar considerado, o valor ~ correspondente a 1n-

traduzir nas expressÕes de e,~' a e 3 e a nedia destas relações. 

A força cortante no pilar A no an~ar considerado é da-

da por 
2:-r' c 

Q~ 
ó. = 

ü h 
. ............................... ( 1 ~ ) 

e no pilar I) por 

"~·1 

QB 
""- :0 E 

= 
h 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 2 G ) 

-de onde, tendo em conta as equaçoes (9), (11), (13), (14) re-

sul ta 

QA 
12Ek1 (1-a)<j>B = h 

....................... ( 21) 

e 
1 ,.,_, 

QB 
"-L<~J 

Cl-S) 9B = h 
••••••••••••••••••••••• (2 2) 

~egligênciando o giro ~S da parede devido i força co~ 

tante tem-se o giro total ~=<P~ e portanto as rigidezes dos pil~ 
.1.) 

-res a força cortante ser ao 

= 
12Ekl 

Cl""a) SA h 
..........•............... ( 2 3 ) 

e 
l'"k -~ 3 

(1-p) S.., = 
..:. h 

..............•....•...... ( 2 4) 

A rigidez total do pÓrtico a força cortante ê obtida 

pela soma 

••••••• ( 2 5) 
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CARDAN [4], admitindo iguais as rotaçoes dos nos A e 

B e ~om outra simplificação a ser discutida adiante, encontra: 

onde 

12E 
h 

•••••••••••••••••• ( 2 6 ) 

• ~ •••••. ( 27) 

e • 1 a a a a 1 • 1 1 1 1 • 1 1 a 1 1 1 a I 1 ( 2 8 ) 

A força vertical distribuÍda q pode ser escrita 

• • • • • • • • • • • • • • • -. • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 2 9 ) 

-Tendo em conta a expressao 

........ (30) 

-e as equaçoes (7), (11) e (14) vem 

ar 

••••••••••••••••• (3 1) 

O momento distribuÍdo m ê expresso pela função line-

m = p ó 
1 · B 

Pela expressão de m da - -equaçao (3) e pelas equaçoes 

(11), (14), (30) resulta 

+ 2S + ... (32) 

Com a aproximação discutida no fim deste ÍteM e com 

a hipÕtese de serem iguais as rotaçÕes a e b a fÕrmula de CAR-

-DA !:'I e 
bl 

k (1 + ' + k2 6EI b bl 3b 1 4 ---za-) 
s [ (1 + _1_)(1 (1 1 J pl = + -)- + 2ã""") al 2a

1 al 1 2Ek 
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e 
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dadas por 

a relação 

I 
s 
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.................•..... ( 3 3 ) 

A conveniência de supor iguais as rotaçÕes dos nÕs A 

ser julsada "a priori". Uma vez que - -estas rotaçoes sao 

a = a.Q 

b = B<t> 

r = 
a 

-b-

I I I I I 1 I I I I I I I I I I I I I a I I I I I I I I I I I I I I I I I ( 13 ) 

1 1 1 1 1 1 I I I .- 1 I I I 1 I 1 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I ( 14 ) 

a = e 

indica o grau de aproximação, uma vez que a e 3 podem ser cal-

culados previamente em função de caracteristicas e de risidez 

do painel, conforme mostram as -equaçoes (15) , (16) , (17) e (13) 

Para o painel cujo andar genérico está representado 

na Fig. (3), encontra-se, com procedimento análogo (equilibiio 

do nÕ B) a rigidez do pilar B à força cortante. 

s = 
b 

18E ( _1_-) 
h k3 1 + 2a

1 ~k 

J. 
onde a letra k indica as relaçÕes ---~-- e _f_. 

~ 

...•••••••••..•. ( 3 4) 

.... -........................ (35) 

" 
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F 

I 
/ r 7 

RG.-5- ANDAR &niRCO DO PAINEL 

Para o coeficiente p
1

, tendo en conta a equaçao (35) 

-resulta a expressao 

(1 +-i-~~ .(36) 
al 

As fÕrmulas apresentadas por CARDA~ são obtidas apll 

cando ao nÕ B o momento externo U que leva o andar genérico ã 

configuração da Fig. (3). Ao soltar o no B, as barras que ar 

concorrem recebem parcelas de momento U, de sentido contrario 

a este, proporcionais ãs suas rigidezes. Considerando que na 

configuração real três nps consecutivos do pilar tem rotaçÕes 

~ aproximadamente iguais, ao liberar o nÕ B, os nÕs B, E e F 

sofrerão a mesma rotação (~-a) no sentido anti-horário. Em con 

sequenc~a as barras BE e BF do pilar apresentam a mesma rigi-

dez 6Ek 3 e a barra BI possui rigidez 4Ek 4 . Atribuindo ãs bar

ras do pilar, na distribuição do momento -U, rigidez 4Ek3 re-
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sultario as f~rmulas aproximad~s de CARDA~ para o cilculo dos 

parâmetros s e p 1 para o painel da Fig. (3). 

As demais express;es de CARDAN apresentadas neste a-

pêndice foram deduzidas com a aproximaçio acima. 

3 - Parede e PÓrtico ligados por viga: - coeficiente p 2_ 

Na estrutura da Fig. (4), o momento distribuÍdo~ apli 

cada ao eixo da parede quando esta sofre a rotação ~S devido ã 

força cortante ê dado por 

.••••.••••••••.•.•.•...••..••..... ( 3 7 ) 

Para a determinaçio de p 2 considere-se a Fig. (4) on

de estã apresentada a deformação do painel devido ao giro 9s 

I I 
FIG.-4- DEFORM~ÃO DO PAINEL DEVIDA À 0 5 

Com a hipÕtese de serem iguais as rotaçoes de três -nos 

consecutivos de um mesmo pilar, pelo equilÍbrio dos nÕs A e B ã 

rotaçao, -tendo em conta a equaçao (37) e a notaçao da Fig. ( 4) ' 

chega-se a: 
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a = a cf>s •••••••••••••••••••••••••• ·-· ••••.• ~ (38) 

•••••••••••••••••••••.••••••••••••• ( 3 9) 

e 

[4 + 2B (1 + J •••• ( 4 o) 

onde , com 6 e f dados p e 1 as equaçÕes ( 15) e (16) , 

C1 = .................. (41) 

e 

B = •••••••••• ( 4 2) 

Com as simplificaçÕes jã comentadas, CARDAN encontra 

6EI bl 3bl k4 + k2 s 
[1 + (1 + ) J p2 = -

al al 2a
1 2Ek 

onde 

I 
JBI 

= s h 

e 

••••••.••••••••••••••••• ( 43) 

Aqui também a aproximação da fÕrmula de CARDAN pode .. 
ser medidã pela relação entre-as rotaçoes ~e~ dadas pelas e

quaçÕes (38) e (39), calculada em função de características do 

painel, exclusivamente. 

fara o painel da Fig. (3) encontra-se 

[ 1 + - (1 + 

onde 
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AP!NDICE 2 ·- SOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 

Neste ap~ndice seri exposto o m~todo geral de soluçio 

do sistema de equaçÕes diferenciais 

-[1] [u'"] + [s] [u'] = c{A] ....•...•..•... ( 1 ) 

A exposição prender-se-ã à solução do sistema de equ~ 

çÕes diferenciais r~sultante da anâlise do exe~plo apresentado 

no Cap. I do trabalho. Foi ~estrado que o conjunto de pain~is 

do edifício da Fig. (9) do Cap. I ê equivalente à associação tri 

dimensional das paredes (1), (2) e (3) e pÕrticos (1), (2) e (3) 

cujas características -sao novamente definidas abaixo 

Parede a b c (m) j (t .m 2 ) 
'v w 'v u 

1 0,0 +1,0 +7,5 266400 

2 0,0 +1,0 +2,5 66800 

3 0,0 +1,0 -2,5 112500 

PÕrtico a f bf cf(m) sf ( t) 

1 0,0 +1,0 +2,5 9860 

2 0,0 +1,0 -2,5 6160 

-
3 0,0 +1,0 -7,5 3170 

-Tendo em conta .as equaçoes (56) do Cap. I, tem-se, p~ 

ra o caso em questao: 

1 aa = 
~. 2 o 
~ J a = w w w 

1 ba = J = E Jw a b = o ••••••••••••••••••• ( 2 ) 
ab w w w 

J = J = L: jwawcw = o 
c a a c w 
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s 
a c 

s = o 
c a 

O sistema se reduz portanto a 

Jbb Jbcl v' ' ' 5 bb 3
bc 

v' b 

+ Q 

Jbc J ccj tv I I I 5 bc s w' c 
CC 

onde, chamando F a carga concentrada no topo 

buÍda uniforme ao longo do edifício, vem 

•••••••.••••• (3) 

.•••...•• ( 4) 

e p a carga distri 

Q = F + p(l:. - z) •.••••••••..••••••.••••••••• ( 5 ) 

Através de uma translação do e~xo y da Fig. (9) do 

Cap. I ê possível diagonalizar a matriz [ JJ. Mudando a orige~ 

do sistema de referência para o ponto O(x ,O) as novas coordena 
o 

das c e as antigas c obedecem a relação w ~w 

que se 

C = C - X w w o •••••••••••••••••••••••••••••••• ( 6 ) 

No novo sistema tem-se 

anula para 

L: jw 
w 

X = 
o E jw 

w 

b 
w 

b 
W' 

c 
w 

c 
w 

E j b (c - x ) 
w w w w o 

••••••••• ( 7) 

ApÓs a mudança do sistema de referência o sistena de 

equaçoes diferenciais (4) pode ser escrito na forma: 
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ou entao 

S D bc 

-J D
3 

+ S D 
CC CC 

( 

v b 

Q • • • • . • • • • ( 8 ) 

c 

•••••••••••••••••••••••••• ( 9 ) 

Sendo [ACD)] a matriz adjunta da matriz-operador [P(D)] eviden 

tenente 

...••..•.. ( 1 o) 

Tendo em conta que 

[A(D)] [_Pcn)J = {determinante de [PCD)J}[r] ... (11) 

onde [r] indica a matriz identidade e efetuando as operaçÕes 

do segundo mernbro,resulta 

6(D) o v r s b 
- sbcc CC 

= 

-p l-e,_b 
••••.••••••.••• ( 12) 

o li(D) u + s'!:lbc - .... 

-em que li(D) indica o deteoinante da matriz [P(D)J 

explÍcita vem abaixo 

cuja expressao 

Note-se que o sistema de equaçoes (12) ê de fâcil so-

lução uma vez que as incógnitas estão separadas. E preciso cha-

mar atenção que toda solução do sistema original ê solução de 
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(12), entretanto, devido às derivaçÕes adicionais pela adjunta 

do operador [P(D)] nem toda solução de (12) e solução de (8). 

Por isso, no conjunto de soluçÕes de (12) a condição de satis-

fazer (8) serã imposta. 

-Da equação (12) segue que temos duas equaçoes dife-

renciais - uma em v, outra em w - que possuem a mesma equaçao 

.. -. caracter1st1ca, 

••• (14) 

que possui duas 4' nulas todo seis 
4' 

desde -ra1zes e ao ra1zes, que 

matrizes J e s - -seJam naõ singulares. ·nesse caso a solução 

(12) -ser a: 6 r.z 
Bl B

2
z + E B. 1 v = + e + v 

3 
1 o 

..••..•..•.. ( 15) 
6 r.z 

}:!c. e 1 

3 1 
+ w o 

onde os r·. são as raízes não nulas do polinômio característico 
1 

e as soluçÕes particulares das equaçÕes completas podem ser to 

madas 

v = 
o 

w = -o 

(Sccb - Sbcc) 

(Sbb 5 cc - S~c) 

(Sbbc - Sbcb) 

(Sbb 5 cc - s;c) 

2 
pz 

2 

2 
pz 

2 

..•••..•..... ( 16) 

Das soluçÕes (15) so interessam as que satisfazem o 

sistema original. Impondo esta condição t~m-se: 

6 r.z 
+SbcCc 2 + t Cirie 

1 
) - pzb =[F + P(..t - z)]b 

as 

de 
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6 r.z) E C.r.e ~ - pzc = 
3 ~ ~ 

[F + p(.f. - z)] c • • • • • • • • ( 1 7 ) 

àe onde segue 

e 

que os 

c. = 
1 

r. 
~ 

5bb 5bc Bz b 

(F + p.f.) • • • • • • • • • • • • • • ( 1 8 ) 

sbc s cz c 
CC 

2 
5

bb 
5

bc 
o -Jbbri + B. 

~ 

2 
••• (19) r . = 

1 

5
bc 

-J 
2 s c. o r. + 

CC ~ CC ~ 

(i = 3,4,5,6) 

Nas equaçoes (19) os determinantes -sao nulos uma vez 

são raízes do polinômio característico. DaÍ resulta 

B. = a.. B. 
1 ~ ~ 

(i = 3,4,5,6) •••••• ( 2 o) 

Definindo V e W por 

v b 

= •••••••••••••••••••••• (2 1) 

s l w CC 
c 

a solução geral do sistema pode ser escrita 

v = Bl + B2 z + 

c. + c
2

z + w = 
1 

-onde pela equaçao (18) 

B2 • -(F + pl)V 

c 2 = -(F + p.f.)W 

pVz 2 

2 

nHz 
2 

2 

6 r. z 
+ ·E B.e ~ 

3 ~ 

•••••••• ( 22) 

6 r.z 
+ ~ B.e ~ 

Ct. 
3 1 ~ 

• ~· • • • • • • • • • • • • • • • .• • • • • • • • • • • • ( 2 3 ) 
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Na solução geral tenos 6 constantes que -serao deterl'J.i 

nadas pelas condiç;es de contorno, que no exe~plo considerado 

-sao 

a) na base os deslocamentos -sao nulos, isto ê, 

v(o) = w(o) = O 

b) na base as rotaçoes das paredes -sao nulas, ou 

v' (o) = ~v' (o) 

c) não hi momentos aplicados no topo das paredes e por 

tanto 

v" (l) = lJ'
11 (l) = o 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 2 4 ) 

Da imposição destas condiçÕes resulta o sistema de e-

-quaçoes lineares 

B1 + ~Bi=O 

6 

E 
3 

6 

6 
E<L 
3 l. 

B. = O 
l. 

:s.r. 
1 1 

= (F + pl)V 

E a. B • r . = (F + pl) W 
3 1 1 l. 

6 

E 
3 

a. 
1 

" 2 r i"'-
:3.r.e 

1 1 
= -p~:r 

••••••••••.••••••••• ( 25) 

que resolvido permite deterninar as constantes incógnitas. 
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APfNDICE 3 :- PROGRAMAS FORT~A~ PARA O CO~PrTADOR IB~-113J 

1 - Associação e~ Série de Parede e PÕrtico 

Este programa foi escrito com base nas -ezpressoes de 

duzidas no Cap. III deste trabalho, utilizando o mêtodo das di 

ferenças finitas. 

Os dados de entrada do programa principal sao apenas 

L e ~. altura do edifício e número de subdivisÕes da rede de 

diferenças finitas, respectivamente. 

A força cortante do carregamento externo ê definida 

em funçio dez no subprograma FUNCTION Q(Z). 

Os subprogramas FUNCTION S(Z) e FU~CTION EJ(Z) defi-

nem as rigidezes do pÕrtico e da parede, respectivamente, em 

função da altura. 

Para a inversão da matriz dos coeficientes dos deslo 

camentos incógnitos do painel é utilizada a subrotina GJRlS. 

São impreSSOS OS deslocamentoS do painel, OS MOmen-

tos fletores e forças cortantes na parede e as forças cortan-

tes no pÓrtico. 

Segue a listagem do programa. 
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PAGE 1 MANCINI 

/1 JOB T 

LOG ORIVE 
0000 

CART SPEC 
(!ü~6 

CART AVdiL PHY ORIVE 
i.JOlb COOC' 

1/2 MlO ACTUAL 32K CONFIG 32K 

*EQUAT (PR!ItTZ,-PRNZ) · 

11 FOR 
*LIST SOURCE PROGKA~ 
*ONE WORO INTEGERS 
*EXTENDED PRECISION 

FUNCTION S(l) 
S=O.O*Z+256C. 
RETURN 
END 

FEATURES SUPPORTEO 
ONE WORD INTEGERS 
EXTENDED PRECISION 

CORE REQUIREMENTS FOR S 
COMMON O VARIABLES 4 PRDGRAM 

kELATIVE ENTRY POINT ADORES$ IS OOOA (HEXl 

f::NO DF COM-PILATION 

11 DUP 

*STORE WS UA S 
CART IO 0Cl6 OB ADOR 4019 

/1 FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDED PRECISION 

FUNCTION Q(l) 
Q=-D .. B*Z+24. 
í<.ETUR.N 
ENO 

FEATURES SUPPORTEO 
ONE WORD INTEGfRS 
EXTENDED PRECISION 

CORE KEQUIREMENTS FOR Q 
COMMON O VARIA~LES 

08 CNT 0003 

4 P;:{OGRAM 

RELATJVE ENTRY POINT ADDKESS IS JOOA (HEX) 

END OF COMPILATID-f'i 

11 DUP 

*STORE WS UA O 
CART ID 0016 08 ADOK 401C 

11 FGR 
*ONE WORD 1NTEGERS 
*LIST SOURCE PKUG~AM 
*EXTENDED PRECISION 

fUNCTION EJ(Zl 
HH=-0.0323*Z+l.97 
EJ=(l00000./3.)*HH**~ 
RETURN 
END 

FEATURES SUPPORTEO 
ONE wORD INTEGERS 
EXTENOED PRECISION 

CORE REQUIREMENTS FOR EJ 
COMMON O VARIABLES 

DB CNT 00~·3 

10 PROGRA.M 

RELATIVE ENTRY POINT AODRfSS IS 0017 (HEX). 

ENO OF COMPILATf8N 

li DUP 

*STOtlE · WS UA EJ 

MANCINI 1 

24 

24 

46 



PAGE 2 fi!ANC li'C I 

CART lO 0016 OB ADD.~ 4Dlf 

11 FOR 
*LIST ~OURCE PROGRAM 
*UNE WORO INTtGERS 
*EXTE~OED PRECISION 

SU8ROUTINE GJkl~(~,A) 
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oons 

DIMtNSION A(4n,40),~(40),C(40),TP{4C),l~(40) 
DO l K=l,N 
T=O. 
LiO 6 I=K,N 
S=O. 
DO 3 J=Jt.-,N 

3 S=S+ABS(A(I,J)) 
IFCS)4,5,4 

4 no 2 J=K,~ . 
IFCABS(A(I,Jl l-S*Tl2,2,7 

7 lP(KJ=I 
JQ(K)=J 
PIVC=A(I,JJ 
T=ABSCPIVO/Sl 

L CONTINUE 
6 CONTINUE 

IFtTllOl,5, 101 
101 IF(IP(K)-Kl 8,qe,8 

é:S DO 9 J=l, N 
IPK=IP(K) 
Z=A(IPK Jl 
A(IPK,JJ=A(K:,J) 

9 A(K,Jl=Z 
98 IFJIQ(K)-KllG,2J,l0 
1 O l OK= 1 Q ( K) 

DO 11 I= 1, N 
Z=A(J,IQK) 
A ( I , I QK) =A ( I r K) 

11 ACI,KJ=Z 
20 00 12 J=lrN 

I F ( J -K} 1 ~., 14,13 
14 IH J l = 1/PIVO 

C(Jl=l. 
GO TO 15 

13 B(J)=-A(K,J)/PIVC 
C(J)=A(J,K) 

15 A(K,JJ=O. 
12 A(J,K)=O. 

DO 1 l=l,N 
DO 1 J=l,N 
A(l 1 J)=A(l,JJ+C(I)*8{J) 

1 CONTINUE 
DO lh KAUX=1,N 
K=N-KAUX+1 
IFliP(K)-KJ17,18,17 

17 DO 102 1=1,~ 
IPK=IP(K) 
Z=Ali,IPK) 
A ( I ,I PtO =A (I , ") 
A(I,Kl=l 

102 CO"tTINUE 
18 lF(IQ(K)-K)l04,16rlC4 

104 DO 103 J=1,N 
IQK=IQ(K) 
l=A(IQK,J) 
A!IQK,J)=A(K,J) 
A(K,J)=Z 

103 CONTINUE 
ló CONTINUE: 

GO TO 118 
5 WRITE(3,10C) 

100 FORMAT(///5X'PROGRAMA NAO EXECUTADO - MATRIZ SINGULAR'//) 
118 RETURN 

ENO 

FEATURES SUPPURTEO 
ONE WORD INTEGERS 
EXTENOED.PRECISION 

CORE REQUIREMENTS FOR GJRlS 
COMMDN O VARlAtiLES 344 PROuRAM 666 

RELATIVE ENTRY POINT ADORESS 15 017C (HEXJ 

ENO Of COMPILATION 
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f'AGE 3 

11 DUP 

MANCINI 

*STORE WS UA G~RlS 
CA~T IO 0016 Do AOD~· 4024 DR (:.,jT Ofl2C 

/1 FOR 
*IOCS(CARD,ll32PRINTE~,TYPEWRITER,KEY~04RD,JI~K,PLOTTER,l403PRINTER) 
*LIST SOURCE P~OGRAM 
*UNE WQRD INTEGERS 
*EXTENOED PRECISION 

c 

c 

c 

c 

K.EAL L, Ml.rJ(4C) 
O I '"i E N S I ú ~~ A A ( 4 O , 4 O ) , C C ( ~ J ) , F F ( 4 O ) 1 Q W ( 4 C' ) , Ç F ( 4 O ) 
~ E O NUMERO Gt SU8DIVISOES 
REA0(2lll L,N 

l FORMAT F5.0 1 13l 
H=L/N 
'-J=f\1+4 
~ERACAO DA MATRIZ DOS COEFICIENTES 
00 10 J=l,l'l 
CJO 10 K=l,N 

lC AA(J,K)=0. 
AA(l,3)=1. 
Aõ.C2d)=+l. 
AA(2,2l=-8. 
AA(2,3)=0. 
t.A(2 7 4)=+8. 
AA(2,5)=-1. 
t..A(3,N-4)=-l. 
AA(3 1 N-3)=+4. 
A.A( 3 1 N-2}=+6 •. 
AA(3,N-l}=-20. 
AA(3,NJ=+ll. 
NS2=N-2 
DO 2Ci M=3,NS2 
Y=(M-3)*H 
Ml=M+1 
AA{Ml,M-2)=+6.*tJ(Y}+S(Y)*H**2 
AA(Ml 1 M-l)=-12.~EJ(Y)-8.*S(Y)*H**2 
AA(M1,M+l)=l2.*EJ(Y}+8.*S(YJ*H**2 
AA(M1,M+2)=-6.*EJCYJ-S(Y)*H**2 

20 CONTINUE 
W=(N-4)*H 
AA(N,N-4J=-6.*EJ!Wl-SCW)*H**2 
AACN,N-3}=+36.*EJ(W)+6.*S(Wl*H**2 
~A(N,N-2)=-72.*EJCWJ-18.*S(W)*~**2 
AA(N,N-1)=+60.*~J(W)+lO.*SCWl*H**2 
AA(N,N}=-18.*EJ(W}+3.*S(w)*H**2 
CALL GJRlS(N,AAl 
TERMOS CONHECIOGS DO SISTEMA 
CCCll=O. 
CC(2}=0. 
CCC3l=O. 
~-lS2=N-2 
DO 30 M=3,NS2 
Y=(M-3)*H 
Ml=M+l 

30 CCCM1)=12.*Q(Y)*H**3 
W=CN-4)*H 
CC(N)=l2.*QCW)*H**3 
DO 4 •) I= 1, N 
FF(ll=O. 
DO 4C K=l,I'J 

40 FFCil=FF(I}+AACI,Kl*CC(!<..) 
IMPRESSAO DOS R~SULTADOS 
WK.ITE(3,2) 

2 FORMAT(//10X 1 'DESLOCAMENTOS 00 PAINEL'//12X,'Z',l0X,'U'//} 
NSl=N-1 ' 
00 Sü M=3,NS1 
Z=(J"1-3l*H 

50 WKITE(3,3)l,FF{M) 
3 FQRMAT{9X,f6.2,3X,El4.7/l 

MOMENTO FLETOR ~A PAREDE 
1\tSl=~-l 
Y={NS1-3l*H 
MWCNSl)=EJCYl*C+ll.*FF(N)-20.*FF{N-11+64*FFCN-2l+4~*FF(N-3) * -l.*Ff(N-4))/(12.*H**2) 

·NS2=N-2 
00 60 M-=3 ,NS2 
Y=(M-3J*H 

60 MW~M}=EJ(Y)*(-l.*FF(~-2)+16.*ff{M-l}-30.*FF{M)+l6.*FF(M+l) * -l.*FF(M+2))/(12.*H**2) 
WRITEC3 1 4) 

4 fORMAT(//lOX,'MOMENTOS FLETGRES NA PAREOE 1 //12X, 1 Z 1 ,10X, 1 MW'//) 
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f-AGE 4 MA ~-i( I 'l T 

c 

c 

•, s l = 4-l 
'!G 7: M=3,NSl 
L.=(M-3l*H 

7C ~~ITE(3,5)Z,M~(M) 
5 FDKMAT(0X,F6.2,JX,c14.7/) 

F ;_;:: C. .': C ü r-, T A \1 T E : , A P Me. E U c 
Y= ( -,-4) *H 
~; lo! ( '-i- l l =-E J ( Y ) * ( + 3 • *F F ( ''~ I - l ,.. • *F f ( ; ~- 1 J + 1 L • * f f- ( N- 2 ) - 6 • *F F ( .\J-3 l 

"' +l.*Fr(·\1-4) l/l2.*H**3J 
L';J :~;: ·"~=3, NS2 
Y = ( :· - 3 ) -* H 

60 6~(~)=-~J(Yl*(-l.*Ff-(M-2)+2.*f-Fl~-1J-2.~~F(~+l)+l.*FF(M+2))/ 
* ( 2. *H** 3) 
~<?,Ift:(3 1 6l 

6 fGRMAT(//lOX,'FO~CAS CD~TA~TES ~A PA~ED2 1 //12X,'Z',l0X, 1 QW 1 //) 

lO 9':• 1'io=3,NS1 
Z=(M-j):i't-1 

90 WRITE(3 1 7)Z,QW(M) 
7 FORMAT(9X,F6.2 1 ~X 1 El4.7/) 

FO~CA CORTANTE ~O DGRTI(O 
Y=(~-4l*H 
Q F ( •\i - 1 ) = s ( y ) * ( + 3 • * F F ( N ) + F' • ~= F F ( I~- 1 ) - l 8 • * F F ( N- 2 ) + 6 • * F F ( •'li- 3 ) 

* -l.*FF(~-4))/(12.*Hl 
no 100 M=3,~~sz 
Y=(M-3)*H 

100 QF(Ml=$(Y)*(+1.*FFIM-2)-B.*FFCM-ll+b.*FF(M+l)-l.*FFC~+2)) * /Cl2.*Hl 
WRITE(3,8) 

8 FORMAT(J/10X 1
1 F•JRCAS C:JK.TA'ITES !'lÜ PORTIC0 1 //l2X,'Z',l0X,'QF'//l 

,J[J lli) M=3,t~Sl 
Z=(M-3l*H 

110 WRITE(3,~)l 1 QF(~) 
g FCRMATC~X,F6.2,3X,El4.7/l 

:.:.ALL E:XIT 
é'-40 

FEATURES SUPPORTED 
ONt WORD INTEGERS 
~XTENSED P~ECISION 
ICCS 

CO~E ~~QUIREMENTS FOR 
COMMO~ 0 VARIA6LES 

ENC ü~ COMPILATION 

11 Xt:Q 

G~SL8CAMENT05 DJ PAINEL 

l 

(' • ')o 

b. G•J 

a.oc 
12.00 

13.00 

ló.CJ 

í: 1.00 

24.00 

27.00 

30.00 

u 

ú • O :· O O O C O E O O · 

O. 3·:33436t-C2 

1). hi343ô5E-Ol 

·J.2C·4050?E-Ol 

0.31404Clf-Ol 

G.42544C:9f-Ol 

J.SZ65370c-Jl 

0.615C394E-Ol 

0.6B44751E-Ol 

O. 7 38 C.2 56E- 1.Jl 

G.7764901E-ül 

MOMENTDS FLETORES NA PA~EDE 

z 

lo58 
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2 - Associaçio Tridimensional de Paredes e P6rticos 

O programa escrito e restrito aos ' casos em que o con-

junto de paredes ~ nio degenerado, isto ~. deve existir pelo m~ 

n·os· três paredes não concorrentes eT!l um mesmo ponto e não para-

lelas a uma mesma reta. Como foram utilizadas as expressÕes de-

duzidas no Cap. III, caso nio se cumpra esta hip6tese é necessâ 

rio alterar converiientemente as equaçÕes· relativas is condiçÕes 

de contorno. 

-Os dados de entrada do programa principal sao: 

L - altura do edifício 

A, B e C - componentes do vetor de carga 

N - número de subdivisÕes da rede 

NW - de paredes - numero 

NF - de pÓrticos - numero 

AW(I), BW(I), CW(I) - coordenadas da parede genérica i 

AF (I) , BF (I) , CF(I) - coordenadas do pÓrtico genérico i· 

O subprograma FUNCTION Q(Z) define a força cortante ex 

terna em função da altura z. 

Para definir a rigidez s do pÓrtico K, no ponto M da 

malha é utilizada a matriz SS(K,M) no subprograma FUNCTION DEFS. 

As rigidezes das paredes são definidas da mesma forma 

através da matriz JJ(K,M) do subprograma FUNCTION DEFJ. 

A subrotina CALCl monta as matrizes [J] e [s] do siste 

ma de equaç~es diferenci~i~ e a subrotina GJRlS inverte a matriz 

dos deslocamentos inc6gnitas. 

sio impressos os deslocamentos da origem do sistema de 

referência (UB e VB), as rotaçÕes dos diafragmas (WB), os deslo-

camentos dos painéis segundo seu ~lano , os mo~entos fletor~s e 

forças cortantes nas paredes e as forças cortantes nos p9rticos. 

A seguir apresenta-se a listagem do programa. 
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?AGe l 

11 J üB T 

CA r<.T S O;::C 
OU l b 

C~ k f AV~l l ? HY Dk TV ~ 
:'J) l o ~o o::. 

\' 2 ~: l C 

* EQ UA T ( P Rf'H l , ;~ :u. ) 

1/ f<)f<'. 
:,~ L r s T s C! u ~z c !-:. r> ,, í 1 G;:.:, A,,., 
,;: WJ t iPJ (_, ,-<, u l i'i T c ~; t: ..<,. :) 

*E XTE~ U i O ~~EC l~[ U~ 
FUNC T ll Jhi :J ( I_ ) 
:>-l.3*Z+ 3q . 
-<c T Li ; : r ~ 
ét-J f_) 

~ EA TUKE S SU PP Uk T ~O 
ON E ~nkD I ~ T ~GEK S 
E XT t ~J E O P ~E CISI ON 

COR~ REQU I KE MEN TS ~ OR Q 
C CJ M !'i U !..J 0 V A R I A;:, L f S 4 PROG RAM 

RE LATIV E EN TRY PO I NT ~OORES S I S OOO A (HEX) 

END DF COMPILATION 

11 DUP 

"' S TORê wS UA Q 
C.:..~K T I D 00 1 6 DB Aoo ·, ·+0 1 9 

11 FUK 
*LIST SOUkCc PROG RAM 
*ONE WORD INTtGERS 
*EX TE ND EO PRECISI ON 

ns oH 

SUb RO UTI NE OEF S {N, NF,H,S S ) 
D 1 ME ''i S l O t~ C ( 1 O ) , O ( 1 () ) , S S C 1 ú , 1 ? ) 
DO i \.' K = l , N F 

l O KEA0 {2,ll C( K ), ü (K) 
1 FOf<MAT(2fl 0 . 0 ) 

NS l= N-1 
O O 2 O 1<. = l , ~!F 
DG 2C M=3,NS1 
Z=(M-3)>:'H 

2 C S S ( r< , M ) =C ( K ) * Z + :; ( K ) 
RE T U~ f·~ 
-f\! O 

f EATU RE S SU PPOk T ~n 
Oi-~ t WCJRD I fi T EGERS 
E XT~~O~D PKEC I S I UN 

CO RE KtWUIREM E ~ T S F D~ DEF S 

0 00 3 

COMMUN C V A R IA d L ~ S b S PROGR AM 

~E LATIVE ENTRY POI NT ADDRESS I S OC 4A (HEX) 

tNO OF COMPILATIO I 

11 OUP 

*STORc WS UA Df FS 
CAK T I D 0 0 16 Db AO D ~ 4 u LC 

11 FOR 
*LISf SOUKCE PROG~AM 
~ UNE WUR O I NTEG ERS 
*EXTE~ D ED PRECiSI ON 

SUBkOUTI NE CEFJC N, Nw,H,JJ) 
i-l- EAL JJ(l 0 ,15) 
fHMt:NSIO"l t.I.C l C l , BC l Ol 
DO 10 l<.=l,I'IW 

lO READ(2,l)A(KJ, B(K) 
l FORMAl (2Fl O. Ol 

NSl=N-1 
DO 20 t<=l,NW 
L; Q 20 M=3,NS1 
Z=( M- 3l*H 

2 0 JJ(~,M)=6(K)*l+ ~ (K) 
RETURí'-l 

0008 

MAN CI NI l 

2 4 

1 08 
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FEATURES .SUPPORTEO -
ONE wORD INTEGERS 
iXTENJED PRECISION 

COKE REQUIREMENTS FOR OEFJ 
COMMON O VARIABLES 

- 135 -

68 PI{Q.;H,AM 

RELATIVE ENTRY POINT AOORESS IS OJ4A (HEX) 

END GF COMPILATION 

11 DUP 

*~TOR~ WS UA OEFJ 
LART I0 0016 DB AOD~ 4024 

11 FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*uNE wORD INTEGERS 
*EXJENDED PRECISION 

Ll5 CNT OOC8 

lOô 

SUBROUTINE CALC1(ArB,C,~S,~FW,NrD•J,X) 
REAl JS!lO 15} 
DIMENSION 1t10),8(10l,C{l0),0(10),X(3,3,15) 
NSl=N-1 
DO 10 M=3,NS1 
DO 10 1=1 3 

10 X(l,.J,M)=O •. 
DO 20 M=3,NS1 
DO 20 K=l,NFW 
X(l 7 J,M)=X(l,J,M)+JS(K,Ml*A(K)*O(K) 
XC2,J,M)=X(2,J,M)+JS(K,M)*B(K)*DCKl 

20 X!3,J,M}=X(3,J,~)+JSIK 1 M)*C(K)*0(K) 
RETURN 
END . 

FEATURES SUPPORTEO 
ONE WORD INTEGERS 
EXTE~DED PRECISION 

CORE REQUIREMENTS FOR CALCl 
COMMON O ~ARIA&LES 10 PROGRAM 

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS OGOF CHEXl 

ENO OF CO~PILATION 

11 DUP 

*STORE WS UA CALC1 
CART 10 0016 OH AOOK 4D2C 

11 FOR 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDED PRECISICN 
*LIST SOURCE PROG~AM 

SUBROUTI~E GJRlSC~,A) 

05 CNT OOOE 

8lMtNSION A(45,45),BC45),C(45),IP(45),IQ(45} 
00 1 K=l,N 
T=ü. 
DO 6 I=t<,N 
s=v. 
DO 3 J=K N 

3 S=S+ABSCÀCI,J)) 
IF($)4,5,4 

4 DO 2 J=K 1 N 
IFCABSCACI,Jll-S*Tl2,2,7 

7 IP(K)=I 
lQ(t<}=J 
PIVO=A(l 7 Jl 
T=A5SCPIVO/S) 

2 CONTINUE: 
b CONTINUE 

IF(T)l01,5,101 
101 IFCIP(K)-Kl 6,98,8 

8 DO 9 J=lrN 
IPK=IPCK.) . 

it~~~';}J~l(K 7 J) 
9 A (.J( I J J.-= l 

9B If( Q(K)-K)l0,20,l0 
1 O I QK= I Q ( K) 
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0011 1=1,1'11 
l=A(I,Il.iK) 
i.\ ( I , I QK ) =A ( [ , K) 

11 A(l,K)=Z 
2 ~ !1 c 1 2 J = l ' ,\; 

IF(J-Kl 13,14,13 
14 3(J}=1/PIVC 

C!Jl=l. 
.;o TJ 15 

13 b(J)=-A{~ 7 J}/PIVC 
C. ( J ) = .~ ( J r K ) 

15 A{K,J)=·v. 
12 :..(J,r,J=.J. 

L}G 1 I= l 'N 
'0 1 J=l,~~ 
i:.. ( I , J l = 0. ( I , J ) +C ( I l * t: ( J I 

1 C:O!\lTii\iu.:: 
''G lb Ki:.UX=l,: ... 
K=N-K.4UX+ 1 
IF(}P(Kl-Kl17,18 7 17 

1 ·r DO 1 ·: 2 I = 1 , :·~ 
IPK=lP(K) 
Z=A{l,IPK) 
A( I, IPK)=A( I,K) 
A(l,Kl=Z 

102 CONTINUE 
1D IF( !Ç(Kl-KllC:4,16,1•~·4 

104 DO 103 -.~=1,N 
IQK=IQ(K) 
Z=A(IQK,J) 
A(JQK,J)=A(K,J) 
A(K,J)=l 

103 CONTI:Wé 
16 CONTINUE 

GO TC 118 
5 WRITE(3,100) 

- 136 -

100 FORMAT(///5X 1 PROGRAMA NAO EXECUTADO - MATRIZ SINGULAR'//) 
118 R.ETURN 

ENO 

FEATUKES SUPPúRTED 
ONE WORD INTEGE~S 
EXTENDEO PRECISION 

CORE ~EQUIREMENTS FOR GJRIS 
COHMON C VARIABLES 384 PROGRAM b66 

RELATIVE ~NTRY POINT ADORES$ IS 01A4 (HEX) 

ENO UF COMPILATION 

11 DUP 

*STORE WS UA GJRlS 
CART 10 OC16 DB ADO~ 403A 08 CNT 002C 

11 FOR 
•IOCS(CARO,l132PRINTEn,TYPEWRITER,KEYBOARD,DISK,PLOTTER,l483PRINTERl 
*LIST SOURCE PROG~A~ 
*DNE WORD INT~GERS 
*EXTENDED PRECISION 

REAL L, JJ(l0,15),JJJ(3,3,15),MW(l5),MWA(3) 
O I ME N SI ON A w ( 1 O l , B W ( 1 C ) , C W ( 1 O ) , A F ( 1 O ) , B f ( 1 O l , C F ( 1 C1 ) , S S S ( 3 , 3 , 1 5 ) , '* S S ( 1 O, l?) , AA ( 4 5, 4 5) , C::: ( 4 5) 1 F F( 4 5 l , Q WA ( 3) , Q lti ( 15) , QF A ( 3) , Q F- ( 1 5 ) 
REA0(2 1 1) A,B,C,L -

l FORMAT(3F5.0,F10.0) 
R E A O { 2 , 2 l N r N W , ~l F 

2 F-ORMAT(3!5) 
00 E: 1=1,/l.iW 

10 KEAüC2 1 3} AW(Il 7 BWCI) ,C~(ll 
3 FORMATC3F5.C'l 

00 2C I=l,NF 
20 REA0(2 7 4)AF(!),0F(IJ,CF(I) 

4 FOR.MAT(3F~.·Jl 
H=L/N 
~J=N+4 
CALL DEFJ(N 7 NW,H 1 JJ) 
CALL DtFS(N,NF,H,SS) 
CALL CALClCAW,BW,CW,JJ,NW,~,AW,1,JJJl 
CALL CALCl(Aw,Bw,CW,JJ,NW,N,BW,2,JJJ) 
CALL CALCl(AW,BW,C~,JJ,~W,~rCW,3,JJJ) 
CA~L CALCl(Af,BF,CF,SS,NF,~,A~,l,SSS) 
CALL CALCl(AF,BF,CF,SS,NF,~,RF,2,SSSl 
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c 

c 

c 

c 

c 

c 

c 

c 

CALL CALC 1 ( A"F, B F, C F, S S, N f, .'-J, C F, 3, S S S) 
NM3=3*N 
00 30 J=l,NM3 
DO 30 K=l,NM3 

30 AA(J,Kl=G. 
CONOICAO DE CONTORNO U=V=W=G 
DO 40 1=1,3 
IlN3'::U-1 l~N+3 

40 AA(l;llN3)=l. 
CONDICAO DE CONTO~NC U'=V'=A'=G 
~)Ü 5G I=lt 3 
13=1+3 
IlNl={l-l)*N+l 
11N2=( l-1 )*N+2 
I 1 N 3 = ( I -U * 1'.:+ 3 
IlN4=(1-l}*f\:+4 
IlN?=(I-ll'*N+5 
AA ( I 3, I lN 1 ) = + 1. 
AA(l3 1 llN2)=-8. 
AA(I3,11N3)=ú. 
AA(l3 1 11N4)=+8. 

50 AACI3,11N5)=-l. 
CONOICAO DE CONTORNO U''=V''=W''=O 
00 60 1=1,3 
16=1+6 
IN4=I*N-4 
IN3=l*N-3 
1N2=I*H-2 
INl=I*N-1 
IN=l*N 
AA(Ib,IN4)=-l. 
~ACI6,IN3J=+4. 
AA(I6,IN2)=+6. 
AA(l6,I~l)=-20. 

60 AA(J6,1N)=+ll. 
F.OUACOES GERAIS 
NS2=N-2 
DO 70 M=3,NS2 
DO 70 K=l 1 3 
DO 70 1=1,3 
,"\K6=3* ( M-2) +K+6-
MINS2=M+(I-l}*N-2 
MINSl=M+(l-l)*N-1 
MINAl=M+(I-l)*N+l 
MINA2=M~(l-l)*N+2 
AA(MK6,MINS2l=+6.*JJJ(K,l,~}+SSS(K,I,M)*H**2 
AACMK6,MINS1)=-12.*JJJ(K,J,M)-8.*SSS(K,f,~l*H**2 
AA(MK6,MINA1)=+12.*JJJ(K,I,M)+8.*SSS{K,1 1 M)*H**2 

70 AA(MK6,MTNA2)=-6.*JJJ(K,I 1 M)-$SS(K,l,M)*H**2 
EQUACOES PA~A n TOPO 
00 tiO t<=l 1 3 
00 8D 1=1,3 
NK3=3*N-3+K 
IN4=I*N-4 
IN3=I*N-3 
IN2=I*N-2 
INl=I*N-1 
IN=l*N 
NSl=N-1 
AA(NK3,IN4}=-6.*JJJ(t<,I,NS1J-SSS{K,I,NSI)*H**2 
AACNK3,IN3)=36.*JJJ(K 1 T,NS1)+6.*SSS(K,I,NSll*H**2 
AA(NK3,1N2l=-72.*JJJ(Kti,~Sl)-lb.*SSS(K,I,~Sl)*H**2 
AA(NK3,IN1)=60.*JJJ(K,l 1 NSll+lO.*SSS(K,I,NS1)*H**2 

80 AA(NK3,1N)=-18.*JJJ(K,I,NS1)+3.*SS~(K,I,NSl)*H**2 
INVERSAO DA MAT~IZ DOS COEFICIE~TES 
NM3=3*N 
CALL GJR1S(NM3,AA) 
MATRIZ DOS TERMOS CO~HECIDOS 
DO 90 1=1,9 

90 CC(l)=O. 
NS2=N-2 
00 100 M=3,'NS2 
Y= { ~-3) *H 
CCC3*~+1)=12.*0(Y)*A*H**3 
CC(3*M+2)=12.*Q(Y)*ô*H**3 

100 CC(3*M+3)=12.*Q(Y)*C*H**3 
W=(N-4}*H 
CCC3*N-2)=12·*0CW)*A*H**3 
CC{3*H-ll=l2.*Q(WJ*B*H**3 
CC(3*Nt=l2.*Q(Wl*C*H**3 
OBTENCAO DAS lNCOGNITAS 
NM3=3*N 
DO .110 l=l,NM3 
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Ff(l)=O. 
UO 110 K=l NM3 

110 F-F(ll=FF(Jl+At.(1 1 Kl*CC(KJ 
L l~PRESSAO DOS ReSULTADOS 

'~ .~ J T E ( 3 1 5 l 
~ ~ORMAT(//12X, 1 Z',l0Xy 1 UB',l~X,'V0 1 ,l~X,'WB 1 //) 

'iS l = 01-1 
r)[ l 2 C M = 3 , N S l 
l=(M-3}*H 
MAN=M+N 
·42·11=~'<~+2*1\1 

1 2 ·-· .,., .;_ 1 r E 1 3, 6 J l, F F 1 M > , F F c M.A '\1 J , F F < MA L ... J 
') F•JF\~AT(-1X,F6.2,3(3X,t:l4.ll/) 

C. fJtSLUCAMENTUS DAS PAKEDE:S 
:•C 130 l=l,NW 
wdTf{3,7) 1 

7 Hi~M1f(//l 'X,•o:=sLOCAMENTí:) nA PAR.EDE',I2//12X,'l',l0X,'UW 1 //l 
L;LJ 13tJ M=3,-~Si 
Z=(M-3l*H 
MAN=M+N 
M A-2 N = llit+ 2 *N 
UW=AW(I)*ff(M)+8W(ll*FF(MANJ+CWCil*FF(M~2N) 

130 ~RITc(3,B)l,UW 
b ~ORMAT(9X,F6.2 1 3X,El4.7/) 

L DESLOCAMENTOS OQS PORTICOS 
00 140 I= 1 , ,..F 
WRl-T E ( l, 9 } I 

9 F-ORMAT{//lOX, 'DESlOCAP+ENTOS 00 PORTICO', 12// * l2X, 4 Z 1 ,lOX,'UF'//) 
DO 140 M=3,NS1 
Z=01-3J*H 
MAN=M+N 
i"1AUJ=M+2*N 
UF=AF(IJ*FFfM)+BFti>*FF(MA~l+CF(l}*f~(MA2N) 

140 WRITEC3 1 12l I,UF 
12 FORMATl9X~f6.2,3X,El4.7/) 

MOMENTOS FlETORES NAS PAREDES 
00 150 l=l,liW 
WRITEC3. 1 13) I 

13 F-ORMAT(//10X 1 'MOMENTOS FLET0~ES NA PAREOE',I2// 
* 12X,'l',10X, 1 MW 1 //l 

uo 170 J=lt3 
J l N"" { J-1 } *N 
NN=N+JlN 
-üN-=N+JlN-1 
!\l2N=N+J lN-í:: 
N3.N=N+JlN-3 
!i'tN=N+~N,...4 

1 7 O M WA { J l ::0" f +ll.,=*FF ( NN ) -2 O.* f F { N 1 N ) + 6. *F F I N 2 N ) + 4. *F f ( N3 l'l) * -1.*Ff(N4N))/(12.*H**2) 
~sl=N-1 
MW(~$l}=JJ(l,NSl)*(AW(I)*MHA(1)+BW(I)*MWA{2)+CW(l)*MWA(3)} 
;-4S2=N-2 
üO 180 M=3,NS2 
DO 190 J=1,3 
J 1 N= ( J-l) *N 
~M=JlN+M 
f\!MS2=JlN+M-2 
~'tMS l = J 1 N+M-1 
,~MAl=J lN+M+ 1 
~MA2=JlN+M+2 

190 MWA(JJ={-~.*FF(NMS2)+16.*FF(NMSll-30.*FF(NM)+l6.*FFCNMAl) * -l.*Ff(NMA2})/(12.*H**2l 
180 MW(M)=JJ(l 1 M)*(AW(Il*MWA(l)+&W(Il*MWA(2)+CW(l~*MWA(3)) 

NSl=N-1 
DO 200 M=3,NS1 
l=(M-3)#H 

20~ WRITE{3 1 14)l 1 MW(Ml 
14 FORMAT(9X,Fó.2,3X,El4.7/) 

15v CONTINUE 
C fORCAS CORTANTES NAS PAREDES 

00 210 l=l,NW 
wRITE(3,15J l 

1~ FORMAT(//lOX, •FORCAS CORTANTES NA PARf:Ot:' ,!2// * l2X, 1 Z1 ,lOX, 1 QW 1 //) 

00 230 J=l,3 
JlN=(J•l)*N 
NN=N+JlN 
i\llN=N+JlN-1 
NZN=N+JlN'-2 
l'l3N=N+JlN-3 
N4N=N+~lN-4 . 

230.QWAIJ)={+3.*FFfNN)-10~*FFCNlN)+l2.*FF(N2N)-6.*FF(H3N) 
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* +l.*FF(N4N))/(2.*H**3l 
:~s 1=N-1 
~W(~Sll=-JJ(l 1 NSll*(A~(l)*OWA(l)+bk(ll*~WA(2}+CW(!)*QWA{3)) 
\l$2=:"1-2 
!:10 2 4 O M = 3, ·"i S 2 
DO 250 J=1,3 
JlN=(J-l)*r~ 
NM:J1N+M 
:\1!11$2-=J l"Ht-1-2 
i\MSl=Jl~~+M-1 
'i~'1Al=Jl·,H11+l 
~. ('-1 A 2 = J 1 ··~ + ,"1 + 2 

250 WWA(J)=(-l.*FFCNMS2l+2.*~F(~~Sll-2.*FF(~MAll+l.*FF(~~A2ll 
* /(2.*H**3) 

240 QW(Ml=-JJ{!,M)*{AW(l)*QW~(l)+8W{l)*QWAI2l+CW(Il*QWA(3)) 
:'iSl-=N-1 
DO 2.60 M=3,NSl 
Z.= ( ~-3) *t-1-

260 WRITf(3 1 lb)l,Q~(M) 
16 FORMAT(YX,F6.2,3X,E14.7/l 

210 CONTINUE 
C FOxCAS CORTANTES NOS PO~TICGS 

'JO 2 7 C I= l , \J F 
vi r<, I T E ( 3 , l 7 l I 

17 ~O~MAT(//lúX,'FJRCAS CO~TA~TES NO PORTICO',I2// 
* 12X,'Z',10X,'~F 1 //l 

00 290 J=l,3 
J 1 N-= { J-1 ) *N 
'l"l=N+JlN 
i·J lN=N+J lN-1 
N2N=N+JlN-2 
"J3N=r-~+J lN-3 
··J4N=N+J l N-4 

290 QFA(J)={+3.*fF(~Nl+lO.*FFCN1N)-18.*FEIN2Nl+6.*FF(N3~) * -l.*FFCN4N))/(12.*H} 
~'is 1=N-1 
QrCNSll=SSli,NSll*(AF(I}*QFA(ll+BF(fl*~rA(2}+CFCI)*OFAC3l l 
\iS 2=;'l-2 
C;O 30ú M=3,,\lS2 
00 310 J=1,3 
JlN=(J-1l*N 
NM=JPJ+M 
NMS2=JlN+M-2 
NMSl=JlN+M-1 
'iMA1=JlN+M+l 
:~MA2=J 1N+M+2 

3 1 G 0 F A ( J ) = ( + 1 • * F F ( ·'~ M S 2 l - 8 • * f F ( "4 M S 1 l + 8 • * F F ( ;'l M A 1 ) - 1. * F F ( '~ M A 2 l ) 
* /(l2.*H) 

30ü QF(MJ=SS(l,M)*(AF(I)*QFA(l)+BF(ll*CFA(2J+CF(I}*QFA(3)) 
~Sl=l\i-1 
no 3 2 o M = 3 , f-J s 1 
l=(M-3l*H 

320 WRITt!3,18)l,QF(M) 
18 FORMAT{4X 1 Fo.Z,3X,E14.7/l 

270 CONTINUE 
CALL EXIT 
ti'lD 

F~ATUkCS ~UPPO~TEO 
ONE WO~O lNT~GERS 
EXTENDEO PRECISlüN 
IllCS 

CG~E KtCUIREME~TS FOR 
. CUMI"'iúN C VAKIAELES 8490 P.ROGRAM 3286 

~~O OF COMPILATION 

/1 XE~,i 

z UB v e 

c.oo G.OíiOOOOOE Oü O.OOOOOGCE o c 
3. OC: 0.3-:l93616E-04 0.4414455Í;-02 

6.00 C.2554764E-03 O.l550250E:-G1 

g.Q0 fJ. 7763941E-G3 C1 • 3C73294E-Ol 

o • o o o 'J o o o t o o 
ü.540539GE-03 

0.2026322E-02 

0.4224671E-02 
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