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FLEXO-TORÇÃO: BARRAS COM SEÇÃO ABERTA E PARED'I<.:S DET_,GADAS 

NOTAS DE AULA 

INTRODUÇÃO 

A Resistência dos Materiais, a partir de 1940 recebeu um 

considerável avanço com a teoria proposta por B.Z. Vlassov (1) 

para barras de seção delgada. 

A partir de Vlassov as peças estruturais unidimensionais 

(uma dimensão predominante sobre as outras) passaram a apresentar 

um novo grupo formado pelas unidimensionais de seção transversal 

com paredes delgadas. 

A tendência de reduzir o peso próprio das estruturas 

leva ao uso de barras com paredes de espessura pequena, (barras 

com seção delgada) . O mesmo módulo de resistência pode ser obtido 

com tanto menos peso próprio quanto mais delgada for a seçao, 

surgindo, no entanto, uma série de problemas provenientes em 

primeiro lugar da falta de estabilidade. 

A teoria das barras de seçao delgada teve seu 

desenvolvimento impulsionado, em grande parte, pelas exigências 

de um projeto racional de estrutura de aviões, construções 

navais, sendo também aplicada correntemente nas estruturas 

metálicas, no cálculo de elementos pré-fabricados de argamassa 

armada e no cálculo de núcleos de edifícios elevados. 

TEORIA DE FLEXO TORÇÃO 

1) Generalidades 

As barras que mais necessitam do estudo da flexotorção(ten­

do-se, também,em vista o estudo da estabilidade) sao as de seçao 

delgada aberta.Nas barras de seçao delgada vazada os fenô­

menos da perda de estabilidade são muitos menos pronunciados. 
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a) Uma barra é considerada de seçao delgada (aberta no caso) 

quando suas dimensões relativas satisfazem as seguintes ordens de 

grandeza: 

t 
d ~ 0,1 e d "I ~ 0,1 

onde: t = espessura da parede 

d = dimensão característica da seçao transversal 

9., = VaO 

FIGURA 

SECÇÃO DELGADA ABERTA 
COM TRECHO CUII\'0 

b) A seçao delgada pode ser constituída de paredes retas ou 

curvas e é definida pela "linha do esqueleto" (linha que divide a 

espessura t ao meio). 

c) O sistema de referência xyz tem origem nos centros de 

gravidade das seções transversais sendo: 

x = eixo longitudinal 

y e z = eixos principais de inércia 

o sistema xyz e tal que para um obsArvador no sentido 

positivo do eixo x, o eixo y coincide com o eixo z por uma 
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rotação de 90° no sentido horário. 

É considerada ainda·uma ordenadas que corre ao longo da 

linha do esqueleto em sentido arbritário. A origem Os de s e o 

seu sentido serão ainda convenientemente determinados. 

d) A espessura t da seçao transversal pode ser variável 

com s, sendo um elemento de área da seção definido por: 

dS = t.ds 

e) A seçao transversal e considerada constante com x. 

2}Suposições básicas de cáculos 

(t=f(s)) 

a) Após a deformação da barra, a seçao transversal projeta-se 

indeformada no seu plano (zy), comportando-se pois corno se fosse 

rija nesse plano. 

b) A superfície média (perpendicular à seção transversal e pela 

linha do esqueleto) não sofre distorções. 

Na deformação da peça a linha do esqueleto mantém sua 

proJeçao sobre o plano da seçao. são portanto admitidas 

translações e rotações da seçao inteira, mas deslocamentos 

relativos dos pontos da seção apenas na direção longitudinal da 

peça (x). 

Obs.: no projeto de barras de seçao delgada sao previstos 

"diafrágrnas transversaisn que garantem um comportamento de 

acordo com as suposições de cálculo. 

3)Centro de torção ou centro de cisalhamento de urna seçao delgada 

aberta (D) 

Urna viga carregada com forças transversais em posições 

arbitrárias fica solicitada à flexão e torção. 

Define-se corno centro de torção o ponto do plano da 

seçao pelo qual deve passar o plano de aplicação, da resultante 

das cargas transversais de modo que nao ocorra torção, e sim, 
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apenas flexão. 

Sendo a seçao delgada, pode-se fazer a suposição de que 

as tensões -r provocadas pela força cortante Q sejam uniformemente 

distribuídas sobre a espessura t e tenham a direção da tangente à 

linha do esqueleto. 

Da Resistência dos Materiais 

QM­s 
T = 

ti 

FIGURA 2 

onde o momento estático M e o momento de inércia I são tornados s 
em relação ao eixo principal apropriado. 

Supõe-se inicialmente um carregamento paralelo ao eixo 

principal y. 

Q = Q 
y 

I = I z 

M = y dS = rs y t ds 
s 

Js Js 
1 

4 



A força de cis'alhamento transmitida num elemento de 

comprimento ds é: 

1" dS = L tds 

~y ./ 

K 
\ 

\ 
\ 

niACO DO PLANO _À 
DE CARGAS . 

(LUGAR GEOMÉTRICO DE 0) 

FIGURA 3 

Para que nao ocorra torção a resultante destas forças 

elementares deve ser igual em valor (módulo) e posição à força 

cortante Q, cuja linha de ação e um lugar geométrico do centro de 

torção p~ocurado, indicado por D. 

Executando o estudo para forças em duas direções, por 

exemplo, nas direções dos eixos y e z (planos paralelos a xy e 

xz) acha-se D como interseção dos dois lugares geométricos. 

Portanto a condição que fornece a localização de D é que 

a resultante dos momentos das forças L dS em relação ao centro de 

torção D seja nula. 

A resultante dos momentos e obtida através da integral 

em toda a seção S. Assim, 

= (LdS). n = 0 
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onde n é a distância de o-à tangente ao esqueleto. 

~u•~ oo 
/ / ESOUELET() 

v 

FIGURA 4 

Para a carga na dire.ção do eixo y (plano de carga 

paralelo ao plano xy)' tem-se: 

t QyMs 
dS n = o ti

2 

s2 s 
Qy 

J ~ [ J y tds] 
n t ds = o 

I z 
sl sl 

r[ s 

~ L y t ds] n ds = o 
Iz 

sl 1 

Como ~ 
Iz 

;: O vem que: 

J 
s 

2 

[ J 
5 

y t ds J n ds ~ O 

s s 1 1 
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integrando por partes tem-se: 

J a db = ab - J b da 

a - Js y t ds ~ da = y t ds 
- sl 

db = n ds b =r n ds logo: 

sl 

( Js y t ds) r n ds ls2 - rs2 [ r n ds J y t ds 
sl sl sl JSl sl 

Como t ydS = o (momento estático) tem-se: 

J:l y t ds = O para s = s 2 e para s = sl 

r2 [ J:l J Portanto: n ds y t ds = o 
sl 

O termo entre colchetes 

J
s n ãs e chamado, segundo 

sl 
VLASSOV, de área setorial da seçao e indicado por ~, 

Portanto a condição para determinação do ponto D é: 

J 
w y dS = O 

s 
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Um segundo estudo, análogo a este, para cargas 

paralelas ao eixo z (plano xz) fornece a outra condição de modo 

que: 

y dS = O 

e (são as condições para a de­

terminação do centro de torção) 

1 
w z dS = O 

s 

Os termos w ydS e Is w zdS sao chamados de 

setoriais e se referem aos eixos principais de inércia. 

Note-se que a area setorial ·w definida corno 

(I) 

produtos 

J

s 

\ 
n ds 

representa, conforme a figura 5 o dobro da área do setor 

determinado pelo elemento ds do esqueleto e o polo D. 

FIGURA 5 

A posição da origem da ordenada s não influe no 

resultado (cálculo de D) . Deslocando-se a origem aparecerá um 
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acréscimo constante na funçã·o w , de modo que a contribuição desta 

constante em: 

L "' y dS = o 

w* = w + k 

(w+k) y 

e Jsw z dS = O sera nula, pois: 

(momento·es­

tático = O) 

Tendo-se em vista certas aplicações futuras determina-se 

a posição desta origem Os de tal forma que a condição: 

f 
w dS = O 

s 
seja satisfeita 

O termo I 
5 

w dS , por analogia como o momento estático da 

Resistência dos Materiais Ms = JS ydS recebe o nome de momento 

estatico setorial. 

a are a setorial é obtida com polo em D, a 

partir origem particular os e de modo que o momento 

estatico setorial, em toda a seção saja_~~lo, essa área setorial 

recebe o nome de área setorial principal. 

Quando 

de uma 

Para se obter essa origem Os particular, determina-se 

w com uma origem arbitrariamente escolhida. 

Fazendo-se w = w + C -+ W· = w - C 

onde w e a area setorial com origem Os satisfazendo 

f 
w dS = O 

s 
e C uma Constante 
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f w dS = O = (w-C) dS = O 
J s 

L - dS - C L dS w = o 

1 L - dS c = s w 

4)Fórmulas para cálculo das coordenadas do Centro de Torção D 

A forma implícita das condições (I) impede sua aplicação 

direta na determinação do centro de torção D. 

Uma interpretação geométrica da área setorial fornecerá 

expressoes explícitas nas coordenadas de D ( YniZD) · 

A figura 6 mostra um trecho do esqueleto com a origemo 
s 

(y0 ;z0 ), o ponto genérico Q (y;z) e o centro de torção D (yD;zD) · 

z :: 
I-. 

Zo 

Zo 

z C.G. 

Yo 

M 

HORÁRIO Yo 

w>O 
iy 

_ _j_ 
L 

y 

FIGURA 6 

area do t~iângulo MDOs = area do triângulo NDOs +(indicada por ~) 
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area K M Os Q ~ (indicada por A) 

area L N Os Q ~ (indicada por B) 

De acordo com a definição de w tem-se 

area K D L Q = 2ó + A + B (área do retângulo) 

area do triângulo D Q L ~ + B +ó 

Portanto pode-se escrever: 

2ó + A + B = 2 <-2-+B+ó) 

ou w = A - B 

b) Convenção de sinais para a área setorial 

O sinal da função w e positivo quando o raio vetor 

traçado com centro em D gira, a partir de Os para um ponto 

genérico Q, no sentido horário,para um observador olhando no 

sentido positivo do eixo X. 

c) Cálculo das coordenadas do ponto D 

Para se obter, finalmente, as fórmulas procuradas 

escolhe-se arbitrariamente um polo provisório P. 

Indicando-se com ~ a" área setorial com polo provisório 

P pode-se escrever considerando a propriedade w = A - B da area 

setorial. 

w = A' - B' p 
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Sendo y p e z p as coordenadas do polo P (yp 

tem-se, de acordo com a figura 7. 

A' = A + A" 

B' = B + B" 

I 
z 

~ r- zo 

X z 
C.G. 

yp 
P( Yp' zp l 

Yo 

N' 
y 

L' L 1- zp 

~ 1 ZD 

FIGURA 7 

12 
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ou ainda w =w p + (y-yo ) - ( z-z ) o 

Obs.: o artifício de cálculo, em se considerar o polo P 

arbritário, se deve ao fato de inicialmente não se 

conhecer o ponto 

cálculo. 

D, cuja determinação é a intenção final do 

Substituindo-se o valor de w nas integrais (I), produtos 

setoriais: 

tem-se: 

wy =w y + p 

wy =w y + p 

fs w y dS = O e 

2 2 z
0

y - zpy - y
0

zpy + y0 zpy - y0 zy + YpZY + Z0 YoY - ZoYpY 

(z
0
-zp)y2 + (termos que contém y ou yz como fator) 

Analogamente 

wz = w z - (y -y )z 2 + (termos que contém z ou yz como fator) 
p D p 

Os termos que contém y, z ou yz como fator resultam 

nulos na substituição em (I) pois 

L 

y dS = L z dS = o (momento estático) 

y z dS = o (momento de inércia centrifugo em relação 

aos eixos principais de inércia) 
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Portanto: 

rs [ 
) 

wp y + ( z 0 -zp) y 
2 

L wp y dS + [ ( z 0 -zp) 

Analogamente: 

r S wp z dS - [ (y0 -ypl 

) 

] dS = o 

r 

ls 
2 

ds] = o y 

f 
z 2 dS ] = O 

s 

Portanto as fórmulas para cálculo das coordenadas y0 e 

io do centro de torção sao: 

ZD = z - 1 
p ç 

(II) 

5) Observações sobre o centro de torção 

a) O cálculo da posição do centro de torção D com as fórmulas 

(II) é tanto mais preciso quanto mais delgadas forem as paredes 

componentes da seção (distribuição adotada de T mais correta). 

b) Na determinação dos momentos de inércia pode-se suprimir as 

contribuições dos momentos individuais dos elementos, 

t 3ds (seção delgada). 
12 

c) Nas seçoes nao 

determinado apenas 

delgadas o centro de torção 

quando se dispõe da distribuição 
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tensões de cisalhamento fornecida pela Teoria da Elasticidade. 

(Este caminho leva, geralmente, a grandesdificuldades). 

d) Imagina-se urna viga com um carregamento geral que produz 

flexão e torção. Separa-se as cargas em dois grupos: o grupo (1) 

produz apenas flexão e o grupo(2) apenas torção. ! P(....., t•ansvena I I M = P.e 

[ ~---r---- .-----
I I I I z o C.G. z z o 
I E + 
I I I 
I I I 
L --- L --- L ---

~ e t 
'I y 'I 

( I ) ( 2 ) 

FIGURA 8 

O trabalho do grupo (2) no deslocamento produzido pelo 

grupo(l) sera nulo, pois na flexão não haverá 

seçoes. 

rotação das 

Pelo teorema de MAWELL-BETTI pode-se 

trabalho do grupo (1) durante o deslocamento 

grupo (2) também sera nulo. 

concluir que o 

produzido pelo 

Isto só é possível quando as rotações das seções se dão 

em torno do ponto D, pelo qual passam as cargas do grupo (1). 

Portanto o centro de torção D é também centro de rotação 

das seçoes. 

e) Todo eixo de simetria contém o centro de torção D. 

f w z p 
s 

dS 
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z 

FIGURA 9 

Adotando-se o polo provisório P pertencente ao eixo de 

simetria tem-se Yp = O e, 

r 

j wp z dS 
s 

também e nula uma vez que wp tem sinais contrários para y >O e y < 

O para z de mesmo sinal. 

Portanto Yn = O e o ponto D pertence ao eixo de 

simetria. 
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EXERCÍCIOS 

1. Exercício: Determinar o centro de cisalhamento e o diagrama de 

w principal (condição Is wdS = O) para as barras obtidas por 

dobramento de uma chapa em forma de U e z. 

1. Caso: Barra de seçao delgada em forma de U 

O centro D de cisalhamento está situado no eixo de 

simetria, de forma que apenas umas das equações (II) basta para 

se obter D. · 

t 
b 

t 

h 

~ ~ I 
I I 
I - I ...L 
I I 
I I 
I I 
I I 

CG I I I z I I I I I 
I I 
I I t..: ____ ____ =.J 

y 

FIGURA lO 

z0 = O (pois y e eixo de simetria) 

Y = ? D . 

z e y = eixos principais de inércia 

17 



z dS 

= 2 [ ~~3 + ht (~) 2 J + i~3 = htb2 tb3 
-2- + T2 

:sr= tb2 (6h+b) 

12 

Diagramas de wp e z: 

I 
I 
I 
}o 
I 
I 
I 
I 

p 

y 

((i)p) 

b/2 

z 

( z ) 

FIGURA 11 

b/2 

b/2 

Obs.: Caso o polo P tivesse sido escclhido conforme figura 12 

teria-se: 
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z 

p 

y 

bh -r 

FIGURA 12 

z 

y 

Portanto, resolvendo a i~tegral através dos diagramas da 

figura 11 tem-se; 

1 J Yn = Yp + Iy S 

= (ver figura Ü) 

z t ds 
$1, = retângulo x triângulo = ~ a a 

t J. wp z ds = t ~ 

c = 12 = 
tb2 (6h+b) 6h+b 

19 



I I I - I 
I I 
I I 
I I I I I 

z C.G. I 
I I 
I I 

Yo L-- _ ___.J 

e 
o 

y 

FIGURA 13 

Traçado do diagrama de w principal. 

I tB I 
I I I 

o I I 
I 
I I I I I I I 

I Os I I o. L.. A L_ 

o 
FIGURA l4 



A ( bc partir de w no ponto A igual a+ ~)a are a setorial 

torna-se negativa deerescendo do ponto A até o ponto B de 

então: 
bc 
2 

hb 
2 

= b (c-h) 
2 

Como c < h tem-se: 

b (h-c) 
2 

Portanto w no ponto B e negativa e vale 
b(h-c) 

2 

Note que neste caso a origem Os foi convenientemente 

escolhida de modo a se obter um diagrama de w antimétrico o que 

garante que 

L w dS=O , ou seja w principal 

Obs.: Com base na solução deste exercício verifica-se que se a 

seçao tiver um eixo de simetria o centro de cisalhamento D 

estará sobre esse eixo. E ainda que se adotar-se a origem Os 

coincidentemente com o ponto em que esse eixo corta a linha do 

esqueleto, o diagrama de area setorial será antimétrico e 

consequentemente a área setorial será principal. Se a seção tiver 

dois eixos de simetria o polo D e a origem O coincidirão com a s 
intersecção desses eixos. 

2. Caso: Barra de seçao delgada em forma de Z 

Tendo-se já calculado, conforme o 1. caso, a posição do 

centro de cisalhamento D, pede-se calcular o diagrama de w 

principal 

Inicialmente adota-se a origem O coincidente com D. s 
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o 

r ~~ =ft (eonst) 

I 
I 
I 

2a J O = C.G. := <\ 
I 

o I diogrolftG de 

I -
0Z ITio:cttJ w 

FIGURA 15 

Note-se que para a origem Os adotada, coincidentemente 

com D e com o CG, o diagrama de w (área setorial), não satisfaz 

a condição: 

, isto e nao e principal . 

Portanto para se obter a origem Os particular de modo a 

se obter w principal tem-se: 

sendo 

w = w + c + w = w - c 

1 c = s 
f 

w dS 
s 

S = 4 a t (área da seçao transversal) 

Is w dS - t Is ~ ds - t 2 

2 
c = = a -r 
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Portanto, o diagrama de w principal é o seguinte 

FIGURA 16 

Observaçé5es: 

a) Os pontos em que w principal e nulo representam as 

origens Os 

b) No caso de barras com seção transversal delgada, em 

que as ramificações da linha do esqueleto têm uma forma de 

"estrela", isto é, todas essas ramificações sao concorrentes em 

um ponto, se adotar-se esse ponto como polo para cálculo da area 

setorial, esta e os produtos setoriais serão nulos. Dessa forma 

esse ponto sera o centro de cisalhamento da seção. 

o 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

k-----_ ... 

FIGURA 17 
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2.Exercicio: Calcular o centro de torção D e traçar o diagrama dew 

principal. 

r. il -t I t= const - I---:... . I I 

I I l ~ I I 
z D I I '-.7 

1: I i /~ 

I I 

J~ ' 
I I 

I I I 
I I 
L: ---------~ 

Seção transversal 
c o 

FIGURA 18 

Resolução: 

Como o eixo z e de simetria tem-se: 

Yo = o 

{ 

c = ~ - z = 1 

Js y p z 

Cálculo de I z 

2ta 3 
2at(a) 2 2 I = + = z 12 2 3 

Diagramas de w e y, 

provisório conforme figura 19; p 

24 

w p y dS 

ta 3 

adotando-se o polo p 



I 
I 

:::bo 
r 
I 
I 
I 
I o 
L---#----

z -

FIGURA 19 

a 
2 

a J 

2 

( y) 

O diagrama de y só foi calculado nos trechos em que o 

diagrama de wp é diferente de zero. 

C~lculo de c 

fs 
Í -a 

2 1 
2 

y dS t 1 a a 1 2 a a a (~ wp = 6 2 2 - a 7 a 7 - 7 b 7 L 2 2 

rs w dS = -5 a 4 t y p 12 ) 

c = 1 

fs 
y dS rz wp 

3 sa 4t ~ c = = 
2ta3 12 8 

25 
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Cálculo do diagrama de w principal 

a 

~------1 

I I 

D ~~ l 
-----+------,C.G. 

T 
I 
I 

z 
I 
I 
I ! ~a ~--

3a2 
+ a 

16 2 

Sa 
2 a 

16 2 

___ j 

'J 

(a + Sa 

8 

2 3a 2 
= ---

16 

A condição 

o 
2 

o 
2 

FIGURA 20 

2 = a 

= 

16 

o 

"antimétrico" area setorial principal. 
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3. Exercicio: Determinar o diagrama d~ area setorial principal da 

seção transversal indicada na figura. 

6,615cm 

3cm 

112cm 

I 

i 

I 
5,885cm 

I 

I 

ZAUX 

Bem 

-----+ 
I 

t ! 4cm 

FIGURA 21 

1) Cálculo de CG 

Y = 6 .6 + 7,5. 10,5 5 8 ~ 5 = , o em 
o 19,50 

= 6.6 + 6.8 + 7,5.6 = 
zo 6,615cm 

19,50 

2) Cálculo dos momentos principais de inércia 

3 3 
Iz = ~,8852 + O,f212 + 6.0,1152 + ~:~:i2 + 

2 4 + 7,5.4,615 = 490,24cm 
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I 
y 

3 = 0,5.12 
12 

2 + 6.0,615 + 0,5 12 3 2 
0,8.12 + 7,5.0.615 + 

2 + 6.1,385 = 178,62cm4 

3 
I--= 6.5,885 . 0,615 + 6.0,115 . 1,385 + 0, 5 · 15 . 0,6.0,8 + 
yz 12 

- 7,5.4,615 . 0,615 = 68,88cm4 

178,62 + 490,24 

2 

+ 2 
178,62- 490,24) + 68,882 

4 = I 1 = 504,8cm 

tga 1 = 68,88 

504,8 - 178,62 

2 

= 0,2112 ~ a 1 = 11,924° 

3) Cálculo de centro de cisalhamento 

1 
= Yp + yy 

y dS 

Adota-se, inicialmente o polo provisório P. 
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8 

6,485 

5,256 4,645 
7,125 

FIGURA 22 
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Rotaçã0 de coordenadas 

-y = y cosa + z sena 

z = z cosa - y sena 

ZA = 6,615 cos11,924 - 5,885 sen11,924 = + 5,256cm 

ZB = -5,385 cos11,924 - 5,885 sen11,924 = - 6,485cm 

YA = 5,885 cos11,924 + 6,615 sen11,924 = 7,125cm 

YB = 5.88S cos11,924 - 5,385 sen11,924 = + 4,645cm 

y = -6,115 cos11,924 - 1,385 sen11,924 = - 6,269cm 
p 

z = -1,385 cos11,924 + 6,115 sen11,924 = - 0,092cm 
p 

Yn = - 6,269 + --º-2 { 12 
164,1 6 

r L96(2.5,256 - 6,485) - 48(5,256 

- 2.6,485)]} = - 1,657cm 

z 
D 

= -0,092 - 0, 5 

504,8 

( 12 
t [ 96(2.7,125 + 4,645) + 

6 

48(7,125 + 2.4,645) J} = - 2,125cm 

Portanto ~ = - 1,657cm e ZD = - 2,125cm 

4) Cálculo de w com origem Os arbitrária 

Yn =- 1,657 cos(-11,924) - 2,125 sen(-11,924) =- 1,182cm 

+ 

ZD =- 2,125 cos(- 11,924) + 1,657 sen(- 11,924) =- 2,422cm 
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(; 

/ 

f// 
/ 3,000 

/,(. 
"' I 

,/ : 4,933 //' ;r 
i. 

2 

I 7,067 
I 

y I 

~~B 
56,54 

A ------~c_ 
I 

8,000 1,037 2,963 I 
(Ü)) 

FIGURA 23 

Na figura 23 está indicado o diagrama de w com origem Os 

arbitrariamente escolhida (no caso o ponto C) 

Cálculo das áreas DFG e DFE 

Y.- = - 1,182cm ~ = 2,422cm 
D 

YF = 6,115cm z = 1,385cm 
F 

YG = - 9,115cm ZG = - 5,385cm 
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YE =- 0,115cm z E = + 6, 615cm 

Sendo a area de um triângulo formado por três pontos, não 

colineares, dada por: 

tem-se: 

-2,422 

-1,385 

-5,385 

-2,422 

+6,615 

-1,385 

-1,182 

-6,115 

-9,115 

-1,182 

-0,115 

-6,115 

1 s = 7 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

WG= 22,84 + 12,44 = 

w = - 45,69 + 12,44 = 
E 

1 

=- 7,266 + 4,728 + 20,305= 22,84 

=- 14,532 + 9,456 - 40,610=145,691 

-2 
35,28cm 

2 
- 33,25cm 

&) Cálculo do diagrama de w principal 

w =w - c 
r 

c = ~ Lw dS 

s 19,5cm 
2 

= 
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J
8

w dS ~ 0 2 5 (8.56,54 - 4.28,27 + 12.12,44 + (35,28 - 33,25)15) 

sendo w = w - 6,65 

FIGURA 24 

Verificação + I 
8 

w dS ~ O 

t w dS ~ -º-2 
2 

[ (49,89- 34,92) 12 + (5,79- 6,65)12 + 

+ (28,63- 39,90)15 J = 0,0675 - o 
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Exerclcios Propostos: Na figura 25 e apresentada uma série de 

perfis para se determinar o diagrama de área setorial. são seções 

que têm emprego, quer na construção civil, em estacas, cortinas, 

escoras, montantes, nervuras, peças de reticulados, seções de 

pontes e coberturas, quer na construção naval quer ainda na 

construção mecânica, com finalidade as mais diversas. 

>>.l1tl.17? 
tJJJI~)~). 
~ w 21 I22 ::S 1 ), )6 ~7 

~34 ~. ~ >-< 
30 31 33 

111 CQ~<I? ~ ~ ~ 
'\! C.7~ ~9X~I.,~ fYl 

55 56 57 58 59 

FIGURA 25 
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6)Torção livre ou de SAINT-VENANT 

a) As condições para que uma barra fique solicitada à torção 

livre são: 

1) A seçao transversal da barra é constante com X (X = eixo 

longitudinal), barras prismáticas. 

2) O momento torçor solicitante deve ser constante com X. 

3) A barra nao deve possuir 

deslocamentos longitudinais. 

vínculos que impeçam 

No caso de nao serem satisfeitas estas condições tem-se 

solicitação à flexo-torção. 

O estudo da torção livre de barras de seção delgada, foi 

desenvolvido por PRANDTL, utilizando o processo da "analogia de 

membrana". Este estudo e apresentado no livro Introdução à 

Resist~ncia dos Materiais do Prof. Frederico Schiel. 

são indicadas, a seguir,as fórmulas para o estudo de 

barras com seção delgada aberta: 

FIGURA 26 
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d cp = giro relativo das duas seçoes separadas por dx 

onde: 

M t = momento torçor solicitante 

G = módulo de elasticidade transversal do material 

J t = momento de inércia à 

sendo Jt = 1 f. t3 
3 

t = espessura 

torção 

ds 

da parede da seção 

/ 

LINHA DO ESQUELETO 

/ 
/ 

}/ 

FIGURA 27 

transversal 

As tensões T sao linearmente distribuídas sobre a espessura t 

com valor máximoTb na borda e nulo na linha do esqueleto. 

ou 

3-6 



onde módulo de resistência a torção 

De 

e tem-se: 

b) Cálculo dos deslocamentos usando-se as seguintes notações: 

u = deslocamento na direção do eixo x longitudinal 

v = deslocamento na direção da ordenada s (esqueleto) 

O conjunto dos deslocamentoslongitudinais u causados 

pela rotação da seção transversal, em torno do centro de torção 

D, é chamado de "empenamento da seção". 

-t 

/ 
I 

/ 

I 

I 

TANGENTE AO ESOUELETO 
NO PONTO Q. 

FIGURA 28 

o 

O ponto Q, devido à rotação~, passa a ocupar a posição Q'. 

Para pequenos deslocamentos tem-se QQ' =r~ 



sendo 

, r~- Por semelhança 
·~ 
\~ n -~ 
~ = -r 

rcp r 

-dv 
dx 

= ncjl' 

de triângulos conclui-se que 

- v = ncp 

ou -v' = n cp' 

Entre as funções u(x,s), v(x,s) e a deformação 

transversal y (variação do ângulo reto), 

relação: 

1 
sendo y = G , vale a 

= ay au 
Y ax:+as 

Relação esta conhecida da Teoria da Elasticidade e 

facilmente demonstrada através da figura 2~. 

s 

(deslocamentos v ) 

ds 

v +kds os 

. I 

-+--: -u---=-=-dll _ ___._í "• ~~ I d• 

~----------------------------------------------~~ X 
(deslocamentos ul 

FIGURA 29 

a v dX = variação que v tem como x (derivada parcial) 

Como y é a variação do ângulo reto do elemento dxds tem­

-se Y= a+ S ou seja: 
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Como os pontos da linha do esqueleto nao sofrem deforma 

çao transversal pois no esqueleto L = O tem-se: 

Como -v = n~ e n e constante com x tem-se 

dv = dx - n~' 

Todas as fibras (lugar geométrico dos pontos que, em ca­

da seçao da barra primática, ocupam a mesma posição relativa) das 

barras sob torção uniforme, ou livre, permanecem retas após a 

deformação. 

Isto e, a torção livre é caracterizada pelo fato de que 

todas as seçoes se comportam da mesma maneira. Consequentemente o 

deslocamento longitudinal u não pode depender de x mas apenas de 
· - d au d du S 1 lStO e, em Vez e as po e-se escrever ds • 

Portanto: 

r+-• + du 0 - n 't' ds = 

du 
ds = n~' integrando em s desde a origem Os até o ponto 

genérico Q obtem-se: 

u = r ~· n ds ou u = ~· r n ds 

os os 

como r n ds e a definição de are a setorial w, 

os 
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pode-se escrever: 

u = w <P' 

Note que na figura 28 o sentido da ordenada s foi 

escolhido de modo a se obter -v= n <P. Assim procedendo-se, no 

caso de<P'>o e nos pontos com w>o se obtém u>o, ou seja, positivo 

no sentido do eixo X. 

A torção uniforme é caracterizada por um empenamento 

livre, igual, para o mesmo ponto, em todas as seções. 

O empenamento e a única deformação admitida, pois a 

indeformabilidade da projeção da seção sobre o seu plano é uma 

das hipóteses iniciais. 

As barras de seção circular, ou anel circular não sofrem 

empenamento na torção. As barras de seção delgada cuja linha do 

esqueleto tem forma de "estrela" não sofrem empenamento nos 

pontos situados sobre a linha do esqueleto. 

c) Convenção de sinais: 

Os empenamentos u no sentido do eixo X são considerados 

positivos, contraries ao eixo X, negativos. 

O momento torçor Mt é positivo 

parafuso direito no sentido de apertá-lo. 

~üando solicita um 

O giro cp é positivo quando for no sentido anti-horário para 

um observador olhando no sentido positivo de x. 

·-~ 4> - GJ 
t 

FIGURA 30 



4. Exercício Determinar o empenamento relativo dos pontos (1) e 

(2) indicados na seção transversal da figura 31. 

r---------:-, -~ 
I I 
I 1 

I t" eonst. I a /2 - ,_ I 
la., I ..--

I rrz-
I I 
I I a 

I 
I 
I L __________ J _,_ 

a 

Cálculo do empenamento: 

Jt = 1 t3 4a 3 

/2 

FIGURA 31 

De acordo com o 2. exercício tem-se w1 

Portanto: 

e a 2 '"'' u2 = - '+' 

Mt 

2 = -a 

Os empenamentos no sentido do eixo x são positivos, 

contrários são negativos . 

u = = 
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2 Mt 2 Mt 
u = 2a 

JtG = 2a - 4 t3 a G 3 

3aMt tf.cm em ) u = em 
cm3 

2t3G tf/cm2 

5. ExerElcio: Calcular o empenamento relativo entre os pontos (1) 

e (2) indicados na figura 32. 

z 
2 

y 

FIGURA 32 

J = J = ~tr3 (eixo? principais de inércia) 
y z 

Como Z é eixo de simetria y0 = O 

Cálculo de z0 (coordenada do centro de torção) 

L wp y dS = z 
p 

1 

Adota-se o polo provisório no centro de gravidade da 

seçao -+ ~= O 

z 
y 

/---._.(LINHA DO ESQUELETO 

/ ' 
I '\ 

I \ 
Os I \ 

- -
y 

FIGURA 33 
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O elemento 

area do setor 

de area setorial d wp e igual ao 

area do setor 

d w = -~ da p 

dS = rda. t 

(sendo rda = comprimento do arco) 

Com a origem O indicada tem-se que s 

w p 
= 2 - r a 

y = r sen a 

Portanto Z = O + 
D 

2 rt 

z = 
D 

2r -
J

1T rv 

u. sena da 
1T 

o 

Resolvendo por partes 

db = ab -

a =a da = da 

db = sena da b = - cosa 

da 

ZD = 2r [ j-a.cosa 11T r - cos -1T 
o o 

ZD 
2r [ + n + sena J: J 

2rn 
= = 1T 1T 

da] 

= 2r 

dobro 

Cálculo do empenamento relativo dos pontos (1) e (2) 

~3 

da 



r r 

z o z o 
2 2 

w>O -
y 

FIGURA 34 

A area setorial do ponto (2) resulta corno o dobro da 

diferença das áreas A-B ou seja o dobro da área do semi-círculo 

de raio r .. 

Portanto = - 7Tr 2 

Sendo 

O deslocamento relativo os pontos (1) e (2) e pois 

D.u = 27Tr2<P' = 2 7Tr2 
Mt 

GJt 

Jt 
1 t 3s = 27Trt3 

(s = perímetro) = 3 
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!::. u = 

Portanto 

t::.u 

6 - Exercicio: Determinar o ernpenarnento relativo entre os pontos 

1 e 2. 

1) Cálculo do CG 

= o 

zo' = 
a(3n - 2) 

1T 
.n a 

na + 2a + 2a 

t = espessura constante = 0,1 o 

FIGURA 35 

+ 2a.a 
= 1,32a 
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z 0 = 1, 32 a 

2) Cálculo de I 
z 

2o 
iT 

FIGURA 36 

o 

Iz = ~ [ (l,05a)4 - (0,9Safl J + O,lai~a) 3 
= 0,224 a 

3) Cálculo do centro de cisalhamento 

~,, 
1,680 1,32o 

t 
I ', I 

\ i I \ ! 

I z p \ CG - v- -----1 
I 
I 
I ,, 
I --

y 

FIGURA 37 
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Adotado o polo p tem-se: 

Yp = o 

z = 1,68a p 

d 2 da wp = r y = r se na 

~ so para o trecho curvo: 

r
rr/2 

2 2 r a r sena r t da = 
Jo 

rrr I 2 rr/2 
= 2t r4 

Ja se na da 2t 4 I I = r se na -a cosa 
o o 

= 2t r4 [ 1 J = 2t r4 

Para r = a e t - O,la 

Jwp y dS = 0,2 a 5 

para o trecho reto: 

o 

o 

(wpl 
FIGURA 38 

( y) 
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= O,la (2. a 3a2 a) 
3 

Portanto tem-se: 

= O, 2 a 5 

z = 1,68a 
D 

1 (0,2a5 + 0,2a5 ) =- 0,106a 
0,224a 4 

4) Cálculo da área setorial principal 

CD 
I 
I I I /I D I 

-----lo _ _,/ 
I s 

I 
I 
I 

0 
@) 

l,786o 

I 
I 

/ 

-_,./ 

FIGURA 39 

B = A+ E - c A - B = c - E 

Como wl = 2 (A - B) 

1,786 2 2 
wl = 2 (C - E) = 2 a na 

2 4 
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2 w1 = 0,215a 

Analogamente 2 w2 = - 0,215a 

5) Cálculo do empenamento relativo u. 

u = (w - w )A,' 1 2 'f' 

u = 0,43a2 
<P' 

u = 

1 
= 3 L 

2 0,43a Mt 

G 0,0024a4 

ds = 

= 
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7. Bases de cálculo da torção nao uniforme ou da flexo-torção 

A torção pode deixar de ser livre pelas seguintes 

causas: 

a) engastamento de seçoes: impedimento parcial ou total dos 

deslocamentos longitudinais. 

b) variação da seção transversal. 

c) variação do esforço solicitante momento torçor. 

Como estão sendo consideradas apenas barras de seção 

constante, a ocorrência de flexo-torção fica restrita aos casos 

em que o momento torçor não é constante ou àqueles em que exister:: 

vínculos que impedem os deslocamentos longitudinais de qualquer 

seçao transversal. 

Quando o momento torçor varia ao longo da barra, seções 

vizinhas tendem a apresentar rotações diferentes, isto é, tendem 

a ter empenamentos diferentes. Para que a compatibilidade de 

deslocamentos seja verificada, o aparecimento de tensões normais, 

modificando esses empenamentos, é inevitável. 

Quando uma barra engastada numa extremidade e submetida 

a um momento torçor aplicado na outra, nesse engastamento o 

empenamento é impedido causando como consequência o aparecimento 

de tensões normais. Essas tensões normais sao usualmente 

negligenciadas nas vigas sólidas, por serem de caráter local, no 

entanto, nas barras de paredes delgadas, devem ser consideradas 

pois podem ser da mesma ordem de grandeza das tensões de 

cisalhamento causadas pela torção. 

As hipóteses básicas, para a análise de peças submetidas 

a flexo-torção (torção não uniforme) já foram apresentadas na 

página 3. 

Uma hipótese básica para enfrentar os problemas de 

flexo-torção é a validade da equação: 

u = w <P' 
(III) 
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Na flexo-torção a derivada do ângulo de rotação (~ ) nao 

e mais constante como no caso da torção de Saint Venant. Isto é, 

a amplitude do empenamento u variará de seção para seção com ~· 

que só depende de X. 

7.1) Tensão normal de flexo-torção. 

Se existem deslocamentos longitudinais u variáveis com 

x, tem-se: 

como 

e: :;t: o 
X 

dU 
= ax 

e u = w~' obtém-se: 

e: = w ~" 
X 

I 
\_ESQUELETO 

t CT
5 

LD~· 
( .!o; ( 

FIGURA 40 

Pela lei de Hooke pode-se escrever: 

Da suposição básica de cálculo, ou seja, secão 

transversal indeformável no seu plano, isto e, indeformabilidade 

da sua projeção sobre o plano yz tem-se: 

e: s = o 

1 
(os vox) -+ os v o e: = - = s E X 
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portanto E = 
X 

E 

Esta relação também pode ser assim escrita: 

onde E* significa o módulo de elasticidade longitudinal reduzido 

E* = E 

l - \)2 
aplicações seguintes despreza-se o valor v 2 em comparaçao com nas 

a unidade, supondo E* = E • 

Esta aproximação ~quivale a suposição, b~m plausível, de 

se desprezar todas as tensões normais, com exceção de ax 

longitudina~. 

Desta forma tem-se: 

0 = Ew <P n (IV) 
X 

(note que na torção livre <P' é constante e portanto crx é nulo) 

A proporcionalidade entre ~ e w chama a atenção para o 

fato de que a tensão cr não tem resultante: nem força (normal) e 
X 

nem momento (fletor) como se verifica pelas equaçoes: 

esforço 

seguida. 

Is w y dS = O 

O efeito das tensões 

solicitante, chamado 

z dS = O 

cr será entendido como um novo 
X 

bimomento e que será ~studado em 

Se as tensões crx variam ao longo da barra, isto e 

<P''' ~ ~ o equilíbrio exige a existência de tensões de 

cisalhamento devidas à torção não uniforme. 

7. 2) Tensão tangencial de flexo-torção Tft e momento torçor de 
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flexo-torção Mft· 

Para equilibrar a diferença entre tensões normais 

ox atuantes em seçoes próximas surgem as tensões de cisalhamento 

indicadas por Tft• 

Supõe-se a tensão Tft uniformemente distribuída sobre a 

espessura t. 

Pelo teorema de Cauchy TÍt também atuará na 

transversal conforme fig.4la. 

s ' 
' \\ a) \ ' \ \ 

\ \ 
\ \ 
\ s \ 
\ ~-::3.-

b) 

FIGURA 41 

seçao 

o 

Sendo R0 a força resultante das tensões o que atuam na 
X 

area sis .t da seçao transversal, tem-se: 

usando (IV) obtém-se: 

= E <P" 

E <P" ' 
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O equilíbrio do elemento considerado, na direcão longitu 

dinal fornece: 

Lft . t . dx = dR0 

lft = 
E <P I 11 

t 

onde a integral 

tico setorial" S 
w 

sw = r 
sl 

L ft = E 

J
s 

w dS 

sl 

w dS 

Ql ~ I I 

sw 
t 

w dS (V) 

recebe o nome de" momento está-

(VI) 

(VII) 

Note-se que o valor de Sw e igual a area do diagrama 

função w vezes a espessura t, tomada até o ponto em questão. 

Para determinar o sinal Sw é preciso fixar uma direção 

positiva para a coordenada s. 

A tensão Lft é positiva quando estiver no sentido posi­

tivo adotado para a coordenada s. 

Com a consideração das tensões Lft' ameaça-se a base da 

dedução da equação u = w<jl' na qual -impõe-se a nulidade das ten­

sões de cisalhamento na linha do esqueleto. No entanto, no caso 

de seção delgada as tensões de cisalhamento provenientes da tor­

ção livre (L~) são muito grandes em comparação com as tensões fle 

xo torção (Lft), e a equaçao u = w<jl' continua válida. 

L~ >> L ft 

Apesar de pequenos os Lft dão uma contribuição conside­

rável para enfrentar o momento torçor, pois suas forças elementa 

res Lft" dS trabalham com braços n muito maiores que os 
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das forças elementares provenientes de Ti (torção livre), cujo 

braço é apenas 2/3t. 

b= ~t 
3 

n >> b 

(seção delgado) 

FIGURA 42 

"tt t 

I i 
I o 
~ 

n • 
I 
I 

ltg 

chama-se de Mft (momento torçor de flexo-torção) 

contribuição dos Tft' de modo que: 

Mft ~ JS Tft" dS. n com (V) tem-se: 

L ! r " J 
ndS 

Mft = E cp I I I í dS t"""" ! 
L 

sl 
onde dS = tds e sl e s 2 sao os pontos extremos do esqueleto. 

Mft = E cp I I I nds 

a = r w dS da = wdS I 

sl ( 

db = nds b = r nds = w 

sl 

Mft = E cpl" { r w 
dS) w r2 w.w dS } 

sl sl 
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r l = O para s = sl 
Notar que w dS 

1 = o para s = 52 (w principal) 
sl 

Portanto 

Mft = - E cb I I I 

e chamada de momento de inércia setorial e 

indicada por J w . Da literatura alemã tem-se J = integral w 

empenamento, Wolbintegral. 

de 

2 w dS (VIII) 

(quando w e S sao determinados em em tem-se Jw em cm6 ) 

Portanto a parcela Mft do momento torçor total Mt 

recebida pelas tensões Tftserá: 

Mft = - E J w cp I I I (IX) 

7.3) Equação diferencial da flexo torção 

Para uma barra solicitada a torção, determina-se o 

diagrama de momento torçor Mt. Esse momento torçor total Mt e 

composto de duas partes: uma recebida pelas tensões de 

cisalhamento Tft' ou seja Mft' e a outra pelas tensões de 

cisalhamento da torção livre , ou sejaM~. 

Portanto 

No caso da torção livre tem-se: 
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r.tt = M.Q, 

no caso de flexo torção, sendo: 

M E J ~I I I 
ft = - . ' I W Y-J e 

a equação diferencial (no ângulo de rotação ct>), regente nos 

problemas de flexo-torçâo é assim escrita: 

(X) 

Obtido o ângulo de rotação pela resolução Qessa equaçao 

está resolvido o problema da flexo-torçâo, uma vez que é possí­

vel se achar todas as grandezas envolvidas. 

7.4) Introdução do bimomento 

Por analogia com a relação que exprime o equilíbrio 

dos esforços externos e internos no caso de flexão simples: 

Mz = J 0y dS 
s 

VLASSOV introduziu uma nova granrleza chamada ne bimo-

mento (B) que desempenha o mesmo oaoel na flexo-torção que 

momento fletor na flexão simples. 

Essa nova grandeza bimomento e assim definida: 

B = Js ax w as (força.área) 

Lembrando as fórmulas M = -Eiv" e 0 = i Y da teoria 

de flexão pode-se escrever: 

0 = - E y v" 

De maneira análoga, de (IV) tem-se 
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a = Bw cp" 
X 

Portanto 

B = E cp" L 
2 dS w substituindo-se (VIII), obtém-se: 

B = E J cp" 
w 

Utilizando-se (IV) e (XI) pode-se escrever 

B 
ax = Jw w 

(XI) 

(XII) 

O bimomento e um novo esforço solicitante que conduz a 

forças auto-equilibradas. 

O bimomento é dado por: 

B = a ,W dS 
X 

Quando a resultar da aplicação de cargas axiais P. isto e: 
X l 

a 
X 

= 
P. 

l 

dS. 
l 

(imagina-se P. distribuído em uma area elementar dS. ) 
l l 

Obtém-se: B = 
n 
L: 

i = 1 
P. 

l 
w. 

l 

onde w. sao os valores da area setorial correspondentes aos 
l 

pontos i, de aplicação das forças Pi e pertencentes à linha do 

esqueleto. 

o sinal do bimomento aplicado e resultante à a 

multiplicação algébrica da area setorial pela carga. sendo 

positivo quando produzido por forças de tração(positi,ras) atuando 

em pontos onde a área setorial é positiva. Assim, para o exemplo 

da figura o bimomento aplicado é dado por: 

B = 4 [p (~. ~) J = + Pbh 
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As tensões normais ox provenientes do bimomento não 

sao constantes ao longo da barra, pois o bimomento é função de 

~"que varia com X. 

tração. 

W· _I_< O 
2 

FiGURA 43 

b h (-·-) 
2 2 

Essas tensões ox sao consideradas positivas quando de 

Portanto, no caso geral de uma barra solicitada por 

força normal, momentos fletores e torçores a tensão normal 

longitudinal será: 

o 
X 

Nota-se que o bimomento passou a integrar o conjunto dos 

esforços solicitantes, mas com a particularidade de que seu 
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diagrama nao pode ser traçado com base apenas em considerações 

estáticas. 

Pode-se, ainda, obter as seguintes expressoes: 

De (IX) ~ Mft = - E Jw ~~ 11 

e derivando-se (XI) B 1 =E Jw ~ 111 

obtém-se: Mft = - Bl 

De (IX) ~ Mft = - E Jw ~I I I 

e de (VII) ~ 
E ~I I I 

1" ft = t 

obtém-se: lft = -
t ,T 

- w 

substituindo (XIII) obtém-se: 

B 1 S w 
Tft = t Jw 

sw 

(XIII) 

... (XIV) 

É importante que se note a analogia entre a expressão 

(XIV) e a expressao da tensão de cisalhamento na 
Q MS 

flexão: -r= ti , 
uma vez que a força cortante Q é a derivada primeira do momento 

dM 
fletor: Q - dx 

Por facilidade de cálculo, a partir de Mt = Mft + M~ 

obtém-se uma nova equaçao diferencial regente do problema, 

procedendo-se da seguintP. manP-ira: 

de 

Mft = -B~ 

obtém-se: 
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M = G J <P I - B' 
t t 

derivando-se em X e utilizando-se B = E J cj)" 
w obtém-se: 

M' 
GJt 

B" = 
EJW 

B -t 

Para simplificar, definimos como "comprimento de 

comparação" r a expressão: 

(XV) 

ou r= V 2(l+v) 

Usando-se a noçao de "carga torçora distribuida" m, cujo 

valor é igual à derivada de Mt' ou seja: m = Mt obtém-se a nova 

equação diferencial da flexo-torção 

r 2 B" - B = - r 2 m 

7.5) Solução da equaçao diferencial da flexo-torção 

r 2 B" - B = -r2m e uma equaçao diferencial linear com coeficientes 

constantes. 

Solução: B = Bh + Bp (homogênea + particular) 

O método geral para resolver a equação homogênea é 

procurar uma solução da forma: 

.\x e sendo.\ uma constante. 

2 
Substituindo na homogênea (r B"-B=O) tem-se: 

B" = .\2.e.\x 
h 
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característica", associada a equação homogênea. 

Cálculo das raizes da equaçao característica: 

À X 
= e 1 

Se Àl é uma raiz de equaçao característica então Bh = 
é uma solução da homogênea, portanto: 

raizes características Àl 

e distintas. Dessa forma 

linearmente independentes: 

1 1 
= r e À2= - r sendo duas raizes reais 

tem-se duas soluções da homogênea 

x/r + C -x/r = cl e 2e 

As combinações lineares das soluções também sao 

soluções, portanto: 

x/r - -x/r .e e X = senh 
2 r 

x/r + -x/r 
e e X = cosh 

2 r 

Portanto 
X cosh x -+ Bh = cl senh + c r 2 r 

No cálculo da solução particular ~ adota-se m = 
constante, o que atende a quase todos os casos práticos. 

Portanto 
2 2 

r B" - B = - r m 

onde 

Sendo portanto a solução geral da equaçao diferencial 

regente do problema da flexo-torção a seguinte: 
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••• (XVI) 

Corno a incógnita fundamental, no caso da flexo-torção; é 

o ângulo ~ de rotação, é conveniente obter-se urna equaçao 

diferencial que o relacione com o carregamento externo. 

Derivando-se a expressao (X) obtém-se 

rn = GJt ~ 11 - EJ w ~ nu 

usando-se (XV) 

~ "" - ~11 
m 

=- --
GJt 

Resolvendo de modo analogo à anterior, 

constante obtém-se: 

... (XVI I) 

inclusive adotando-se m 

••• (XVlJI) 

7.6) Analogia éntre a flexão e a flexo-torção. 

Vlassov (1) apresenta urna analogia muito interessante 

entre a flexão e a flexo-torção chamando a atenção para a mesma 

estrutura que as equações apresentam. 

A diferença básica entre as duas teorias está nas 

equaçoes que as regem: 

no caso de flexão e: 

4 
EI d v = - q 

dx4 

no caso de flexo-torção e: 
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~ Flexão Flexo-torção 

momento de L y2 dS I J L 2 dS Iz = = w 
inércia I w 

I 

I 
momento 

MS r y dS sw r dS = = w 
estático o o 

I 

momento I 
Mz EI

2 
v" B = + EJ <P" 

I = - I bimomento w 

cortante 
Qz = -EI v''' Mft = -EJ <P I I I 

torçor z w 

I 

tensão Mz 
B w ox = r;- y ox = 

normal Jw 

I 

tensão QyMs Mft s w 
T = t I

2 
T ft = -

cisalhamento xy t Jw 

7.7) Convenção de sinais (resumo) 

Com a finalidade de esclarecer qualquer dúvida a 

respeito das convenções adotadas, 

sentidos positivos do momento 

distibuido m, angulo de rotação <P 

64 

representa-se na figura 44 os 

torçor Mt momento torçor 

e Birnomento B. 



Sentido positrvo de Mt,m,<l>eB. 

FIGURA 44 

?.8) Condições de contorno: 

m=~ 
dx 

8>0 

As constantes de integração das expressões (XVI) e (XVIII) 

resultam das condições de contorno. As condições mais comuns são: 

- Extremidade livre sem carga axial aplicada 

ou B = O 

- Extremidade engastada 

cp = o 
cp' = O portanto u = O para qualquer ponto pertencente a 

linha do esqueleto. 

Sendo cp' = O, o momento livre M~ também é nulo, restando Mt = Mft 

e consequentemente B' = -Mt. 

- Extremidade com vínculo de garfo 

Este tipo de apoio é capaz de impedir a rotação deixando 

livres os deslocamentos axiais (empenarnento). 

cp = o 
B = O (no caso de nao haver bimomento aplicado) . 
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~ Seção intermediária com salto no diagrama de Mt 

Essa descontinuidade (salto) é resultante da aplicação de 

um momento torçor externo. 

A continuidade exige que a seja o mesmo a direita e a 
X 

esquerda do ponto de aplicação do momento torçor. 

Consequentemente: 

B (esquerda) = B (direita) 

--+X para um único eixo x 

B (esquerda) = -B (direita) 

--+X x +-- para eixos de referência x ex 

- Extremidade com tensão normal a ou carga P. aplicada. 
X 1 

Neste caso o bimomento aplicado .é fornecido pelas seguin 

tes expressoes: 

a w dS' 
X 

B = I P. úl. 
1 1 s 

- Vínculo de garfo intermediário 

B (esquerda) = B (direita) 

<P' (esquerda) = <P' (direita) 

<P (esquerda) = <P (direita) 

+ continuidade na tensão a 
X 

+ continuidade no empenamen to u 

7.9) Energia de Deformação na flexo-torção 

Para um elemento dx dy dz da barra a energia de deforma­

çao dU e igual ao trabalho das tensões (a e T) atuantes. 

dU = l (a E + TY) dx dy dz 2 X X 

usando a Lei de Hooke tem-se: 
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dU dy dz dy dz 

Seja dU0 a parcela correspondente aos ax e dUT a parcela 
correspondente aos T. 

Como 

N Mz ~ B 
ax = - + "Ç y + r z + J(Jj(Jj s y 

f I I 

{X, (L ucr l 02 dx dy dz l L 
2 dS) dx = 2E = 2E ax X 

Elevando a x ao quadrado obtém-se: 

02 N2 M2 
2 

M2 
2 B2 

+ z J.. 2 = 
I2 

y + z + (Jj + (termos X 82 I2 J2 
que contem: y,z,w,yz, 

z y (Jj 
yw ou zw) 

Todos esses termos se anulam ao se integrar na area da seçao 

transversal, resultando: 

l =n dx 

com a fórmula 
2 

Materiais, nota-se que apenas o termo ~ 
Jw 

efeito da flexo-torção, foi acrescentado. 

Em comparaçao da 

dx , 
Resistência 

corresponde 

dos 

ao 

Para o cálculo da parcela dUT e usual nao se levar em 

conta a tensão Tft proveniente da flexo-torção tendo-se em vista 

que as tensões da torção livre T f.L são muito superiores quando 

comparadas com as tensões T ft. 

Dessa forma Mt = Mf.L e a tensão de cisalhamento é 
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dada por: 

Mt 
= t 

Jt 

Portanto, no caso da parcela dU nada difere da já conhecida fór­

mula de Resistência dos Materiais que, além do efeito do momento 

torçor inclui também o efeito da força cortante. 

A energia total da deformação é dada por: 

f 
t [ N2 M; M2 B 2 cQ 2 M~ -~ 

U = ~ ES + EI + rl- + EJ + GS + GJ dx 
z y w t-o 

7.10) Bimomento provocado pela aplicação de um momento fletor. 

Ao se aplicar um momento fletor contido em um plano que 

nao passa pelo centro de torção da seção transversal, também se 

solicita essa seção por um bimomento. Para se calcular esse bi­

momento imagina-se o momento fletor M aplicado através de um bi­

nário P ·!::. s, da seguinte forma. 

linho do 

./ ----------
----esqueleto 

~ 

FIGURA-45 
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Os pontos de aplicação das cargas p,que produzem o 

binário P01 ll.s,têrn areas setoriais w(s) e w(s + t,.s). 

Dessa forma: 

p = 

e B = 

ou seja: 

B = M 

M 
ll.s 

lirn [ M 
ll.s ll.s -+O 

lirn ll.w 
ll.s -+ O "'KS 

w(s) M w(s ll.s) l + ll.s + 
-" 

O limite acima nada mais e que a derivada da area setorial em 

relação à linha do esqueleto. 

Corno 

B = M 
dw 
ds 

w = L 
dw as= n 

n ds 

Portanto o birnornento resultante é: 

B = M n 
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7 - Exercício: Determinar as expressoes e traçar os diagramas de 

B, M .Q, , M ft e <t> • 

Calcular os valores máximos de u,ax, T.Q,, Tft e cp. 

.. 
j j 

X 

J 

I 
I 
I t=const. 

h --r 
I 
I 
I 

~-

I b j 
FIGURA 46 

Adotar os seguintes valores: 

Mt = 5000 kgf. em .Q, = 200cm 

t = 0,8 em h = 12cm 

b = 10 em E 2100 tf/cm 2 = 

G 800 tf/cm 2 = 

1) Cálculo das características geométricas da seçao 

A seção transversal tem dois eixos de simetria, portanto 

D _ CG. 
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Diagrama de area setorial principal: 

bh 

4 

FIGURA 47 

Jt 
1 = 3 

J = t w 

J = 4t 
w 

L t3 

w2 dS 

[~ b 
2 

ds = 1 
3 

t3 ( 2b + h) 

= t f w2 ds 

s 

= 

Substituindo os valores numéricos: 

J 
t 

4 = 5,46 em 

Comprimento de comparaçao r. 

r ~~ ~ 48,04 em 

2) Expressões de B,M~ e Mft: 

bh 

4 

= 4800 cm6 

No caso deste exercicio tem-se m = O . 
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B = ~ senhx + c2 cos~ r r 

Condições de contorno: 

para X = o tem-se: B = o (extremidade 

para X = .Q, tem-se: u = o 
1>'= o 
Mt= o 

portanto Mt = Mt + Mft = Mft 
corno B' = -M tem-se: B'= 

ft 

Para x = O 

Para x = t 

e 

e 

B = 0 obtém-se c2 = O 

B'=-M. obtém-se: 
L. 

coshX 
r 

Mt r 
cl =--- cosfill 

r 

r Mt 
Portanto B = senhx 

cosht 

Sendo 

Sendo 

Sendo 

-- r r 

B• = - Mft tem-se: 

= 
Mt 

cosht , coshx 
- r r 

X 

cosh r 
M.Q,= Mt (1- coshf 

-
r 

Mt = G Jt cp I tem-se: 

Mt 
coshx 

cp I (1 r = 
GJt 

-
cosh.Q, 

r 
integrando-se, obtém-se: 
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<P = 

X 
senhr 
- Q, 
cosh-

r 

) + c 

Condição de contorno: 

- para x = Q, tem-se : <P = O 

Mt 
(r(tg~) 9,) c = 

GJt 
-

r 

Portanto 

Mt Q, 
(x 9, <P = - + r (tgh-) -

GJt r 

senhx 
r r 

coshr 

Observação: pode-se também partir da equação (X\TIIT)para se obter 

as expressões de <P , M2 , Mft e B. 

Sendo m = O a equaçao (XIV) é assim escrita: 

Condições de contorno 

para X 

para X 

para X 

para X 

Substituindo-se 

c2 = 

= 

= 

= 

= Q, tem-se: <P = 
= Q, tem-se: <P'= 

= o tem-se: B = 

= 9, tem.:...se: Mft 

obtém-se: 

o 

9, 
GJt coshr 

Mt Q, 
(r(tghr) - 9,) 

GJt 
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Portanto 

<P = + r 

r senhx 
r 

(tgh_8:_ ) - cosh,Q, 
r -

r 

3) Substituindo-se os valores numéricos obtém-se: 

Jt = 5, 46 crJ 

J = 4800 cm6 
w 

r = 48,04 em 

4 I wmax I = 3 O em 

B = - 7472,127 senh x 
'4""'8-, ~0 ..... 4 

= 155,540 cosh,xn-n. 
48,04 

M9, = 5000 (1 

coshx 
r 

32,146 

= 1,145. 10-3 ( - 151,983 + x - 1,494 senhx) 
r 

4) Diagramas de B, Mft' M,Q, e <P. 

2 -

X B (kgf.cm ) Mft (kgf. em) M,Q, (kgf.cm) <D (radiancs.) 

o o 155,54 4844,46 - 0,1740 

50 - 9259,11 247,67 4752,33 - 0,1168 

100 - 29487,05 633,20 4366,80 - 0,0663 

150 - 84646,87 1768,86 3231,14 - 0,0217 

200 -240083,75 5000,00 o o 
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200 

( B) 

( M ft) 

( <I> ) 

150 

240083,75 

0,0217 

100 50 

9259, I I 

84646,87 

1768,86 633,20 247,67 

366,80 

0,1168 

0,0663 

FIGURA 48 

5) Cálculo dos valores máximos de u,ax,T~ , Tft' ~· · 

coshx 

~· = 1,145.10-3 (1 - r 

32,146 

75 

155,54 

4844,46 



~· é máximo para x = O 

~·(O) = 1,1091.10-3 radianos/em 

u = w ~· = + 33,272.10-3 em 

Portanto os empenamentos dos pontos 1, 2' 3 e 4 

sao: 

ul = u4 = - 32,272 10-3 em 

u2 = u3 = + 32,272 10-3 em 

Cálculo de ax para a seçao x = 200cm 

Bmax = - 240083,75 Kgh cm2 

a 
X = 240 083,75 (+30) 

4800' = + 1500 kgf/cm2 

fiGURA 49 
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Cálculo de Tt para a seçao x = O 

Cálculo de 
T ft para 

T ft = -

Para se calcular Sw 

deve-se integrar 

representa a área do 

s(+) -
30 

30 

s(+) -
(W) 

= 4844,46. 0,8 
5,46 

2 = 709,8 kgf/cm 

a seçao X = 200cm 
Mft sw 

t Jw 

= L w dS = t rw ds 

sl 

w ao longo do esqueleto. ESSa 

diagrama de w. 

60 

30 

30 

(SW) 

FIGURA 50 

integral 

Para se determinar o diagrama de Sw adotou-se como 

sentido positivo para a coordenada s, tanto para a mesa superior 

como para a mesa inferior, o sentido da direita para esquerda. 

T 

= O, 8 ( 30 · 5 ) = 60 em 4 
2 

ft = 5O O O • (.2: 6 O) . - + 7 8, 12 5 kg~ I em 2 

0,8 4800 
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Obs.: a) é oportuno atentar-sP. oara o fato, já usado nas nedu­

ções teóricas, de que a tensão Tft P. bP.m menor quP. a tensão T~. 

Neste P.xemplo obtP.ve-sP. oara a vigá: 

2 
Tftmax = 78,125 kgf/cm 

2 T 0 = 709,811 kgf/cm ;vmax 

b) o valor da rotação máxima é ~max =- 0,174 radianos, ondP. o 

sinal negativo indica uma rotação no sP.ntido horário para um 

observador no sentido positivo do eixo longitudinal X. 

8 - Exercício: Adotando-se a mesma viga no P.XP.rcício antP.rior , 

aplica-se na extremidade livre um bimomento conforme a figura 51. 

Pede-se dP.tP.rminar as expressões de :R, M~, Mft' u P. ~ para o ei­

~o~X oriP.ntado positivamentP. do engastamento para a extremidade 

livre. 

F I GURA 51 

1) Cálculo n.o bimom8nto aplicado 

DP. acordo com o diagrama de area sP.torial da figura 47 

e com a nova orientação do eixo X tP.m-se: 
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n 
[ p (bh) J Ba = L: p. W· = - 4 = - Phb 

i =1 l l 4 

2) Equações de B, M , M e cP ft .Q, 

B = c1 senhx + c2 coshx 
r r 

Analisando-se o carregamento apliccdo e a solicitação na viga 

tem-se: 

m = O e I\ = o 
Como: 

Condições de contorno 

+ para x = O te~-se c/J' = o 

consequentemente M.Q, = O 

e B' = o 

cl 
coshJt 

c2 
senhx B' = +-r - r -

l:. r 

+ para X = o e B' = o obtém-::;e: 

+ 

-

Portanto 

Como 

para 

Pbh 

B 

M.Q, 

M .Q, 

X = 

= s 
= 

= 

.Q, tem-se B = -

cosh.Q, 
r 

Pbh 
cosh.Q, -r 

Mft = 

coshx 

B' 

-r 

tem-se: 

Pbh 
r cosh.Q, 

r 
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senhx -r 

cl = o 



Sendo M.Q, = G Jt <P' 

Pbh 
<P = - GJt cosh9, coshx 

- para x = O 

= 

r 
tem-se 

Pbh 

r 

GJt cosh9-

Pbh 
<P = GJt cosh9-

r 

r 

<P = o 

(1 - coshx -r 

Como coshx é sempre maior ou igual a um,os valores de <P são 
r . 

sempre nega-J:lvos, isto é, as seções sofrem rotações no sentido 

horário para um observador no sentido positivo de x. 

<P' = Pbh 
GJtr cosh! 

r 

senhx 
r 

Sendo <P' sempre negativo tem-se: 

As tensões norma.is a são dados por: 
X 

B 
= Jw w 

Sendo B < O e Jw >O tem-se: 

ax2 = ax3 > 0 

3) Adotando-se os valores usados no problema anterior com p =5tf 

obtém-se: 

Para x = 9, B(9,) = 

80 

2 
- 600 tf em 



Para x = o B (O) = - 18,665 tf 
2 

em 

a =- 18,665 (- 30) 0,117 tf/crn 2 
x2(o) 4800 = 

0 x2(,Q,) 
600 (- 3 o) 3,750 tf/crn 2 =- 4800 = 

Calculando-se ax através da Resistência dos Materiais, com 

aproximação razoavelmente aceitável pois adota-se que as mesas 

trabalham isoladamente, tem-se: 

Este calculo 

M = Pb = 50 tfcrn 

I = 0,8 10
3 

y 12 
= 66,667 

4 em 

aproximado considera as mesas trabalhando 

isoladamente e solicitadas por momento fletor igual a Pb. 

Note que para x = ,Q,, seçao em que se aplicam as cargas P, os 

valores calculados para a são idênticos, no entanto, a medida em 
X 2 

que se aproxima do engastarnento, o valor de ox = 3,750 tf;cm 

calculado pela Resistência dos Materiais permanece constante e o 

valor de ox calculado pela teoria de flexo-torção vai 
2 diminuindo até atingir ox = 0,117 tf/crn .Essa diferença e 

consequência da variação do birnornento, calculado para a seção 

trabalhando corno um todo. (mesas e alma solidárias). 

9 Exercicio:Para a viga esquematizada na figura 52) vinculada 

nas extremidades com vínculos de garfo, pede-se determinar o 

máximo valor de tensão ox e a rotação ~ da seção central (x=O). 
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FIGURA 52 

lO em 10 em 

r----
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

____ j 

t= lcm 

I 
----+-

E' 
ui 
oi 
N! 

No primeiro exercicio, figura 16, está calculando o 

diagrama de área setorial principal que para este caso assume os 

seguintes valores: 

75 

75 

FIGURA 53 
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Sendo w = -25 2 
em a area setorial no ponto de 

aplicação da carga axial de tração P = 20tf tem-se: 

2 
B = Pw = - 500 tfcm 

J = 1 13 
t 3 ( 4. 1 O) = 13, 3 3 cm4 

S = 40 cm2 

J = t L 
2 ds w w 

20.252 + 2 [~ (752 - 7 5 . 2 5 + 2 s2 
) J J = 

w 

r = 2100. 41666,67 = 90,57cm 
800 13,333 

6 
= 41666,67cm 

Para se resolver estE ~xercício pode-se partir da equação(XV1II) 

com as seguintes condições de contorno: 

para X = 9v I 2 tem-se <fJ.= o 
9v I 2 500 

2 
para X = tem-se B = - tfcm 

para X =-9v I 2 tem-se <P = o 
para X =-9v I 2 tem-se B 500 

2 
= - tfcm 

Ou também pode-se partir da equaçao (XVI) da seguinte forma: 

B = cl senhx + c2 coshx -r r 

B'= 
cl 

coshx 
c2 

senhx + r - r r r 

Condições de contorno: 

A simetria de carregamento existente , com a aplicação 

de bimomentos iguais nas extremidades,permite que se afirme que 

para x = O tem-se B' = O (tangente horizontal). 

Esta condição fornece: c
1 

= O 

coshx 
-r 
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Para x = t/2 tem-se B = B*= - 500 tfcm2 

Esta condição fornece: C = B* 
2 _c_o_s-=-h..,....t 

Portanto B = 

Como Mft = 

= 

B* coshx 
cosht -r 

2r 

B' tem-se: 

B* 
r cosh i 

2r 
senhx 

r 

2r 

A viga em estudo é vinculada, nas extremidades,por vínculos de 

garfo. Este vínculo impede a rotação da seção não interf~rir nos 

deslocamentos longitudinais (empenamento). 

Ao restringir a rotação, o vinculo de garfo pode solicitar a seção 

com um momento torçor. 

Dessa forma tem-se: 

Mt = constante = M ft + M t 

Como M t = G Jt cp' tem-se: 

B* 
rcosht 

2r 

integrando em x 

G J 
t 

Ih - M X + 't' - t 

Condições de contorno: 

para X = t tem-se 2 

t tem-se para X =- 2 

o = Mt t + B* + s = 
2 

o = - Mt t + B* + c3 7 

senhx + 
r 

cp 

cp 

o 

= 

B* 
cosht 

2r 

= o 

= o 

o 

84 

GJ cp' t 

coshx 
r 

+ 



-

Resolvendo o sistema obtém-se: 

c3 = - B* 

Observação: cosh(-x) = cosh(x) 

senh(-x) = - senh(x) 

cb = B* 
G Jt 

coshx 
r 

cosht 
2r 

- 1 ) 

Cálculo de ~ e ax na seçao x = O 

-
<b (O) 500 1 1) 0,0391 radianos = - = 

800 13,333 

~ = 2,24° 

Como ~ - positivo, e a seçao 

para um observador no sentido 

Na seçao x = O tem-se: 

B (O) = - 500 

6,038 
=- 82,81 tf 

6,038 

central gira 

po$itivo de 

2 em 

no sentido anti-horário 

x. 

De acordo com a figura 53, para os pontos de área setorial+ 75 

cm2 e - 25 cm2 tem-se: 

a = 20 +-- 82,81 

40 41666,67 

a = + 20 - 82,81 

40 41666,67 

Para a seçao x = .Q,/2 tem-se: 

500 

40 41666,67 

.75 0,351 tf/cm 2 
= + 

( -25) = + 0,550 tf/cm 

2 
75 = - 0,400 tf/cm 
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o = + ~ - 500 ( 25) o 800 tf/ 2 
40 41666,67 - = + ' em 

Note, que para seçoes próximas as extremidades da viga, 

trechos das mesas são comprimidos com tensões normais de atÁ 

0,4 tf/cm2 . Já a seção central é inteiramente tracionada com 

tensões variando de 0,351 a 0,550 tf/crn2 . 

10. Exercicio: Determinar os diagramas de B, Mt' Mft e Mi para 

a viga indicada. 

/m = 0,05 tfcm/cm t 6cm + 

r 
j 

C C E E C C C E l 
j 

1'----:-r,::--- _......._._ 

X -
E = 2 I 00 t f I cm2 

G = 800 t f/cm2 

1) Cálculo 

Jt 

Jt 

das 

1 = 3 

= 2 

2.. =4 m 

FIGURA 54 

caracteristicas 

L t3 ds 1 
= 3 

4 em 

86 

geométricas da 

(0,5) 3 (2.12 + 

t= const. 0.5cm 

__ :J.!: __ 

~ 12 em 

1 

: 

e( 
u, 
~~ 

C\1 

----+-

seçao transversal. 

/. 4) 2 4 = em 



Diagrama de area setorial 

JS w2 dS = 

I 
I 
I 
I 
I 
f O=:: Os FIGURA 55 

I 
I 
I 
I 
I 

w2 ds = 4.0,5 (6.l . 72 2 ) 
3 

=l/2100. 20736 v 800 2 
= 164,97 em 

2) Cálculo do Bimomento 

B = senhx + -r 

Condições de contorno 

para X = o tem-se B = o e obtém-se: 

c2 = - r 2 m 

para X = Q, tem-se B = o e obtém-se: 
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r 2m (cosh! - 1) 
cl = r 

senh.Q, -r 
Portanto 

cosh9- - 1 -r B = r2 m [ senhx coshx + 1 J senh.Q, -r -r 
ou 

B = 1139,5 senhx 1360,8 coshx + -r r 

6 17 

FIGURA 56 

3) Cálculo do momento de flexo-torção. 

B' = - Mft 

= rm [ senhx 
r 

Mft = 8,25 senhx 
r 

cosh.Q, _ 
1 r 

senh.Q, -r 

6,91 coshx -r 

88 

-r 

1360,8 

coshx -r J 



Mft (tf.cml 
6,90 

6,90 2,91 

I 

"-- 2,91 

FIGURA 57 

Obs.: a partir deste ponto, o problema pode ser resolvido de duas 

maneiras: 

a) Calcula-se M~ através na equaçao Mt = M~ + Mft 

b) Calcula-se M~ através da equação M~ = G Jt ~· , 
sendo ~· obtido pela integração da equação do bimomen-

to. 

FIGURA 58 

89 

m_l_ 
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Mt 
m,Q, 

+ = - 2 mx 

M,Q, 
m,Q, 

+ = - 2- mx -

M,Q, = - 10 + O,OSx 

M .L ( t f. em) 

Cálculo de 

<P I 

M,Q, 
= 

G Jt 

r m 
<P I = G Jt 

2 
<P = r m 

G Jt 

<P 

[ 

[ 

cosh,Q, -
-~ ...... 

senh,Q, -r 

cosh,Q, _ 
1 

r 
senh,Q, 

r 

1 

Mft 

- 8,25 senhx + 6,91 coshx -
r r 

3,10 

FIGURA !59 

coshx 
r 

senhx -
r 

senhx - ;r + ~ J 
r 

coshx -
r 

para x = O tem-se <P = O e obtém-se: c3 = 1 

[ 
cosh,Q, _ 

1 
r 

senh,Q, -
r 

senhx -
r 

90 

coshx -
r 

,Q,x 
2r 2 + 

2 
X + 1 
2r

2 

J 

J 
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11 - Exercício: Para a viga representada na figura 60 pede-se 

determinar: 

a) Os diagramas de bimomento, momento torçor livre e 

momento torçor de flexo-torção. 

b) Calcular ovalor máximo da tensão normal atuante na seçao 

distante 2m do apoio A. 

c) Calcular os valores máximos das tensões tangenciais de 

torção livre e de flexo-torção na seção do apoio B. 

Considerar que o vínculo d"€ garfo em B sofre um recalque 

puramente torcional de 0,0625 radianos no sentido anti-horário 

para um observador no sentido positivo do eixo x. 

São dados: 

P (carga axial excêntrica) = 5tf 

q (carga uniformemente distribuída) = 1,2tf/m 

5?, (vão) = ~m 
E = 2100 tf/cm2 

\) = 1/3 

t (espessura da parede, constante) = 0,8 em 
Obs.: O apoio R restringe a translação horizontal atravP.s dP. uma 

barra no CG da sP.ção transversal 

p 
~ q 

c) ,_.q 
I -t r\ 1 I I I I 

I - :Bem 

I l 1 . 
c-J 

A~ r Bem 

.. I I Sem 
X 

I 

-+ 
I ~ 

I 

FIGURA 60 f 6em Sem 
t 

CORTE c-e 
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1) Cálculo das características geométricas da seçao. 

a) Momentos principais de inércia 

-z = z eixo principal de inércia (simetria) 

y = o 

= (24.4 + 2.10.7) t 
zo 

(24 + 20 + 16) t 
= 3,933 em 

S = 60. 0,8 = 48 cm2 

3 0,8.24 
+ 

3 
2 8 O 8 12 2 + 2(~ + 

0 
• I • 12 

12 

I = 3874,13 cm4 
z 

2 10.0,88 ) 

I = y 
2 0,8. 24. 0,067 

3 
+ 2 (0,8.8 2 + 0,8.8. 3,933 ) + 

12 

1,333 . 63 2 + 2 ( + 0,8 10.3,067 ) 
12 

I = 464,84 cm4 
y 

b) Momento de inércia a torção 

f 
ds 0,8 3 

= -3- (24 + 16 + 20) = 

s 

10,24 4 
em 

c) cálculo do centro de torção e da area setorial principal 

1 =-r 
z f 

w y dS 
s p 

92 

t 
Iz 

s 

y ds 



96 

41,~4 

WP (çm) y(cm) 

FI6URA 61 

I [ - 8 12 + 10 (2.12 + 4) J - 6976 
4 

w Yds 2 96. 24 = em = 2 . p 6 
s 

z - z = 0,8 (- 6976) = 1,441 em 
D p 

3874,13 

d) Cálculo do momento de inércia setorial e do diagrama de 
momento estatico setorial. 

Jw fs w
2 

dS ~ t L 
2 ds = w 

[ 8 
(78,708

2 2 J = 2. 0,8 3 - 78,708 . 17,292 + 17,292 )+ w 

10 (41,294 2 5,764 + 5,764 2 >+ 12 2 

J 
+ 

3 + 41,294 . 3 (17,292 ) 
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J = 34 355,24 crn6 
w 

J
s w 

S = t ds w 

sl 

O diagrama de momento estático setorial ~ representa a 

lei de distribuição, ao longo do esqueleto, das tensões 

tangenciais devidas à flexo-torção. 

Para a determinação desse diagrama é necessário adotar­

se um sentido de percurso no contorno da seção, o qual é fixado 

para cada tipo de perfil considerado. Nesta caso adota-se corno 

sentido positivo de percurso no contorno do perfil o horário. 

Portanto, os sinais de Sw depende desse sentido adotado. 

a) 206,50 cl 

196,53 

g f 

~f t 

FIGURA 62 
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sw =- 0,8 < 78,7082- 17,292 . 8) =- 196,53 
b 

4 em 

=- 0,8 (78,708 . 6,559 
2 = - 206,50 4 em 

- 122,75 

= + 0,8 ( 41,294 + 5,764 
2 

10) = + 188,23 

S = + 188,23- 122,75 = + 65,48 cm4 
wc3 

= + 65,48 + 0,8 ( 5 ' 764 " 4 ) = 
2 

+ 74,70 cm4 

4 
em 

4 em 

Os momentos estáticos setoriais variam ao longo das partes 

retílineas do esqueleto segundo parábolas e os seus valores máxi -

mos absolutos ocorrem nos pontos onde o diagrama de área setorial 

se anula. 

Os sentidos das tensões de cisalhamento estão representa -

dos, na figura 62-C, por flechas ao longo do esqueleto. 

A resultante momento dos Tft e o momento de flexo-tor­

çao Mft' e como tais tensões não equilibram nunhuma força cortan­

te, sua resultante força, na vertical (e na horizontal também) de 

ve ser nula. Essa nulidade pode ser verificada, sem dificuldades , 

através dos diagramas das figuras 62-b e 62-C. 

e) Cálculo da solicitação: 
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q = carga uniformemente distríbuida = 0,012 tf/cm 

m = momento torçor distribuido = 0,012. (8 + 1,441) = 0,113 

m = 0,113 tf.cm/cm 

P = carga axial excêntrica = Stf 

rem 1 Sem j 
p _____ !q 

12cm 

z D CG 

FIGURA 63 

y 

7,933cm 

1,44lcmlJ ~0,067 em 

Solicitação por torção: m = 0,113 tfcm/cm 

Solicitação por tração simples: N = + Stf 

Solicitação por flexão oblíqua: 

M = ( 
p . 6,067) 

X = 0,07584 X 
y 9, 

P-12 9, 
2 

Mz 
X = --- X + (q 7 X - q 2 9, 
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MZ = 2,25 X - 0,006 
2 

X 

Solicitação por bimomento e pelo recalque rotacionaldo vínculo de 

garfo em B. 

B* = bimomento aplicado na seção transversal A. 

W· l 
= 5 {- 41 , 2 9 4 ) = - 2 O 6 , 4 7 O t f cm2 

1 
2(1 + 3). 34355,24 

= 94,587 em 
10,24 

8946,677 2 em 

f) Cálculo das expressoes de B, Mft' M~ e Mt 

B = c1 senhx + 
r 

= 

integrando: 

E Jw <I> I = cl r 

E Jw <I> = cl 
2 

r 

Condições de contorno: 

c
2 

coshx + r? m 
r 

coshx + c2 r senhx - -r r 

2 
senhx + c2 r coshx 

r r 

+ r2 mx + 

2m 2 + !:...__ X 2 

c3 

+ c 3x + c 4 

- para x = O tem-se: <P (O) = <PB = + 0,0625 radianos 

0,0625 E Jw = S ••• ( I) 

- para x = ~ tem-se: <P ( .Q,) = O 
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senhQ, = 34,314 -
r 

cosh! = 34,329 
r 

- para X = o tem-se: B (o) = o 

2 o = c2 + r m 

- para x = Q, tem-se: B (Q,) = - 206,470 tf 

- 206,470 = c1 senh! + c2 cosh! + r
2m 

Resolvendo: I, II, III e IV. 

'2 
De (III) tem-se: C2 = -r m 

r r 

c2 = - 8946,677 . 0,113 = - 1010,975 

Subst. C2 em(IV} tem-se: 

2 
em 

... ( I I I) 

... (IV) 

- 206,470 = c1 34,314 - 1010,975 . 34,329 + 1010,975 

c = 975,937 
1 

Subst. c2 em(I) tem-se: 

4509125,25 = 8946,677 . (-1010,975) + c4 

c4 = 13553992,03 

Subst. c1 , c2 e c4 em(II) tem-se: 

c3 = - 208849,36 
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Portanto tem-se: 

B = 975,937 senhx + 1010,975 ( 1 - coshx) 
r r 

Como Mft = B' tem-se: 

Mft = - 10,318 coshx + 10,688 senhx - -r r 

Sendo M.Q, = G Jt<P'tem-se: 

GJt 
(C1r coshx + c2r senhx + r 2m x + C3) M.Q, = 

EJW - -r r 

= 10,318 coshx - 10,688 senhx + 0,113x - 23,344 -r r 

Portanto, Mt = M.Q, + Mft 

= 0,113x -23,344 

g) Cálculo dos diagramas de B M.Q, e Mft 

X senhx coshx B M.Q, Mft -r r 

o o 1 o -13,02 -10,32 

100 1,2655 1,6129 615,42 - 8,92 - 3,12 

200 4,0822 4,2029 745,92 - 1,01 0,27 

300 11,5028 11,9448 551,46 6,59 3,97 

400 34,3139 34,3285 -206,08 9,31 12,55 
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B 

t f. cm2 

wt 
tf. em 

Mft 
tf.cm 

Mt 
tf.cm 

400cm 300 

206,08 

200 100 

551,46 

13,02 

10,32 

FIGURA 64 
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h) Cálculo de tensão normala na seçao transversal distante 2m 
max 

do vinculo do garfo A. 

CJ = + N 
s + 

M 
z 

Iz y + 

M2 = 2,25x - 0,006x2 

para x = 200 tem-se: 

Mz = 210 tfcm 

My = 0,07584x 

para x = 200 em tem-se: 

My = 15,168 tfcm 

para x = 200 em tem-se: 

B = 745, 92 tfcm 

Portanto tem-se: 

+ 

+ 5 210 15,168 
CJ = 48 + 3874,13 y + 464,84 z + 745,92 

34355,24 

a = 0,1042 + 0,0542y + 0,0326z + 0,0217 w 

101 

w 



o 
Mz 210 tfcm = 

My ~ = 15,168 tfcm 

z N = 5 tf 
N 

B 745,92 tfcm 2 = 

g e 

y 

FIGURA 65 

ponto y z w 2 0 2 
(em) (em) (em ) (tf/cm ) 

a -12 -7,933 +78,708 0,903 

b -12 0,067 -17,292 -0,919 

h -12 6,067 -41,294 -1,245 

g 12 6,067 41,294 1,848 

Q, 12 0,067 17,292 1,132 

f 12 -7,933 -78,708 -1,212 

c - 4 0,067 -5,764 -0,236 

o o 0,067 o 0,106 

d 4 0,067 5,764 0,448 
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0,903 

1,2<45 

1,848 

F I GURA 66 

i) Cálculo das tensões tangenciais máximas na seçao do vínculo de 

garfo B. 

M~ = - 13,02 tf.cm 

Mft = - 10,32 tf.cm 

- M~ 
T ~ - Jt t = 13,02 

10,24 0,8 = 2 - 1,018 tf/cm 

= 10,32 (-206,50) 
0,8 34355,24 

2 = - 0,078 tf/cm 
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Tmax = - l10l8 - 0,078 = - 1 1 096 tf/cm2 

12 - Exercicio: Achar as expressoes dos esforços solicitantes:Mt 

Mt 1 Mft e B. Calcular os valores máximos da tensão normal e da 

tensão tangencial no vinculo do garfo B. 

Dados: t = 2m 

M(aplicado) = 2 tf.cm 

:r~· 
garfo 

Q 
apli codo 

8 / 

1 
~ .. X t l Z12 ~· 1 

FIGURA 67 

1) Cálculo de r: 

De acordo com a tabela II do anexo I t:em-se: 

=,/2100 
r V 800 

14700 
1515 = 49 1 895 em 

2) Cálculo das expressoes do B1 Mt 1 e Mft 

Para tem-se: 

Bl = cl senhx + c2 coshx -r r 

Para t ~ ~ 
3t tem-se: X 2 

~ = s senhx + c4 coshx -r r 

104 

E = 2100 tf/cm2 

G = 2 800 tf/cm 

Seção transversa I 

da viga ABC: 

I 203 X 27,38 



Condições de contorno: 

a) Para x = O tem-se e obtém-se: c 2 = O 

3.Q, 
b) Para x = ~ tem-se 

c) Para x = .Q, tem-se 

senh.t = -
r 

Sabendo-se que Mft 

M.Q, 

senh3.t 
2r 

cosh3.t 
2r 

senh.t + 

-

= G 

-r 

cosh.t 
r 

senh.t -r 

- B' 

J cp' t 

, 

e obtém-se: 

cosh.t -r 

M_Q, = Mt -

obtém-se: 

Para o ~ X ~ .Q, tem-se: 

Mft1 = - B' = - c1 coshx 
1 - -r r 

M.Q,1 Mt1 + 
c1 

coshx G Jt cp ' = - = r 1 r 

Para .Q, ~ X ~ 3.t tem-se: 
~ 

c3 
senh 3.Q, 

B' [ coshx 2r 
Mft2 = - = -- cosh 3.t 2 r -r 2r 
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De 

o 
X 

d) 

e) 

f) 

g) 

acordo com 

[ coshx 
r 

senh3t 
2r 

cosh3t 
2r 

a figura 67 

senhx -
r 

pode-se concluir que no 

~ X ~ t 1 o momento torçor Mtl e constante e no trecho 

~ 1! ,o momento torçor Mt 2 também e constante e vale 2 
2 

G Jt <Pl = ~1 X + cl senhx + cs -r 
senh3t 

G Jt 4>2 ~2 + c3 [ senhx 2r coshx J = X cosh3t - -r 2r r 

Para X = o tem-se <Pl = o e obtém-se: 

cs = o 

Para X = .Q, tem-se <Pl = o e obtém-se: 

cl 
senht Mtl = r -r 

Para X = .Q, tem-se 4>2 = o e obtém-se: 

senht cosh3t cosht senh3t 

trecho 

.Q, ~ 

tf.cm. 

+ c6 

... (III) 

c3 [ ___ r ___ :-=2~r ____ r ____ Tr_r_ J + c6 = o 
cosh3t 

2r 

senh (x - y) = senh X cosh y - cosh X senh y 

cosh (x - y) = cosh X cosh y - senh X senh y 

senht 
c6 = - ~2 

.Q, + c3 [ 2r J ... (IV) 
cosh3Í 

2r 

Para x = .Q, tem-se ul = u2 ou seja <P I = <P I 
1 2 
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.t 
cosh r = -r [ J 

Cálculo das constantes de integração: 

De I -+ c4 = - a c3 
-+ cl = (l-ba)c3 

De II cl - c3 = bC 4 -+ 

~ 
.t 

cl De III -+ Mtl = - senh-r 

De IV -+ c6 = - 2 .t + dC3 

Mt1 
.t 

cl 2r+ c3 De v -+ r + cosh- = e r 

senhl.! .t 
3.t 

senh-
onde: 2r b r 

a = = tanh2r = 
cosh~; 

.Q, 
senh-r 

d = 
senhh 

cosh~; 
e = 

Resolvendo o sistema obtém-se: 
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Mt1 = - 0,27902685 tf.cm 

c1 = 2T027763848 

c3 = -3129,469579 

c4 = 3129,432081 

c6 = -455,8053701 

Portanto, tem-se: 

= + 2,027763848 senhx 
r 

= -3129,469579 senhx 
r 

X 3129,432081 cosh­
r 

Para x = ~ tem-se 
2 = 55,8053568 tf-cm 

(J = + B 
J w = 

w 

55_,80537 (+ 
14700 

CJ = + 0,181 tf/cm2 

= -0,04064058061 coshx 
r 

47,6) = + 0,181 tf/cm
2 

Mft
2 

= + 62,72104161 
X X 

(coshr- 0,9999~80179 senhr) 

Para x = ~ tem-se: Mft
1 

= - 1,119193133 tf.cm 

Mft
2 

= 1,159833782 tf.cm 

Mt1 = -0,27902685 tf-cm 

~2 = 2, 00 tf. em 
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M~ 1 = - 0,8401662832 tf-crn 

M~2 = + 0,8401662744 tf-crn 

- Cálculo dos valores máximos de a e T na seçao do vínculo de ga~ 

fo, x = ~ . 

2 a = ± 0,181 tf/crn 

T = T~ + Tft 

T~ = 0, 8401663 1,08 = 0,05854 tf/crn2 
15,5-

= 1,1598338 · 131,09 = 0 , 00958 tf/crn2 
1,08 . 14700 

T = 0,06812 tf/crn2 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1. Exercicio:Para a viga indicada pede-se determinar os diagramas 

de B, Mt, Mft e M~. Pede-se também os valores máximos das tensões 

normais e de cisalhamento. 

Dados: ~ = 400 em 

M = 0,05 tf em/em 

rm 
0 I c c c c c c c c·c ct 

~X 

X 

~ Ptl2 
+ 

(' 
j L/2 

t 

E 

G 

110 

= 2100 tf/cm2 

= 800 tf/cm2 

X . 
-----""'-------+ 

-.--1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I , 

24cm 

I i 

r~~:-1--+ 
espessura= 0,5cm 



2. Exercício: Dado p = 3tf, E = 2100 tf/cm2 e ,G 
2 

= 800 tf/cm l 

pede-se calcular os valores máximos de: 

a} tensão normal de flexão; 

b) tensão tangencial da força cortante; 

c) tensão normal de flexão-torção; 

d) tensão tangencial de flexo-torção; 

e) tensão tangencial de torção livre. 

~ 
t:;= 

~ 
~ 

~ 
~ 

~ 

pl 

l p 
j t=l em= c te 

2m ~ 2.m 6cm 6cm 

3. Exercício: Sendo P = 3tf, E = 2100 tf/cm2 , G = 800 tf/cm
2 

e a 

seçao transversal a mesma do 1. exercício proposto, pede-se 

calcular: 

1) o máximo valor do ângulo de rotação; 

2) o máximo valor do momento de torção livre (traçar os 

diagramas de Mt, M~ e Mft). 

3} na seçao distante O,Sm do garfo da esquerda, achar o 

máximo valor da tensão normal T x . 
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p p 

~t==========================j~ 
l i ~ 300 em -i 

4. Exercicio: Para a viga indicada pedem-se: 

a) os diagramas de B, Mt' M~ e Mft• 

b) os valores máximos da tensão normal de flexão, tensão 

tangencial da força cortante, tensão normal de flexo-torção, 

tensão tangencial de flexo-torção e tensão tangencial de torção 

livre. 

r r= 200cm 

G = 800 t f I cm2 

E= 2100 t f I cm2 

l P~2tf 
j 200cm 

p = 2 tf 

-· 

ESPESSURA 

l 
~ 
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9cm 

CONST. 

3cm: • 

l 9cm 
1 
:T. 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I lcm 

lj 

I 
I 
I 
I 

..!. 

--; 

24 em 



5. Exercicio: Calcular os valores máximos de: 

a) tensão normal atuante na seção do engastamento; 

b) tensão tangencial de torção livre; 

c) ângulo de rotação. 

Obs.: O garfo em B restringe apenas a rotação. 

A seçao transversal é um perfil I 457 x 81,4 

A 

j 

j 200cm 

B C P= 20 t f r 
I IOOcm I 

6. Exercicio: Determinar os diagramas de B, Mt e Mft· A seção 

transversal e um perfil H 152 x 37,2 e o carregamento é um 

bimomento aplicado na extremidade C da viga. 

A C garfo 

l 8
oolicado ~ 5000 I 

3m 
+ 
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7. Exercicio: Calcular os valores máximos de: 

a) tensão normal a; 

b) tensão tangencial T; 

c) ãngulo de rotação ~; 

Pede-se também traçar os diagramas de B, Mft e M~ 

transversal da viga é um perfil I 305 x 30,81. 

Dados: B aplicado = 4000 tf/cm2 

E = 2100 tf/cm2 

G = 800 tf/cm2 

A seção 

ll--------------1-+---------- .= 8 aplicodo 

j 18 O om j 120 om j 
I • X 

8. Exercicio: Para a viga-calha da argamassa armada representada 

na figura a seguir pede-se determinar o valor admissível da carga 

p, supondo p aplicado com urna excentricidade de e = 13 em. 

As tensões admissíveis ideais admitidas para o material 

da viga considerado homogêneo são: 

a (tração ou compressão) 

T (cisalhamento) 

\) (coeficiente de Poisson) 
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24cm 

Obs.: Deve-se primeiramente desprezar o efeito da flexo-torção na 

determinação de p. Em seguida considera-se esse efeito no cálculo 

de p e pela comparação dos resultados escreva suas conclusões. 

Caso os apoios nas extremidades fossem engastamentos fixos as 

conclusões seriam as mesmas? 

1 

(p 

I e1 I 

-----------------------

450 em 

30 em 

SECAO TRANSVERSAL 

1 =fcm 

2lcm 

\ 
\ 

13cm 

\ I 

~ 

r= 1 llom t 11om rm 1 

r-,\, I í~ 
I I I 

\ I I \ I I 12/ \ I o 
\ I ~ 
\ I ~, 

\ I I ~ 
\ . I 

'-t-/,..__ I 
I I ~ 
t4,5c1 

ESQUELETO 

9. Exercício: A viga AB da figura tem seção transversal em forma 

I (esquema I). Sabendo-se que devido a causas externas o 

vínculo de garfo em A sofreu uma rotação~ = 0,0625 radianos 

(anti-horário para um observador no sentido positivo de x), pede­

se calcular o valor do momento torçor Mtl que passou a solicitar 

a viga. 

Pede-se também: 
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a) Calcular o valor de a indicado na seçao transversal em forma 

de cantoneira (esquema II) , de modo que esta seção tenha o mesmo 

momento de inercia à torção que o da seção do esquema I. 
b) Para a viga AB, 

cantoneira, calcular 

anteriores (rotação 

acordo com a equaçao 

<.p= 0,0625 radianos 

G=SOO tf/cm2 

2 
E=2000 tf/cm 

16cm 

agora com seçao transversal em 
o momento torço r Mt2 nas mesmas 

no garfo A) . É oportuno lembrar 
B" - B = -r 2m, para r = o tem-se B 

A 

2m 

t t 
II/I 

__ =íT____ ===f=. 1 em 
I I 

I I 
I I 

l6cm 2cm o I 
I I 
I I 

forma de 

condições 

que, de 

= o. 

I 
=+2cm 

I 
=t2cm 

L: _______ ___ _.L: ___ 

l l ! I l8cm 

' 
a 

ESQUEMA I ESQUEMA II 
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10. Exercício: A viga 

cargas:P (transversal) 

indicada na figura é solicitada pelas 

e 20P (axial excêntrica) aplicadas de 

com o esquema dado. Dados E= 210 tf.cJe G = 90 tf/cJ acordo 

pedem-se: 

a) O valor admissível de P para 0 

b) Os diagramas de M~, Mft e B; 

2 = 1 O O k g f I em ; 

c) As tensões de cisalhamento máximas causadas por Mx e 

Obs.: nos itens b) e c) utilizar o valor de P calculado no item 

a) • 
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ANEXO I 

Apresentam-se a seguir as características dos perfis 
metálicos fabricados no Brasil necessárias para o cálculo de 
flexo-torção e de estabilidade. 

Os perfis considerados são: H, I e U - padrão americano, 
fabricados na Usina de Volta Redonda. 

As tabelas apresentadas são de autoria do Professor 
Muni~ Rachid (ver (6)). 

t t 
w~ 

I 
I 
I 

W-z~ 

Vigas H - Padrão Americano 

Obs.: Cada perfil H é 
identificado pela dimensão d 
em milímetros e pelo peso 
por metro, precedidos da 
letra H. 

Exemplo: H 102 x 20,5 

TABELA I - PARÂMETROS DA FLEXO-TORÇÃO - PERFIL H 

Dimensões 
peso por w Jw Jt 

d t t m 

mm mm mm kg/m em em em 

101,6 7,9 9,5 20,5 22,8 2990 8,3 

127,0 7,9 I 11,1 28,1 36,2 10600 13,7 

152,4 7,9 12,7 37,2 51,8 29800 23,5 

152,4 11,1 j 12,7 40,9 52,9 31700 28,5 
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w~ 
I 

w~ 

Vigas I - Padrão Americano 

Obs.: Cada perfil I é iden­
tificado pela dimen -
são d, em milimetro, 
e pelo peso por metro, 
precedidos da letra I 

Exemplo: I 76 x 8,48 

TABELA II - PARÂMETROS DA FLEXO-TORÇÃO - PERFIL I 

Dimensões peso por w Jw Jt 

d bf tw tf m 

mm mm mm mm kg/m cm2 cm6 cm4 

59 4,3 8,48 9,9 226 1,9 
76 61 6,4 6,6 9,67 10,2 245 2,4 

64 8,9 11,16 10,6 268 3,4 
68 4,8 11,46 15,3 731 3,5 
69 

I 
6,4 12,65 15,7 773 4,1 

102 71 8,3 7,4 14,14 16,1 823 5,1 
73 10,2 15,63 16,5 874 6,7 
76 5,3 14., 88 20,0 1700 4,5 

127 80 8,8 8,3 18,23 23,0 1880 6' 8 
83 12,5 21,95 24,1 2080 12,2 
85 5,8 18,60 29,3 4140 8,5 

152 87 8,7 9,2 21,95 30,3 4480 10,9 
91 11.8 25,67 31,4 4850 15,9 

102 6,9 27,38 47,6 14700 15,5 
203 104 8,9 10,8 30,50 48,5 15400 18,1 

106 11,2 34,22 49,6 16200 23,0 
108 13,5 37,94 50,7 17000 30,3 
118 7,9 37,80 69,7 42900 28,9 

254 122 11,4 12,5 44,65 71,8 45900 37,4 
126 15,1 52,09 74,0 49200 54,4 
129 18,8 59,53 76,2 52500 82,3 
133 11,7 60,71 93,9 117000 75,8 

305 136 14,4 16,7 66,97 95,8 123000 90,1 
139 17,4 74,41 97,8 135000 120 
142 20,6 81,85 100,0 142000 155 
152 11,7 81,4 164,8 426000 105 

457 155 13,9 17,6 89,3 167,2 441000 122 . 
151 16,0 96,8 169,4 455000 144 
159 18,1 104,3 171,7 469000 173 
178 15,2 121,2 212,3 1050000 243 
179 16,6 126,6 213,9 1070000 261 

508 181 18,4 23,3 134,0 215,4 1180000 329 
183 20,3 141,5 217,6 1210000 366 
185 22,2 148,9 219,8 1240000 410 
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d 

-Wf Vigas U - Padrão Americano 

Obs.: Cada perfil Ué iden­
tificado pela dimensão d, em 
milímetro, e pelo peso por 
metros, precedidos da letra 
u. 

Exemplo: U 76 x 6,11 

TABELA III - PARÂMETROS DA FLEXO-TORÇÃO - PERFIL I 

Dimensões peso 
ct J 

d bf tw tf 
por wt wf w Jt 

m c 
mm mm mm mm kg/m em cm2 cm2 cm6 cm4 

35,8 4,3 6,11 1,11 4,4 6,4 65,4 1,1 
76 38,0 6,6 6,9 7,44 0,89 4,1 7,2 78,4 1,5 

40,5 9,0 8,93 0,89 4,4 7,0 104 3,1 
40,1 4,6 7,95 1,16 6,3 10,5 193 1 f 4 

102 41,8 6,3 7,5 9,30 1,22 6,9 10,0 251 2,6 
43,7 8,1 10,79 1,03 6,5 10,9 283 3 5 
48,8 5,1 12,20 1,43 11,8 20,0 1040 2,9 

152 51,7 8,0 8,7 15,63 1,34 12,1 20,4 1420 5,9 
54,8 11,1 19,35 0,93 10,3 23,4 1610 9,6 
57,9 14,2 23,07 0,85 10,8 23,7 2040 18,4 
57,4 5,6 17,11 1,80 19,6 30,9 3880 5' 9 
59,5 7,7 20,46 1,52 18,0 33,7 4420 7,6 

203 61,8 10,0 9,9 24,18 1,33 17,2 35,4 5160 11,9 
64,2 12,4 27,90 1,07 15,9 37,9 5720 17,7 
66,5 14,7 31,62 0,84 14,8 40,2 6250 26,4 
66,0 6,1 22,77 2,10 28,5 45,0 10900 9,9 
69,6 9,6 29,76 1,60 24,7 51,0 13100 15,1 

254 73,3 13,4 11,1 37,20 1,33 23,7 54,1 16300 29,5 
77,8 17,1 44,65 0,94 21,3 58,9 18400 51,5 
80,8 20,8 52,09 0,80 21,7 60,1 22400 89,0 
74,7 7,1 30,81 2,32 38,2 61,7 27100 17,8 
77,4 9,8 37,20 1,94 34,7 67,4 39900 23,3 

305 88,5 13,0 12,7 44,65 1,55 31,4 73,1 35000 35,3 
83,6 16,1 52,09 1,36 30,8 75,6 40900 58,1 
86,7 19,2 59,53 1,04 28,5 80,3 44800 87,7 
86,4 10,2 50,45 2,26 49,4 94,1 84500 43,3 
86,9 10,7 52,09 2,18 48,6 95,4 86500 45,5 

381 89,4 13,2 16,5 59,53 1,87 45,4 101 95100 58,5 
91,9 15,7 66,97 1,74 45,0 103 108000 83,3 
94,4 18,2 74,41 1,47 42,5 108 116000 110 
96,9 20,7 81,85 1,42 43,6 109 132000 155 
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Anexo II 

GEOMETRIA DE PERFIS ABERTOS DELGADOS 

O cálculo das características geométr1cas das peças de seç~o 

aberta de paredes delgadas, necessár1as às análises dos efe1~os de 

flexo-torção e instabilidade, mostra-se, na ma1oria das vezes. mo­

roso demais, mesmo em se tratando de peças com um e1xo de 

simetria. Considerando a automaç~o dos procedimentos envolv;dos, 

foi desenvolvido um· programa para o IBM-XT, sob ambiente 

Turbo-Pasca 1 vers~o 4.0 ( © Borland Internati.onal ) , que def1ne al-

gumas das propriedades geométri~as de ma1or Interesse em ~a1s ca­

sos. 

1. OBJETIVO 

Elaborado durante o curso de Flexo-Torç~o, o programa calcu-

la as seguintes característcas de um perf1l aberto delgado: 

-+ Área do Perfi l 

-+ Coordenadas do Centro de Gravidade 

-+ Momentos Princ1pa1s de Inércia 

-+ Ângulo dos Eixos Principais de Inércia 

-+ Coordenadas do Centro de Torç~o 

-+ Momento de Inércia ~ Torç~o 

-+ Momento de Inércia Setorial 

-+ Coordenadas do Ponto de Kinden 

-+ Característica de Vlassov 

-+Raio do Círculo de Estab1l 1dade 

-+ Área Setor1al nos vér~ices do perfil. 

São consideradas seções abertas constitufdas apenas de 

trechos retos, que são as mais comumen~es encon~radas nas apl !Ca­

ções práticas. A espessura pode ser variável ao longo do perf1l. 

2. ALGUNS CONCEITOS UTILIZADOS 
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Durante a utilizaç~o do programa surgir~o termos tais como 

Vértice, Segmento e Ramificação, que Significam o seguinte: 

~Vértice é qualquer ponto do esqueleto do perf1l 

cujas coordenadas precisam ser conhecidas 

definição da seção; 

para perfe1ta 

~ Segmento é o trecho de seção compreendido entre do1s 

Vértices consecutivos; 

~ Ramificação é qualquer conjunto de Segmentos conse-

cutivos. 

Estes conceitos são utilizados na definição do perf1 1, e 

serão esclarecidos po~teriormente nos exemplos. 

3. USO DO PROGRAMA 

Em todos os passos do programa o usuário é constantemente 

orientado através de men~ explicativos, visando ser sua utiliza­

ção a mais simples possível. 

O arquivo executável foi criado com o nome FLEXO.EXE . e 

após carregado, exibe a tela de apresentação e o Menu Principal, 

cujas opções são: 

4 Edita Arquivo do Usuário 

4 Calcula Perfil 

~ Abandona 

A opção E é utilizada para definir o perfil que se quer cai­

cular ao programa, a opção C calcula e exibe o último perfil edi­

tado e a opção A encerra o processamento. 

Nota: Embora não possua saída para impressora, qualquer tela 

pode ser impressa, bastando carregar qraphics antes de executar o 

programa, e pressionando <shift><pr se> simultaneamente. 

Edita Arquivo do Usuário 

O usuário caracteriza o perfil dividindo-o em ramificações, 

se necessário, discretizando em cada ramificaç~o o número de 

segmentos e em cada segmento o número de vértices e suas respecti­

vas coordenadas, segundo as definições acima. As coordenadas dos 
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vértices devem ser tomadas em relação a qualquer sistemas de coor­

denadas cartesianas, definido pelo usu~rio. A entrada dos dados é 

orientada por sub~nu e um sistema pergunta/resposta, como: 

~ Espessura de Segmento Constante CS/N) : Sim, se a es­

pessura nos vértices dos segmentos de uma ramificação forem 

constantes; Não caso contrário; 

~Número de Ramificações do Perf1l; 

~ Número de Segmentos de cada Ramificação; 

~ Declaração da Espessura e Coordenadas dos Vértices de 

cada Segmento de cada Ramificação. 

Após a definição da seção, a rotina teste as intersecções 

entre as ramificações, e é possfvel visualizar e alterar as 

coordenadas e obter um desenho do ~squeleto do perfil. Tais opções 

são orientadas por um subonenu. 

Calcula Perfi I 

Se um perfil for definido com a opção E, as características 

geométricas anteriormente citadas são geradas e exibidas. Um sub­

menu permite a visualização das diversas telas de resposta. Um de­

senho mostra o esqueleto do perfil e a localização do Centro de 

Gravidade, Centro de Torção, Ponto de Kinden e Círculo de Estabi­

lidade. Todas as coordenadas geradas são em relação ao sistema de 

coordenadas definido pelo usu~rio. 

Se o arquivo do usuário estiver vazio, é exibida a mensagem 

apropriada. 

Abandona 

Encerra o programa e devolve o controle ao MS-DOS. 

4. EXEMPLOS 

A título de exemplo de uso, são mostradas as telas gráficas 

gerad~s por FLEXO.EXE no cálculo de dois perfis <exatamente como 

especificado acima), sendo um perfil definido com apenas uma rami­

ficação e um outro em que a definição é feita através de três 
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ramificações. 

Apresenta-se , a seguir, os dados de entrada requeridos 

pelo programa e os resultados gerados, sugerindo-se ao leitor que 

os confira como exercício. 

4.1. Exemplo 1 

~ Espessura de Segmento Constante 1 em 

~ Número de Ramificações 1 

~ Número de Segmentos da Ramificação 1 : 

~ Coordendas dos Vértices da Ramificação 

Vértice 1 (0;15) em 

Vértice 2 (8;0) em 

Vértice 3 <32;0) em 

Vértice 4 <40.8;15.5) em 

Vértice 5 C41.8;15.5) em 

Vértice 5 <43.4;13.5) em 

~Características Geométricas do Perfil 

Área do Perfil ; 54.100 cm2 

Coordenadas do Centro de Gravidade 

4 

5 

1 

(22.072;5.449) em 



~ 

Momentos Principais de Inércia : z 
{ 

J = 1944.740 cm4 

J = 12824.~83 cm4 

y 

&ngulo Sistema Principal-Sistema do Usuário :-7° 3 2" 

Coordenadas do Centro de Torção : (21.195;-5.5~2) em 

Momento de Inércia à Torção 

Momento de Inércia Setorial 

21.3~7 cm4 

101887.45~ 
6 em 

Coordenadas do Ponto de Kinden : (20.378:19.025) em 

Característica de Vlassov : -3~57.107 

Raio do Círculo de Estabilidade : 20.435 em 

J\rea Setorial nos Vértices da Ramificação 1 : 

Vértice ~ 83.82 2 em 

Vért~i ce 2 -~9.~1 
2 

CID 

Vértuce 3 ~3.87.cm 
2 

Vértice 4 -~5.4~ 
z 

CID 

Vértice 5 -43.40 2 
CID 

Vértice ~ 53.71 2 
CID 

4.2. Exemplo 2 
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-+ Espessura de Segmento Constante 0.8 em Cem todas 

as Ramificações) 

-+ Número <i e Ramificações : 3 

-+ Número de Segmentos da Ramificação 1 ; 5 (é necessário de-

finir também os Vértices de intersecção entre as Ramificações. 

O programa testa as intersecções, e se não forem declaradas, é e­

xibida a advertência correspondente) 

-+ Coordenadas dos Vértices da Ramificação 1 

Vértice 1 (8;24) em 

Vértice 2 (0;24) em 

Vértice 3 (0; 16) em 

Vértice 4 (0;8) em 

Vértice 5 (0; 0) em 

Vértice 6 (8;0} em 

-+ Número de Segmentos da Ramificação 2 : 1 

-+ Coordenadas dos Vértices da Ramificação 2 

Vértice 1 (0;15) em 

Vértice 2 (-6;24> em 

-+ Número de Segmentos da Ramificação 3 : 1 

-+ Coordenadas dos Vértices da Ramificação 3 

Vértice 1 

Vértice 2 

C0;8) em 

<-6;0) em 

-+Características Geométricas do Perfil 

Área do Per f i 1 ; 48.000 2 em 

Coordenadas do Centro de Gravidade <0.067:12.000) em 

{ 

J - 3874.133 cm4 

Momentos Principais de Inércia : z -

,J = 464.853 cm4 

y 

Ângulo Sistema Principal-Sistema do Usuário : O oo· O" 

Coordenadas do Centro de Torção : (-1.441:12.000) em 

Momento de Inércia à Torção 10.240 cm4 

Momento de Inércia Setorial 34354.298 cm6 

Coordenadas do Ponto de K1nden : (3.771:12:000) em 

Característica de Vlassov : -0.000 



Raio do Círculo de Estabilidades ; 10.204 em 

-+ Are a Setorial nos Vértices da Ramificaç'ão 1 

Vértic-e 1 78.71 z em 

Vértice 2 -17.29 z em 

Vértice 3 -5.7& z em 

Vértice 4 5.7& z em 

Vértice 5 17.29 2 em 

Vértice 6 -78.71 2 em 

Are a Setorial nos Vértices da Ramificação 2 

Vértice 1 -5.7& 2 em 

Vértice 2 -41.29 2 em 

Are a Setorial nos Vértices da Ramificação 3 

Vértice 1 5.7& 2 em 

Vértice 2 41.29 z em 
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