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FLEXO-TORCAO: BARRAS COM SECAO ARERTA F PAREDES DELGADAS

NOTAS DE AULA

INTRODUCAO

A Resistencia dos Materiais, a partir de 1940 recebeu um
consideravel avanco com a teoria proposta por B.Z. Vlassov (1)
para barras de secao delgada.

A partir de Vlassov as pecgas estruturais unidimensionais
(uma dimensdo predominante sobre as outras) passaram a apresentar
um novo grupo formado pelas unidimensionais de secao transversal
com paredes delgadas.

A tendéncia de reduzir o peso proprio das estruturas
leva ao uso de barras com paredes de espessura pequena, (barras
com segao delgada). O mesmo modulo de resisténcia pode ser obtido
com tanto menos peso proprio quanto mais delgada for a secgao,
surgindo, no entanto, uma série de problemas provenientes em
primeiro lugar da falta de estabilidade.

A teoria das barras de secao delgada teve seu
desenvolvimento impulsionado, em grande parte, pelas exigéncias
de um projeto racional de estrutura de avides, construcgdes
navais, sendo também aplicada correntemente nas estruturas
metalicas, no calculo de elementos pré-fabricados de argamassa

armada € no calculo de nGcleos de edificios elevados.

TEORIA DE FLEXO TORCAO

1) Generalidades

As barras que mais necessitam do estudo da flexotorcao(ten-
do-se, também,em vista o estudo da estabilidade) sao as de secao
delgada aberta.Nas barras de secdo delgada vazada os feno-

menos da perda de estabilidade sao muitos menos pronunciados.



a) Uma barra & considerada de secd3o delgada (aberta no caso)
quando suas dimensdes relativas satisfazem as sequintes ordens de

grandeza:

|

£0,1

onde: t = espessura da parede
d = dimensao caracteristica da secdo transversal
2 = wvzo
LINHA DO

ESQUELETO

SECGAO DELGADA ABERTA
COM TRECHO CURVO

FIGURA 1

b) A secao delgada pode ser constituida de paredes retas ou
curvas e & definida pela "linha do esqueleto" (linha que divide a

espessura t ao meio).

c) O sistema de referencia xyz tem origem nos centros de

gravidade das secgoes transversais sendo:
x = eixo longitudinal
y e z = eixos principais de inércia

O sistema xyz é tal que para um observador no sentido

positivo do eixo X, o0 eixo y coincide com o eixo z por uma
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rotagio de 90° no sentido horario.
E considerada ainda umd ordenada s que corre ac longo da
linha do esqueleto em sentido arbritério. A origem Os de s e o

seu sentido serao ainda convenientemente determinados.

d) A espessura t da secgao transversal pode ser variavel (t=f(s))

com s, sendo um elemento de area da sec3o definido por:
ds = t.ds
e) A secao transversal é considerada constante com x.

2) SuposicOes basicas de caculos

a) Apos a deformagao da barra, a secdo transversal projeta-se
indeformada no seu plano (zy), comportando-se pois como se fosse
rija nesse plano.

b) A superficie média (perpendicular a secdo transversal e pela
linha do esqueleto) nao sofre distorgoes.

Na deformacdo da peca a linha do esqueleto mantém sua
projecao sobre o plano da secao. Sdo portanto admitidas
translacoes e rotacoes da secao inteira, mas deslocamentos
relativos dos pontos da secdo apenas na diregao longitudinal da

peca (x).

Obs.: no projeto de barras de secdo delgada sio previstos
"diafragmas transversais" que garantem um comportamento de

acordo com as suposic¢bes de calculo.

aberta (D)

Uma viga carregada com forcas transversais em posicOes
arbitrarias fica solicitada a flexdo e torcgao.

Define-se como centro de torgdo o ponto do plano da
secao pelo qual deve passar o plano de aplicacao, da resultante

das cargas transversais de modo que nao ocorra torcdo, e sim,



apenas flexzo.

Sendo a secao delgada, pode-se fazer a suposigdo de que

as tensces T provocadas pela forga cortante Q sejam uniformemente 4
distribuidas sobre a espessura t e tenham a direcdo da tangente a “E
linha do esqueleto. 3
' LIN
A esaveLtro
tg/
FIGURA 2
Da Resistencia dos Materiais
QMg
T =
tI
onde o momento estatico M. e o momento de inércia I sdo tomados
em relagao ao eixo principal apropriado.
Supoe-se inicialmente um carregamento paralelo ao eixo
principal y. 7
Q=0 t
y
I =1
z
s
MS = y ds = { y t ds
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A forga de cisalhamento transmitida num elemento de
comprimento ds é&:

7 dS = 1 tds

TRACO 0O Puno__)\

DE CARGAS "\
{ LUGAR GEOMETRICO 0E D)

FIGURA 3

Para gque nao ocorra torcao a resultante destas forcas
elementares deve ser igual em valor (mddulo) e posigao a forga
cortante Q, cuja linha de acd3o & um lugar geométrico do centro de
torgcao procurado, indicado por D.

Executando 6 estudo para forg¢as em duas direcOes, por
exemplo, nas direcoes dos eixos y e z (planos paralelos a xy e
xz) acha-se D como intersecdo dos dois lugares geométricos.

Portanto a condicdao que fornece a localizacd@o de D & que
a resultante dos momentos das forcas T dS em relacdo ao centro de
torcao D seja nula.

A resultante dos momentos & obtida através da integral

em toda a secgao S. Assim,

0

My = (tdS). n

—
2]



onde n e a distancia de D a tangente ao esqueleto.

/4_/ LINHA DO

' ESQUELETO

FIGURA 4

Para a carga na direcao do eixo y (plano de carga
paralelo ao plano xy), tem-se:

QM

tT,
S.
0 s2 S
v 1 -
.4 = y tds n t ds 0
2| A v
S S1
Q 52 s
TZ [ J v t ds] nds =0
Z
S1 S1

|
o
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integrando por partes tem-se:

[ a db = ab - J b da
S
a = y tds »da =y t ds
S1
s
db = n ds b = n ds logo:
S1
- s S 332 Sz S
( y t ds) n ds - [ n ds ] y t ds
Sl Sl Sl Jsl Sl

Como I ydS = 0 (momento estatico) tem-se:
s

I

s
y t ds = 0 para s = s, € para S = Sj
S1

S+ s
Portanto: [ n ds } y t ds =0
°1 51

O termo entre colchetes n ds € chamado, segundo
51
VLASSOV, de area setorial da sec3o e indicado por .
s
. w = n ds
S
{

Portanto a condicao para determinacdo do ponto D é:

w y ds = 0



Um segundo estudo, andlogo a este, para cargas
paralelas ao eixo z (plano xz) fornece a outra condicdo de modo
que:

—

e (sdo as condicbes para a de-

terminacdo do centro de torgéao)

cee. (I)

Os termos { wyds e [ w zdS s3ao chamados de produtos
S S

setoriais e se referem aos eixos principais de inércia.

s
Note-se que a area setorial  w definida como I n ds
S

1
representa, conforme a figura 5 o dobro da &rea do setor

determinado pelo elemento ds do esqueleto e o polo D.

FIGURA 5

A posicao da origem da ordenada s ndo influe no

resultado (calculo de D). Deslocando-se a origem aparecera um

&



acréscimo constante na funcdow , de modo gue a contribuicdo desta
constante em:

wy ds =20 e [ w z dS = 0 sera nula, pois:
S S
w* = W + k
J {w+k) y ds = wyds + k J y d4S (momento es-
S S s tatico = 0)

Tendo-se em vista certas aplicacgdes futuras determina-se

a posicdo desta origem Os de tal forma que a condigdo:

[ w dSs = 0 .seja satisfeita
S

0 termo wdS , por analogia como o momento estatico da
S

Resisténcia dos Materiais My =J yd8 recebe o nome de momento
S

estatico setorial.

Quando a area setorial & obtida com polo em D, a
partir de uma origem particular 0, © de modo gque o momento
estatico setorial, em toda a secado seja;gglo, essa area setorial
recebe o nome de area setorial principal.

Para se obter essa origem Os particular, determina-se

© com uma origem arbitrariamente escolhida.
Fazendo-se w = w+C »> w = w = C

onde W & a area setorial com origem Os satisfazendo

l w ds = 0 e C uma Constante
S
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4)Formulas para calculo das coordenadas do Centro de Torcio D

A forma implicita das condigoes (I) impede sua aplicacio
direta na determinacao do centro de torcao D.

Uma interpretacdo geométrica da area setorial forneceréa
expressoes explicitas nas coordenadas de D ( yD;ZD)-

A figura 6 mostra um trecho do esqueleto com a origemoS

(Yo 725): © ponto genérico Q (y;z) e o centro de torgdo D (yD;zD)-

K |
|
Yo |
w>0 A .
%Y
K
NN
NN
R |
\ H
@<5\' s
Q A
yY
FIGURA 6

area do triangulo MDO_ = area do triangulo NDO, ~(indicada por A)

10




area K M Og Q » (indicada por A)
area L N Og Q » (indicada por B)

De acordo com a definicdo de w tem-se

éreang D 52)-

area KDL Q= 2A + A + B (area do retdngulo)

area do tridangulo D Q L =% + B +A

Portanto pode-se escrever:

20+ A + B = 2 (%+B+A)

ou w=A-B

b) Convencao de sinais para a area setorial

O sinal da funcdo w é positivo quando o raio vetor
tracado com centro em D gira, a partir de OS para um ponto
generico Q, no sentido horario, para um observador olhando no
sentido positivo do eixo X.

¢) Calculo das coordenadas do ponto D

Para se obter, finalmente, as fOrmulas procuradas
escolhe-se arbitrariamente um polo provisdorio P.

Indicando-se com o a' area setorial com polo provisoério
P pode-se escrever considerando a propriedade w = A - B da area
setorial.

11
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Sendo y, e z as coordenadas do polo P (yp
tem-se, de acordo com a figura 7.

At A + A"

B' = B + B"

l z

[ Zo
P _
X

: 5905 “W‘

) P(yp,zp)

®

FIGURA 7

wp = [A + (z—zo) (yD-yP) ] - [B + (y—yo) (zD—zp)]

12




w_ = A - B + (z—zo) (yD-yp) - (y—yo) (zD-zp)

w,. = wt (z-zo) (yD-yp) - (y-yo) (zD—zp)

ou ainda w =Wy, + (y-yg, ) (zp “z5) - (z-z5 ) (yp ~Yp )
Obs.: o artificio de calculo, em se considerar o polo P
arbritario, se deve ao fato de inicialmente ndo se

conhecer o  ponto D, cuja determinac@o & a intencdo final do

czlculo.
Substituindo-se o valor de y nas integrais (I), produtos
setoriais:
J wyds =0 e [ wz ds =20
S S
tem-se:

_ 5 )
wy =wpy + szz - sz - YOZPY + YOZPY - YDZY + szy + onDy ZoYpy
wy =wpy + (zD-zp)y2 + (termos que contém y ou yz coOmo fator)
Analogamente

wz = wpz - (yD-yp)z2 + (termos que contém z ou yz como fator)

Os termos gque contém y, 2z ou yz como fator resultam
nulos na substituicdo em (I) pois

( y dS = f z dS = 0 (momento estatico)
s s
y z dS = 0 (momento de inércia centrifugo em relacgao
g aos eixos principais de inércia)

13



Portanto:

R
2 =
Is [ Wy ¥ + (zj zp)y ] ds = 0
[ : [
2 =
Wy ¥ ds + [ (ZD-zp) l y ds} =0
JS . S
Analogamente:
w, z ds - [ (Yn=¥Yn) 22 as ] =0
P D “p S '

Portanto as formulas para cdlculo das coordenadas Yo e
Zy do centro de torcado sao:

Yp =

g - .. (II)

5) Observagoes sobre o centro de torgao

a) o célgulo da posigao do centro de torcdo D com as fbrmulas
(II) & tanto mais preciso quanto mais delgadas forem as paredes
componentes da secao (distribuicdo adotada de T mais correta).
b) Na determinacdo dos momentos de inércia pode-se suprimir as
contribuicoes dos momentos individuais dos elementos,
Eiéﬁ (secao delgada).

c}z Nas segdoes nao delgadas o centro de torcdo pode ser

determinado apenas gquando se dispde da distribuicdo exata das

14




tensgces de cisalhamento fornecida pela Teoria da Elasticidade.
(Este caminho leva, geralmente, a grandesdificuldades).

d) Imagina-se uma viga com um carregamento geral gque produz
flexdo e torgao. Separa-se as cargas em dois grupos: o grupo (1)

produz apenas flexdao e o grupo(2) apenas torcgdao.

P{carga transversal)

-

r-—-—

CG. z D

%0

i

]

¢
R A |

+

1
|
|
i

|
|
|
|
|
|
L

ol cms e

+
I

Yy

—
-—
~—
-
N
—r

FIGURA 8

O trabalho do grupo (2) no deslocamento produzido pelo
grupo(l) sera nulo, pois na flexao ndo haverd rotacdo das
segoes.

Pelo teorema de MAWELL-BETTI pode-se concluir que o
trabalho do grupo (1) durante o deslocamento produzido pelo
grupo (2) também sera nulo.

Isto s6 é possivel quando as rotacdes das secles se dao
em torno do ponto D, pelo qual passami as cargas do grupo (1).

Portanto o centro de torcdo D é também centro de rotacdo

das secoes.

e) Todo eixo de simetria contém o centro de torcao D.

15
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FIGURA 9

Adotando-se o polo provisorio P pertencente ao eixo de
simetria tem-se Yp = 0 e,

tambem e nula uma vez que wp, tem sinais contrarios para y >0 e y <

0 para z de mesmo sinal.

Portanto Yp = 0 e o ponto D pertence ao eixo de
simetria.

16




EXERCICIOS

1. Exercicio: Determinar o centro de cisalhamerto e o diagrama de

w principal (condigao I wdS = 0) para as barras obtidas por
S

dobramento de uma chapa em forma de U e Z.
1. Caso: Barra de secao delgada em forma de U
O centro D de cisalhamento estd situado no eixo de

simetria, de forma que apenas umas das equacOes (II) basta para

se obter D.-

|
+— m n
! |
g |
1 __J!.i_
{ r
| |
h | |
1 CcG |
z ] i
]
| |
i ]
| - B
— e ———
y
FIGURA 10

zp = 0 (pois ¥y & eixo de simetria)

)

Yp T
z e y = eixos principais de inércia

17



3
_ ht b, 2 th htb th
Ty ‘2[12+ht"2) ]*E 7 t 12
2
I, - tb” (6h+b)
12
Diagramas de Wy e z:
bh b/2 b/2
— —
| = =
| | = =S
| ke o! S
.| | = 2
< W l - d
wp>0 :
%J —
o > o
s e P j/ o2
yV b/2 y
(wp) (z)
FIGURA 1!

Obs.: Caso o0 polo P tivesse sido escclhido conforme figura 12

teria-se:

is




3 3
{
: )
0 0
e s
Yy
FIGURA 12

Portanto, resolvendo a integral através dos diagramas da

figura 11 tem-se;

1l
YD=yp+'I'§ ’ U)pZdS

- = = _:.I:_ 1 3
Yp Yp c Iy [ mpz ds (ver figura 13)
S

J wp z t ds = retangulo X triangulo = é— a a
s

_ tb2h2
- 4

r'-
Sty
4]

£

o]

N

u

n

]

r'.

(Cfay

[

g

Nl o

| 2
o = _tp®h% 12 3h

tb? (6h+b)  6h+b

19
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z C6.
%
c
D¢
v?
FIGURA 13
Tracado do diagrama de w principal.
h-c
i 18 !
| i i
af i I
| L
| | q
J 0 i !
. A L
w>0=%°—
be
2
FIGURA 14




A partir de w no ponto A igual al(+ %E)a area setorial
torna-se negativa deerescendo do ponto A até o ponto B de (—%9)

entzo:

Como ¢ < h tem-se:

b (h-c)
2
- . b (h-c
Portanto w no ponto B e negativa e vale ‘“ij“_l
Note que neste caso a origem Og foi convenientemente

escolhida de modo a se obter um diagrama de , antimétrico o que

garante que

w ds = 0 , Ou seja w principal

Obs.: Com base na solucao deste exercicio verifica-se que se a
secao tiver um eixo de simetria o centro de <cisalhamento D
estara sobre esse eixo. E ainda que se adotar-se a origem Og
coincidentemente com o0 ponto em que esse eixo corta a linha do
esqueleto, o diagrama de area setorial serd antimétrico e
consequentemente a area setorial serd principal. Se a sec¢do tiver
dois eixos de simetria o polo D e a origem qs coincidird@o com a

interseccdo desses eixos.

2. Caso: Barra de secao delgada em forma de 2

Tendo-se ja calculado, conforme o l. caso, a pcsicdo do

centro de cisalhamento D, pede-se calcular o diagrama de w
principal ( [ wds = 0)
S

Injicialmente adota-se a origem %; coincidente com D.

21



I &

|
—t— T—-—_——— - = | :#t (const )
E I
, |
Wee=p0 | D=
f\ [
| l
i ) } o
4 b__.,___l _ ’ {:@.\DIDIQ

FIGURA I35

26

diagrame de

Note-se que para a origem Os adotada, coincidentemente

com D e com o CG, o diagrama de & (area setorial), ndo satisfaz

a condiczo:
J ©z ds =0 , isto & nao é principal.

Portanto para se obter a origem Os particular de modo a

se obter w principal tem-se:

W =w 4+ C>w=uw-2°C
_ 1 -
sendo C = 5 w ds
S
S =4 at (area da seciao transversal)

2
= i —_ 3
s ds = t n-ds = t 2 (—-Z—a'a)=ta

22




Portanto, o diagrama de w principal & o seguinte

a2 3d
47 DY 4
B o,
—
=
— FIGURA 16
3d
yy
Os \‘\.cg_

Observacdes:

a) Os pontos em que w principal é nulo representam

origens Og

b) No caso de barras com secdo transversal delgada,
que as ramificagdes da linha do esqueleto tém uma forma

"estrela"”, isto &, todas essas ramificagdes sd3o concorrentes

as

em
de

em

um ponto, se adotar-se esse ponto como polo para calculo da area

setorial, esta e os produtos setoriais serd@o nulos. Dessa forma

esse ponto sera o centro de cisalhamento da segdo.

e ——— |

FIGURA 17

23



2.Exercicio: Calcular o centro de torcdo D e tracar o diagrama dey

principal.

B T
Il t=const _—!
! a
! { >
|
z D | _L >
- { 1] >
I l
| ' | a
‘ I l 2
| !
Do ————— ol || —
i Se¢do transversal
c | a |
T f 1T

FIGURA I8

Resolucao:

Como o0 eixo z & de simetria tem-se:

—

= _2ta a, 2 _ 2 3
IZ 1o + 2at (5) = -3— ta
Diagramas de wp e v, adotando-se o polo P

provisério conforme figura 19.

24




njo
e
=
S0z
 —
 —

\XP

i
| o?
40 2"
| L__T__ . )
! ‘\3 2 | T;
| 34 \
[ : |
| 0 |
P=Q, i a’
2
y
(wp ) (y)
FIGURA I9

O diagrama de y s0 foi calculado nos trechos em que ©O
diagrama deut)é diferente de zero.

Czlculo de c

r

w y dS = t [-%é %

o
wlm
1
W
(T
W)
N
i
(¥}
oy
N

w y ds=—a" t
js P 12
1
c = - = 0 y ds
Iy Js P
c = 3 5a4t _ 5a
2ta3 12 8

25



Calculo do diagrama de w principal

[\M]

: a T 3a_
|
+
RSN S
[ | e
| I |o
lo | |°
D LS CG. I
z - [ T 2
| L,
| L
| 0
5 o '
.é.Q t—-————-_———] r—
y 1 502 ™~
6
FIGURA 20
2
3a” 4+ (a + 28 ) - 42
16 2 8
sa? _ a® _ _3a°
16 2 16
A condicgao wdS = 0 é& satisfeita - diagrama

S
"antimétrico" area setorial principal.
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3. Exercicio: Determinar o diagrama de area setorial principal da

secdao transversal indicada na figura.

o
\ ‘——**F
6,615¢cm [ //
T 7 3cm
} /5
I/ ]
s
Z l
2
7 I
7 |
//t const=0,5¢cm |
/i | l 12¢cm
7z ce | !
T V= I |
| |
Y | |
5885¢m| { f
| )
== b= |
! Z pux [ J
i 8cm 4cm
T T T
FIGURA 21
1) Czlculo de CG
_ 6.6 + 7,5. 10,5 _
Yo = 19,50 5,885cm
z = 6.6 + 6.8 + 7,5.6 _ 6,615cm
° 19,50

2) Calculo dos momentos principais de inércia

3 3

= 2 Q'_S;J.:z_ 2+
I; = 65,885° + ~33 + 6.0,115

2 4

+ 7,5.4,615° = 490,24cm

27



3 3

_0,5.12 2 0,5 12 2,
1= 22522 4 6.0,615° + 3232+ 7,5.0.615
v
+ 6.1,385% = 178,62¢cnt
0,5.15°
Iz = 6.5,885 . 0,615 + 6.0,115 . 1,385 + 2223 0,6.0,8 +
12
- 7,5.4,615 . 0,615 = 68,88cm?
Iy
1
|_ 178,62 + 490,24 4,/ 178,62 - 490,24)° , g gg2
2 2
1
I. =1, = 504,8cm>
z 1 ’
tgo, = —08.88 = 0,2112 > a7 = 11,924°

504,8 - 178,62

3) Calculo de centro de cisalhamento

Adota-se, inicialmente o polo provisdrio P.

28




. -4,645

AN
\
//
\
\; m
\
\
\
\
\
\
\
\
\
o~
~
5 m <
L ™ e - =4
o
i :
\ ) I.IILY
\ |
\ E
\ B
%
A G S - —%
N~
4
\. ® T~_
\ a S~
/w ///I._ £
\ ®
\
\
/ .
\ Jd_

5,256
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Rotacan de coordenadas

y =y cosa + z sena

Z = Z COS0 - Y Sena

= 6,615 cosll1,924 -~ 5,885 senll,924 = + 5,256cm

N
i
|

zg = -5,385 cosll,924 - 5,885 senll,924 = - 6,485cm

y = 5,885 cosl1l1,924 + 6,615 senll, 924 = 7,125cm

A
YB = 5.885 cosll,924 - 5,385 senll,924 = + 4,645cm
y = -6,115 cosll,924 - 1,385 senll,%924 = - 6,269cm
p
z = -1,385 cosll,924 + 6,115 senll,924 = ~ 0,092cm
p
y, = - 6,269 + Y] {Lg_ [96(2.5,256 - 6,485) - 48(5,256 +
l64,1
- 2.6,485{]} = - 1,657cm
(
Z = «0,092 - 0,5 i 12 [ 96 (2.7,125 + 4,645) +
D 504,8 6
~ 48(7,125 + 2.4,645) ]} = - 2,125cm
Portanto %) = - 1,657cm e ZD = - 2,125cm
4) Calculo de ; com origem Oy arbitraria
§b = - 1,657 cos(~11,924) - 2,125 sen(-11,924) = - 1,182cm
7D = ~ 2,125 cos(~ 11,924) + 1,657 sen(- 11,924) = - 2,422cm
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35,28
i 12,44 \‘g‘
3,000
i N
G4 12,44
§ (i
4,933 sz “q O
? \ ]
@
\\ —
7,067 ' -
v , 56,54 ® I ’
A JZC— d-&ls____«_ U . WY .

——

8,000 1,037/2,963 |
=

FIGURA 23

Na figura 23 esta indicado o diagrama de w com origem Q;

arbitrariamente escolhida (no caso o ponto C)

Calculo das areas DFG e DFE

% =~ 1,182cm —2]_3 = - 2,422cm
YF = - 6,115cm EF = - 1,385cm
Yo © ~ 9,115cm Zo = - 5,385cm
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Yg = - 0,115cm zg = + 6,615cm

Sendo a area de um tridngulo formado por tré&s pontos, néo

colineares, dada por:

z5 Yo 1

S=-:2L- Zl yl 1

tem-se:
-2,422 -1,182 1
-1,385 -6,115 1| = - 7,266 + 4,728 + 20,305= 22,84
-5,385 -9,115 1
-2,422 -1,182 1
+6,615 -0,115 1| = - 14,532 + 9,456 - 40,610=|45,69]
-1,385 -6,115 1
Og= 22,84 + 12,44 = 35,28cm
5. = - 45,69 + 12,44 = - 33,25cm

E

8) Cdlculo do diagrama de W principal

w =m —C

n
I

19,5cm
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w ds =955(8.56,54 - 4.28,27 + 12.12,44 + (35,28 - 33,25)15)

w dS = + 6,65 sendo W = 0 - 6,65

"’(
S
39,90 ‘-’

49,89— 7 ;
1, e
]

~d
6,65 — e
| 34,92

FIGURA 24

Verificacgo - w dsS =0

S

w ds = 9.5 [ (49,89 - 34,92) 12 + (5,79 - 6,65)12 +

2

+ (28,63 = 39,90)15 J = 0,0675 = 0

33



Exercicios Propostos: Na figura 25 é apresentada uma série de

perfis para se determinar o diagrama de &rea setorial. S3o secdes
que tem emprego, gquer na construcdo civil, em estacas, cortinas,
escoras, montantes, nervuras, peg¢as de reticulados, secOes de
pontes e coberturas, gquer na construcao naval quer ainda na

77
i B MR ESIDV3Y
332 Ik
o~ —i<o & | 37
LT TS ) )

N ALY

xn:wbéﬂ?%Z

FIGURA 25

8
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6) Torcao livre ou de SAINT-VENANT

a) As condigcdes para que uma barra fique solicitada & torcéo

livre sao:

1) A secao transversal da barra é constante com X (X = eixo

longitudinal), barras prismaticas.
2) O momento torgor sclicitante deve ser constante com X.

3) A barra nao deve possuir vinculos que impecam

deslocamentos longitudinais.

No caso de nao serem satisfeitas estas condicles tem-se
solicitacdo & flexo-torcao.

O estudo da torgao livre de barras de secdo delgada, foi
desenvolvido por PRANDTL, utilizando o processo da "analogia de
membrana”". Este estudo é apresentado no livro Introducdo a
Resisténcia dos Materiais do Prof. Frederico Schiel.

S3o indicadas, a seguir,as formulas para o estudo de

barras com secdo delgada aberta:

FIGURA 26
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d¢ = giro relativo das duas segbes separadas por dx

M

dcb=——G-§— dx onde:
t

M, = momento torcgor solicitante

modulo de elasticidade transversal do material

5]
Il

J4+ = momento de inércia a torcéo

_ 1 3
sendo Jt =3 fs t ds

LINHA DO ESQUELETO

/&/

4+t | FiGuRA 27

As tensoes T sao linearmente distribuidas sobre a espessura

com valor méximOTb‘na borda e nulo na linha do esqueleto.

o My .
b Jg
ou
o My
b W,

36
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onde Wt
d¢

be &

e '['b =
‘[b =

b) Calculo dos

0]
pela rotacgao

D, & chamado

= = modulo de resisténcia
max
GJt
M
EE_ t tem-se ;
t
Gt ¢

a torcgao

deslocamentos usando-se as seguintes notagles:

deslocamento na direcao do eixo X longitudinal

deslocamento na direcao da ordenada s (esqueleto)

conjunto dos deslocamentos longitudinais

da secdo transversal,

de "empenamento da secao".

}TANGENTE AO ESQUELETO
NO PONTO Q.

FIGURA 28

u causados

em torno do centro de torcgdo

O ponto Q, devido a rotacdo ¢ , passa a ocupar a posicdo Q'.

Para pequenos

deslocamentos tem-se QQ'

=r¢
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cooA
Por semelhanga de triangulos conclui-se que

v

‘L‘:.I_l- -> —v=nd>
ro r

sendo -~4dv _ ng’

dx
ou -v' =n ¢'
Entre as funcgoes u(x,s), vix,s) e a deformacéo
.~ - T
transversal Yy (variagao do angulo reto), sendoy = el vale a
relaczo:
9V Ju
== e el
V=3t 5s

Relacao esta conhecida da Teoria da Elasticidade e
facilmente demonstrada através da figura 29.

u

)
s E;ds
L(desku:cmlentos v) —f-—f-
v+ " R rr -
ds l
I L
ds | | Z;v dx
v< —t X
ol
o | |
—t
L dx u+—~g: dx
[
> X
( deslocamentos u)
FIGURA 29
v _ .- . .
5% = Vvariagao que Vv tem como X (derivada parcial)

Como Y &€ a variagao do angulo reto do elemento dxds tem-
-se Y= 0+ 8 ou seja:
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_ oV Ju
Y= * s

Como os pontos da linha do esqueleto nao sofrem deforma

¢ao transversal pois no esqueleto T = 0 tem-se:
9V Ju _
5x T 3s 0

Como -v = np e n & constante com X tem-se

av _ '

ax né

, Todas as fibras (lugar geométrico dos pontos que, em ca-

da secdo da barra primdtica, ocupam a mesma posicdo relativa) das
barras sob torcao uniforme, ou livre, permanecem retas apos a
deformacao.

Isto &, a torgdo livre é caracterizada pelo fato de que
todas as segOes se comportam da mesma maneira. Consequentemente o

deslocamento longitudinal u nao pode depender de X mas apenas de

s, isto &, em vez de u pode-se escrever du
9s ds
Portanto:
du
- 1 au _
noot o+ ds 0
%% = n¢' integrando em s desde a origem Og até o ponto
genérico Q obtem-se:
Q Q
u = o' n ds ou u = ¢' n ds
OS OS
Q
como n ds é a definigdo de &rea setorial w,
Og
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pode~se escrever:
u=uw¢'

Note que na figura 28 o sentido da ordenada s foi
escolhidc de modo a se obter -v = n ¢. Assim procedendo-se, no
caso de?'>0 e nos pontos com w>o se obtém u>o, ou seja, positivo
no sentido do eixo X.

A torcdo uniforme €& caracterizada por um empenamento
livre, igual, para o mesmo ponto, em todas as secdes.

O empenamento & a Unica deformagdo admitida, pois a
indeformabilidade da projecdo da segdo sobre o seu plano €& uma
das hipdoteses iniciais.

As barras de secao circular, ou anel circular ndo sofrem
empenamento na torcdo. As barras de secao delgada cuja linha do
esqueleto tem forma de "estrela" nao sofrem empenamento nos

pontos situados sobre a linha do esqueleto.

¢) Convengao de sinais:

Os empenamentos u no sentido do eixo X sdo considerados
positivos, contrarios ao eixo X, negativos.

O momento torgor Mg é positivo guando solicita um
parafuso direito no sentido de aperta-lo.

O giro ¢ & positivo quando for no sentido anti-horéario para

um observador olhando no sentido positivo de x.

FIGURA 30
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4. Exercicio Determinar o empenamento relativo dos pontos (1) e

(2) indicados na secao transversal da figura 31.

T I "
| I Mt
11 t= const. ! a/2
e | et | 1
| LdJ - 2
| "ﬂ 2 X
| ‘\\T>/
| : a/2
|
! I
b J| —
1 a |
* +

Calculo do empenamento:

FIGURA 31 N

Mg
= T 1 .
U T d *" = Fe
¥
Uy T wy b
1 .3
Jt_-é-t 4a
De acordo com o 2. exercicio tem-se wy = a2
w2=-a2
Portanto:
u; = al o' e u, = - a? o'

Os empenamentos no sentido do eixo x s8o positivos,

contrarios sao negativos .

¢1 ) = 2a o'
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5.Exercicio:

3aMt

2t3g

cm

M
4 .3
3 t~ a G
tf.cm cm
(—=3
cm tf/cm

2)

Calcular o empenamento relativo entre os pontos (1)

e (2) indicados na figura 32.

M;

FIGURA 32

(eixos principais de inércia)

Como Z & eixo de simetria Yp = O

Calculo de %

Adota-se o©
segcao > Zp= 0

D (coordenada do centro de torgdo)

1
Z - = W ds
P 3, [s p ¥

polo provisdrio no centro de gravidade da

——— {LINHA DO ESQUELETO
7~
/ N
\
4 \
/ \
‘Z‘ OS [ z \1
=% } +
- a /
ds r /
\ /
~N e
~ .1l -~ -~
y
FIGURA 33
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O elemento de area setorial 4 o
area do setor

€& igual ao dobro

area do setor = 1 .29
dwp=-']:2 d o
ds = rdo.t

(sendo rdo = comprimento do arco)
Com a origem O_ indicada tem-se que
S

Wy - rfa
Yy = r sen o
kil
Portanto 2 = 0 + 2 r%xr seng rt do
D 3
Ttr
o)
T
7 = 2 J a sena da
D B
o)
Resolvendo por partes
adb = ab - |b da
J
a =g > da = dqg
db = sena do b = - cosa
hig ™
7 = 2T [ ’—a.cosa - J - cos da]
D T
o) o)
- 2r = 2™ 5
ZD = == [ + T + seno ] = = r
o)

Calculo do empenamento relativo dos pontos (1) e (2)

a3



FIGURA 34

A area setorial do ponto (2) resulta como o dobro da
diferenca das areas A-B ou seja o dobro da &rea do semi-circulo

de raio r..

Portanto w5

I
|
=
a}

Sendo wy = + Wr2

O deslocamento relativo os pontos (1) e (2) & pois

Au-——ul —uz

M
Aua = 2ﬂr2¢' = 2 nrz £t
GJt
J. = 1 t3s = 2Wrt3 (s = perimetro)
t 3 3

44




2TTI'2Mt3

Au =
G.2mrts
Portanto
3I'Mt
Au =
Gt

6 - Exercicio: Determinar o empenamento relativo entre os pontos

1l e 2.

= espessura consfante =0,la

Mt @

m —t
|
{
| a
|
|
- %l ————
Z pux }
| a
[
|
§1 R .
@ a 2a |
+ T T
Y
FIGURA 35 Aux

1) Calculo do CG

%) =0

a(3m - i) .Ta + 2a.a

z .= = 1,32a
ma + 2a + 2a
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zo = 1,32 a

| N

!
I
I
|

—_—

FIGURA 36
2) Czlculo de Iz

i

8

Iz

3) Calculec do centro de cisalhamento

1,32a

[ (1,05a) - (0,95a) J + %3

CG

FIGURA 37

46
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Adotado o polo P tem-se:

Yp = 0
Zp = 1,68a
= 2 =

4 wp =r da Yy = r seno

Wy y 48 > s6 para o trecho curvo:
J
. m/2

wp y ds = 2 [ rza r sena r t da =
J o

(/2 /2
=2t rt a sena da = 2t r? seno -a cosa
o) o)
]

= 2t r4[1_l = 2t r?
Para r = a e t = 0,1la

W y ds = 0,2 a5

p 14

W Y ds > para o trecho reto:
J

a
+
.
(wp) {y)

FIGURA 38
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wy, y ds = 0,1a (2. % 3a2 a) = 0,2 a°

Portanto tem-se:

1

il

Z

L = 1.68a - —1 (0,2a% + 0,2a%) = - 0,106a

0,224a

4) Calculo da area setorial principal

jCs i
// !
/ i
®r~
I 1,7864a
+
FIGURA 39
B=A+E-2¢C > A -B=C-E
Como w; =2 (A - B)
. 2 2
W =2 (C - E) = 2 ( 1,786 a . ma )
1 2 4
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wy = 0,215a°

Analogamente

u = (wl - w2)¢'
u = 0,43a2 ¢’
s = ot
GJt
_ 1 3
s
0,43a% M,
u = 4
G 0,0024a

ds

G a

49
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7. Bases de calculo da torgdo ndo uniforme ou da flexo-torcio

A torcao pode deixar de ser 1livre pelas seguintes
causas:

a) engastamento de segdes: impedimento parcial ou total dos

deslocamentos longitudinais.
b) variac@o da secdo transversal.
c) variacao do esforco solicitante momento torgor.

Como estao sendo consideradas apenas barras de secdo
constante, a ocorréncia de flexo-torcdo fica restrita aos casos
em que o momento torgor ndo &€ constante ou dqueles em que exister
vinculos gque impedem os deslocamentos longitudinais de qualquer
secao transversal.

Quando o momento torg¢or varia ao longo da barra, secOes
vizinhas tendem a apresentar rotacdes diferentes, istce &, tendem
a ter empenamentos diferentes. Para que a compatibilidade de
deslocamentos seja verificada, o aparecimento de tensles normais,
modificando esses empenamentos, & inevitavel.

Quando uma barra engastada numa extremidade & submetida
a um momento torc¢or aplicado na outra, nesse engastamento o
empenamento & impedido causando como consequéncia o aparecimento
de tensoes normais. Essas tensdOes normais sdo usualmente
negligenciadas nas vigas sd6lidas, por serem de carater local, no
entanto, nas barras de paredes delgadas, devem ser consideradas
pois podem ser da mesma ordem de grandeza das tensdes de
cisalhamento causadas pela torcao.

As hipdteses basicas, para a andlise de pecas submetidas
a flexo-torgao (torcao nao uniforme) ja foram apresentadas na
pagina 3.

Uma hipdtese basica para enfrentar os problemas de

flexo~-torcdo & a validade da equacgdo:

u =0 ... (IIT)
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Na flexo-torcao a derivada do angulo de rotacdo (¢ ) néao

é mais constante como no caso da torcdo de Saint Venant. Isto &,

a amplitude do empenamento u variara de secgao

que s6 depende de X.

7.1) Tensdao normal de flexo-torcao.

para secao com ¢’

Se existem deslocamentos longitudinais u varidveis com

X, tem-se:

€ z

x 0
e = 2u

como x _ 33X

e u = wdp' obtém-se:

= "
€y w ¢

ds

. . 1 ]

FIGURA 40

Pela lei de Hooke pode-se escrever:

R § -
€ x T E (ox vos)
Da suposicdo basica de calculo,

transversal indeformavel no seu plano, isto &,

da sua projecdo sobre o plano yz tem-se:

, -
\esoueLeTo - X

ou seja, secdo

indeformabilidade



(1 - vz)cx
portanto €x = ‘

E
Esta relacao também pode ser assim escrita:

g, = EB* ¢
X

onde E* significa o modulo de elasticidade longitudinal reduzido

_E
1 - vz

nas aplicagoes seguintes despreza-se o valor-vzem.comparagéo com

E* =

a unidade, supondo E* = E,
Esta aproximacao equivale a suposicdo, bem plausivel, de
se desprezar todas as tensodes normais, com excecao de O

longitudinal.

Desta forma tem—se:

o, = Ew ¢" .. (IV)

(note que na torcao livre ¢'é constante e portanto Ty & nulo)
A proporcionalidade entre 0y ew chama a atengao para o
fato de que a tenséoc%{néo tem resultante: nem forga (normal) e

nem momento (fletor) como se verifica pelas equacoOes:

wds = O
S
w y ds =0 w 2z dS = 0
S _ _ S
0O efeito das tensoes o, sera entendido como um novo
esforco solicitante, chamado bimomento e que sera estudado em
seguida.
Se as tensoes Ox'variam ao longo da barra, isto é
e''t = 0 o equilibrio exige a existéncia de tensoes de
cisalhamento devidas a torgdo nao uniforme.

7.2) Tensdo tangencial de flexo-torcao Te e momento torcor de

t
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flexo-torcao Mf¢.

Para equilibrar a diferenga entre tensOes normais
o, atuantes em secOes proximas surgem as tensdes de cisalhamento

indicadas por Tgy.

Supoe-se a tensao Tgy uniformemente distribuida sobre a

espessura t.
Pelo teorema de Cauchy T também atuard na secdo

transversal conforme fig.41la.

2 FIGURA 41

Sendo R; a forca resultante das tenséesc%{que atuam na

area §7s .t da sec3o transversal, tem-se:

s
Ry = J Oy ds usando (IV) obtém-se:
S

s
Ry = E ¢" w ds

S1
dRg 5
ax = E ¢'"! w ds

S3



O equilibrio do elemento considerado, na direcao longitu
dinal fornece:

s
LI I |
Tep = E i w ds vee (W)
51
s
onde a integral w ds recebe o nome de" momento esta-
51
tico setorial"” Sw
s
Sw = w das e (VI)
S1
_ E ¢‘|ll
Tep = " Sy .e. (VII)

Note-se que o valor de S é igual a area do diagrama
funcdo w vezes a espessura t, tomada até o ponto em guestao.

Para determinar o sinal S, é preciso fixar uma direcao
positiva para a coordenada s.

A tensao Tee é positiva quando estiver no sentido posi-
tivo adotado para a coordenada s.

Com a consideracao das tensées Tge s ameaca-se a base da
deducdo da equacdo u = wé' na qual impde-se a nulidade das ten-
soes de cisalhamento na linha do esqueleto. No entanto, no caso
de segao delgada as tensdOes de cisalhamento provenientes da tor-
cdo livre (TQ) sdo muito grandes em comparacido com as tensdes fle

xo torcgao (Tft), e a equacao u = wo' continua valida.

Ty 77 Tee

Apesar de pequenos oS Tey d3o uma contribuicgdo conside-
ravel para enfrentar o momento torcor, pois suas forgas elementa

res Tgy. dS trabalham com bracos n muito maiores que oOs
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das forcas elementares provenientes de

brago e apenas 2/3t.

( secao deigada )

Ty (torcdo 1livre), cujo

tg

FIGURA 42 {
Chama-se de Mft (momento torcor

contribuicdo dos Tfrr de modo que:

Mft = l Tfg- dS. n
S

M

1

onde dS = tds e s e s

1 2

52 S
wmre [T [ s ]

S1

de

com

ro(s
wer o | [ ew ]
S - s

A Tt

flexo-torcdo)

(V) tem~se:

ndS
t

sao os pontos extremos do esqueleto.

‘nds
L.\r —
fl N
nds = w 4?
/ v
/
S2
w.w ds
S1

a




n
——
I

0 para s = s

1
Notar que w ds
= 0 para s = s (W principal)
S - 2
Portanto
2
M = - F LI A )
£ ® W das
S
A wz das € chamada de momento de inércia setorial e
S
indicada por Jw . Da literatura alemd tem-se Jw = integral de
empenamento, WoOlbintegral.
2
J. = w ds ce. (VITII)

]

®)

(quando w e S sdao determinados em cm tem-se Jw em cm

Portanto a parcela Moo do momento torgor total M,

recebida pelas tensOes Tftseré:

Mft = - F Jw T ... (IX)

7.3) Equacao diferencial da flexo torciao

Para uma barra solicitada a torcdo, determina-se o

diagrama de momento torgor Mt' Esse momento torgor total Mt e
composto de duas partes: uma recebida pelas tensoOes de
cisalhamento Tgpr OU seja Mft’ e a outra pelas tensOes de
cisalhamento da torcao livre , ou seja MQ.
Portanto

M = Mg + My

No caso da torcao livre tem-se:
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Meg =0 > Mg =M

no caso de flexo torg¢do, sendo:

— P - !
Mft = E Jw ® e M2 & Jtcb
a equagao diferencial (no angulo de rotacdo ¢), regente dos

problemas de flexo-torcdao & assim escrita:

Mg =G Jp ¢ - EJ, o'’ ee. (X)

Obtido o angulo de rotacdo pela resolucido Aessa equacdo
esta resolvido o problema da flexo-torgdo, uma vez que & possi-

vel se achar todas as grandezas envolvidas.

7.4) Introducdao do bimomento

Por analogia com a relagdo que exprime o equilibrio

dos esforcos externos e internos no caso de flexadao simples:

M_ = oy ds
S

VLASSOV introduziu uma nova grandeza chamada de bimo-
mento (B) que desempenha o mesmo mavel na flexo-torgao que o
momento fletor na flexao simples.

Essa nova grandeza bimomento & assim definida:

B = O, W das (forca.area)

=

Yy da teoria .

Lembrando as formulas M = -®BIv" e ¢

de flexdo pode-se escrever:
c =-Eyv"

De maneira analoga, de (IV) tem-se
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o] = Ew ¢ll

Portanto

B =1 4" w? as substituindo-se (VIII), obtém-se:

B=E J ¢ e (XD
Utilizando-se (IV) e (XI) pode-se escrever

- B
O, = T, W e.. (XII)

O bimomento & um novo esforco solicitante que conduz a
forcas auto-equilibradas.

O bimomento é dado por:

B = o, .w ds
X
S
Quando<%<resultar da aplicacao de cargas axiais P, isto é:
1
Pi

Ox - &s.

1

(imagina-se Pi distribuido em uma area elementar dSi)

Obtém-se: B =

3
HJ
e

onde wy sao os valores da area setorial correspondentes aos
pontos i, de aplicacdo das forgas P, e pertencentes a linha do
esqueleto.

0 sinal do bimomento aplicado é resultante da
multiplicacdao algébrica da Aarea setorial pela carga. sendo
positivo quando produzido por forcas de tracgdo(positivas) atuando
em pontos onde a area setorial & positiva. Assim, para o exemplo

da figura 0 bimomento aplicado & dado por:

Nof

B = 4 [p (% by ] = + Pbh
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As tensoes normais Oy Pprovenientes do bimomento ndo

sao constantes ao longo da barra, pois o bimomento & funcgdo de

~¢" gque varia com X.

FIGURA 43

Essas tensgpes O sao consideradas positivas quando de

tracazo.
Portanto, no caso geral de uma barra

solicitada por
forca normal, momentos fletores

e torcores a tensdo normal
longitudinal sera:

b S Iz IY Jw

Nota-se que o bimomento passou a integrar o conjunto dos

esforcos solicitantes, mas com a particularidade de gue seu
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diagrama nao pode ser tracado com base apenas em consideracOes
estaticas.

Pode-se, ainda, obter as seguintes expressoes:

- - (BRI
De (IX) - Mft = E Jw o}
e derivando-se (XI) > RB' = E Jm o't
obtém-se: Mg, = - B' ... (XIII)
De (IX : - tr
(IX) - Mey E J, ¢’
e de (VII - E o''"'
) -> Tft s Sw
- M -8
obtem~se: T = - _ft Tw
ft +
t T,
substituindo (XIII) obtém-se:
B' §
w
T = ... (XIV)
ft t Jw

E importante gque se note a analogia entrea expresséo

Q Mg
t I’
uma vez que a forca cortante Q & a derivada primeira do momento

(XIV) e a expressao da tensao de cisalhamento na flexdo:t1=

fletor: Q =-%%

Por facilidade de calculo, a partir de Mt = Mft + My
obtém-se uma nova equacao diferencial regente do problema,
procedendo—-se da seguinte maneira:
de

= ¥
M, =G J ¢

_ ]!

obtem-se:
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derivando-se em x e utilizando-se B = E Jw®" obtém-se:

GJ
Ml = —= B - B"
t EJ,
Para simplificar, definimos como "comprimento de

comparacao" r a expressao:

EJy e (XV)

r = J—

GJt

=
ou r

1/ 2(1+v) I, /3,

Usando-se a nocao de "carga torcora distribuida” m, cujo

valor e igual a derivada de M, ou seja: m = Mé obtém-se a nova
equacdo diferencial da flexo-torcdo
2 _u 2
r B - B =-1rm

7.5) Solucao da equacao diferencial da flexo-torgdo .

2 2 . ~ . . . ..
r"B" - B = -r'm e uma equacao diferencial linear com coeficientes

constantes.

Solucgao: B = Bh + Bp (homogénea + particular)

O método geral para resolver a equacdo homogénea &

procurar uma solucdo da forma:

Bh = e>‘X sendo A uma constante.

- 2
Substituindo na homogénea (r B"-B=(0) tem-se:

que & chamada " equacao
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caracteristica", associada & equacao homogénea.
Calculo das raizes da equagdo caracteristica:

Se Kl é uma raiz de equacdo caracteristica entao By =

= e 1¥ & uma solucdo da homogénea, portanto:
raizes caracteristicas Al = % e Ay= - % sendo duas raizes reais

e distintas. Dessa forma tem-se dquas solugdes da homogénea

linearmente independentes:

ex/r +C e—x/r

Bh = C1 2
As combinacoes lineares das  solucoes também sao
solugoes, portanto:
ﬁf/r - e—x/r X
= senh 7
2
X/r -x/r
e + e - X
> cosh T
% i
Portanto > By = C; senh ¥ + C cosh %
2 r

No <calculo da solucao particular Bp adota-se m =

constante, o que atende a quase todos os casos préaticos.
2 ., 2
Portanto r B" - B=-1r m
onde Bp =r’ m
Sendo portanto a solucdo geral da equacao diferencial

regente do problema da flexo-torgdo a seguinte:
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B = Cl senh % + C2 cosh % + r2m ... (XVI)

Como a incognita fundamental, no caso da flexo-torcdo; &
o angulo ¢ de rotacao, &€ conveniente obter-se uma equacédo

diferencial que o relacione com O carregamento externo.

Derivando-se a expressao (X) obtém-se

m = GJt (b" - EJw d)nn

usando-se (XV)

2 111 "
r* ¢ - " = - . (XVTI)

Resolvendo de modo analogo a anterior, inclusive adotando-se m

constante obtém-~se:

¢ = Cl senh % + C2 cosh % + C3x + C4 + ... XV

2GJt

7.6) Analogia entre a flexdao e a flexo-torgao.

Vliassov (1) apresenta uma analogia muito interessante
entre a flex3o e a flexo-torcdo chamando a atencdo para a mesma
estrutura que as equacgOes apresentam.

A diferenca basica entre as duas teorias estd nas

equacOes que as regem:

no caso de flexao é:

no caso de flexo-torcao é:

d-¢ d”¢ _
EJ, — -~ GJy == = - m

dx dx

+
N
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Flex3o. Flexo-torcéo
ent
moT o de Iz _ y2 as Jw _ | u)2 as
inercia s g
. s s
momento
M_ = y ds S = w ds
P s w
estatico
o) o
momento Mz - EIZV" B =+ EJ ¢"
bimomento w
cortante
- - T - - 11
torcor Qz EIzv Mft EJm ¢
- M
tensao z
2 9 T T Y 9% = % w
normal z W
tensao _ oM . _ Mer Sy
cisalhamento Xy t Iz ft t Jm
7.7) Convencgdo de sinais (resumo)
Com a finalidade de esclarecer qualquer davida a

respeito das convencgoes adotadas,

sentidos

positivos

do

momento

representa-se na figura 44

torcgor

Mg

’ momento

distibuido m, afgulo de rotacao ¢ e Bimomento B.
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<
3 7
T B -
‘ s B>0
ly B>0
Sentido positivo de Mt, m,d e B. °° O@

FIGURA 44

7.8) CondicOes de contorno:

As constantes de integracdo das expressOes (XVI) e (XVIII)

resultam das condigdes de contorno. As condic¢Oes mais comuns sao:

- Extremidade livre sem carga axial aplicada

o, =0 ou B =20

- Extremidade engastada

¢)=
$' = 0 portanto u = 0 para qualquer ponto pertencente a
linha do esqueleto.
Sendo ¢' = 0, o momento livre M2 também é nulo, restando Mt = Mft
e consequentemente B' = —Mt.

- Extremidade com vinculo de garfo

Este tipo de apoio & capaz de impedir a rotagao deixando
livres os deslocamentos axiails (empenamento).
¢ =0

B = 0 (no caso de nao haver bimomento aplicado).



- Segao intermediadria com salto no diagrama de Mt

Essa descontinuidade (salto) & resultante da aplicacao de
um momento torcor externo.
A continuidade exige que Oy seja o mesmo a direita e a

esquerda do ponto de aplicacdo do momento torcor.
Consequentemente:
B (esquerda) = B (direita)
— X para um Unico eixo x
B (esquerda) = -B (direita)

— X X para eixos de referénciax e x

- Extremidade com tensao normal Ox ou carga Pi aplicada.

Neste caso o bimomento aplicado & fornecido pelas seguin

tes expressoOes:

B

I
Q
£
ol
0

S

B

ZPi Wy
s

- Vinculo de garfo intermediario

il

B (esquerda) B (direita) ™ continuidade na tensao Ox

' (esquerda) = ¢' (direita) > continuidade no empenamento u

¢ (esquerda) ¢ (direita)

7.9) Energia de Deformacado na flexo-torcao

Para um elemento dx dy dz da barra a energia de deforma-

cao dU & igual ao trabalho das tensbes (0 e T) atuantes.

du =

(Y=

(cx eX + Ty) dx dy dz

usando a Lei de Hooke tem-se:
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dz dy dz

Seja dUO a parcela correspondente aos o, € du, a parcela

correspondente aos T,

du = 4u + d4du

Como

2 2
2
O'Zzg +&2+&2+B2 2
x 52 I2 y 12 z 35 w” + (termos que contem: y,z,w,yz,
z y w

yw ou zw)

Todos esses termos se anulam ao se integrar na area da secdo

transversal, resultando:

1 % 2 Mi M; B2
UO=E +I—+T+T dx
o z y w

wnl=z

Em comparacao com a formula da Resisténcia dos
Materiais, nota-se que apenas o termo g_ dx r corresponde ao
efeito da flexo-torcao, foi acrescentado.LO

Para o calculo da parcela dU, & usual ndo se levar em
conta a tens3o Tft proveniente da flexo-torgcdo tendo-se em vista
que as tensdes da torgdo livre T, sdao muito superiores quando
comparadas com as tensdes Teg-

Dessa forma Mt = M2 e a tensao de cisalhamento &
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-dada por:
My
t
Portanto, no caso da parcela dU nada difere da ja conhecida foér-
mula de Resisténcia dos Materiais que, além do efeito do momento
torgor inclui também o efeito da forga cortante.

A energia total da deformacdo & dada por:

2 2 2 2
u=21 2 + "z + Yy + 5’ +—CQ2 + "2 ax
2 ES ET EI EJ GS GJ :
z v w ‘ t -

7.10) Bimomento provocado pela aplicacao de um momento fletor.

Ao se aplicar um momento fletor contido em um plano que
nao passa pelo centro de torcdo da secdo transversal, também se
solicita essa segao por um bimomento. Para se calcular esse bi-
momento imagina-se o momento fletor M aplicado através de um bi-

nario P .As, da seguinte forma.

linha do
——""esqueleto

FIGURA - 45
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Os pontos de aplicagao das cargas Prque produzem o
binario P,As,tém areas setoriais w(s) e w(s + As).

Dessa forma:

M
P= T7s
. M M
e B = 1lim [-——— w(s) + — w(s+As—l
As - 0 As As )

)

ou seja:

. Aw
M 1im
Ase-OZEr

(s}
Il

O limite acima nada mais & que a derivada da area setorial em

relacao a linha do esqueleto.

_om G
B =M ds
Ccomo w = [ n ds
S
dw _
ds - °

Portanto o bimomento resultante é&:
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7 - Exercicio: Determinar as expressdes e tracar os diagramas de
B, My , Mgp e 9.
Calcular os valores maximos de U0y, Tor Tge © d.

g
—
|
___} = const.
|
|
!
b
[ T

FIGURA 46

Adotar os seguintes valores:

Mt = 5000 kgf. cm 2 = 200cm

t = 0,8 cm h = 12cm

b =10 cm E = 2100 tf/cm’
G = 800 tf/cm®

1) Calculo das caracteristicas geométricas da secao
A secao transversal tem dois eixos de simetria, portanto

D CG.

]
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Diagrama de area setorial principal:

o o G @ . TN
£

o
=
D

ra
3
FIGURA 47
J =+ £3 as = 143 (b + n)
= 3 3
S
3 = [ w? gs = t I w? ds
S S
3.2
_ 1 b bh2 ] _ b3t
Jy = 4t [”5 2 ‘Z)] = — 21

Substituindo os valores numéricos:
J = 5,46 cm g = 4800 cm®
£ w

Comprimento de comparacgao r .

E J,
r = = 48,04 cm
G Jt
2) Expressoes de B,My e Mg,
No caso deste exercicio tem-se m = 0,
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= X
B Cl senhx + C2 cosh_f
r
Condicoes de contorno:
- para Xx = 0 tem-se: B = 0 (extremidade livre)
- para x = ¥ tem-se: u = 0
¢'= 0
M/QI=0
portanto My = My + Mg = Mft
como B' = -M tem-se: B'= -M,
£t
Para X = B = 0 obtém-se C, =0
Para x = e B'=—Mt obtém-se
C
1
]
B = a cosh%
- Mt r
Ci=- Coshy
r
Mtr
Portanto B=- ———- . genhx
cosh? 7
r
S Br = - M tem- :
endo £t em-se
Me
M = = .
ft cosh?® coshx
Sendo Mt = M2 + Mft tem-se:
X
_ _ cosh r
M,Q,-Mt(l W)
r
Sendo M, = G Jr ¢' tem-se:
Mt cosh§
¢! = w7 (1 - )
t coshg

r
integrando-se, obtem-se:
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(b = —_— (X - - ) + C
GJt cosh—
Condig¢zo de contorno:
- para x = 2 tem-se : (I) = 0

M
- _r %
€7 gy (rlrebp -0
Portanto

M senh>
t L r

o =—— (x = L+ 1 (tgh) -t —7 )
Gy coshz

Observacao: pode-se também partir da equacgdo (XVJIII)para se obter

as expressdes de ¢ , My, Mg, e B.

!

Sendo m 0 a equacao (XIV) e assim escrita:

X X
o = Cq senh? + C coshr + C3x + C4

2

Condicoes de contorno

- para x = {4 tem~se: ¢ = 0
- para x = & tem-se: ¢'= 0
- para x = 0 tem-se: =0
- para x = & tem-se Mg, = My
Substituindo-se obtém-se:
Me
Cl = -
GJt cosh?
c, =
3 G
M
oMy %
C4 = '@ (r(tghr) - /Q,)
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Portanto

M
t
6 = =— (x - 2
GI,

+ r (tghl )
r

~ coshi
r

r senhx

L)

3) Substituindo-se os valores numéricos obtém-se:

= 5,46 cnf

[
|

J = 4800 cp®

r = 48,04 cm

lwmaxl = 30 cnﬁ
B =~ 7472,127 senh x
48,04
Mf = 155,540 coshX
t 48,04
coshx
My = 5000 (1 - 3
32,146
6 = 1,145. 10

( - 151,983 + x - 1,494 senhx)

4) Diagramas de B, Mgy, My e d.

r

X B (kgf.cmz). Mft (kgf.cm) M, (kgf.cm) | ¢ {fradiancs)
0 0 155,54 4844 ,46 - 0,1740
50 - 9259,11 247,67 4752,33 - 0,1168
100 - 29487,05 633,20 4366,80 - 0,0663
150 - 84646,87 1768,86 3231,14 - 0,0217
200 -240083,75 5000,00 0 0
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(B) [ f i T mmm— Q

9259, 11

84646,87

240083,75

~5000,00 1768,86 633,20 247,67 155,54
(Mft) (] ﬁ]][[[[lr:x /
g BB Il |
T,
AR
l i

|
.
| 4]
P

\\L | L
| ! [ i
i i | 1]

(mg) \ 4844,46
' \\-475233
3231,14 366,80 ’

(9)

FIGURA 48

5) Calculo dos valores maximos de u, OprTg o+ Tger 07

coshx
r

32,146

3

¢' = 1,145.10 (1 -

)



¢' e maximo para x = 0
$'(0) = 1,1091.10"3 radianos/cm
3

u=uw6¢'" ==+ 33,272.10 ° cm

Portanto os empenamentos dos pontos 1, 2, 3 e 4 (ver figura 47)

sao:
u, =u, =- 32,272 1077 cm
u, = u; = + 32,272 1073 cm
Cédlculo de o0, para a secdo x = 200cm
B . = - 240083,75 Kgh cm’
9% = - 2404233’75 (£30) = ¥ 1500 kgf/cm?

FIGURA 49




Calculo de 1, para a secdo x = 0

M, t
_ % _ 4844,46. 0,8 _ 2
Ty = "3E < 546 = 709,8 kgf/cm
Calculo de Tgy Para a secao x = 200cm
. _ Mee Sy
ft t J,
S
Para se calcular § = J wds = t J w ds
S
51
deve-se integrar w ao longo do esqueleto. Essa 1integral
representa a area do diagrama de w.
s(+) - 60
30 ﬁ! E§LA ‘]
I l BH
! I
| 60
|
30 |
30 —— il it el it i
s(+) \z,
AN, ft
(w) (sw)
FIGURA 50
Para se determinar o diagrama de S, adotou-se como

sentido positivo para a coordenada s, tantc para a mesa superior

como para a mesa inferior, o sentido da direita para esquerda.

Sw= 0,8 (302-5 ) = 60 cm®
T _ _ 5000 . (*60) = + 78,125 kg=/cm?

ft 0,8 4800
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Obs.: a) é& oportuno atentar-se pvara o fato, ja usado nas dedu-
¢Oes tebricas, de que a tensdo Tey & bem menor que a tensdo T,.

Neste exemplo obteve-se para a viga:

= 78,125 kgf/cm’

Tftmax
T = 709,811 kgf/cm’
Lmax ! )
b) o valor da rotacdo maxima & ¢ = - 0,174 radianos, onde o

max
sinal negativo indica uma rotacdo no sentido horario para um

observador no sentido positivo do eixo longitudinal X.

8 - Exercicio: Adotando-se a mesma viga no exercicio anterior ,
aplica-se na extremidade livre um bimomento conforme a figura 51.
Pede-se determinar as expressoes de R, MQ, Mft’ ue ¢ para o0 ei-
xo -X orientado positivamente do engastamento para a extremidade

livre.

FIGURA 51 E\@

1) Calcule Ao bimomento aplicado

De acordo com o diagrama de area setorial da figura 47

e com a nova orientacdo do eixo X tem-se:
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n bh
- E = - —_— = - Ph
Ba = 51 Pi wi 4 l: P (4 ) :l b

2) Equacoes de B, M_ , M e

ft L
B = C;senhx + C, coshx
r 2 r

Analisando~se o carregamento aplicedo e a solicitacdo na

tem-se:
m = 0 e Mt = 0
Como: Mt = ( =‘Mft + M2
Mee = - My
Condicgoes de contorno
+ para x = 0 tem-se : ¢' = 0
consequentemente M2 =0
Mft =0
e B'" =0
C1 Co
B! = —= coshx + — senhx
— r —
T r
+ para x = 0 e B' = 0 obtem-se: C; =0
+ para x = % tem-se B = - Phb
- Pbh = cosh?
¥ T
Portanto B = - Eg%%E coshx
E r
= =- = BR'! -— e
Como Ml Mft B tem-se:
o _ _ _Pbh
Mg = Mft r cosh® senhx

r
r
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Sendo M2 = G Jt o

_ Pbh
¢ = GJ, coshl coshx  + C3
-]—:: r
- para x = 0 tem-se ¢ = 0
c. = Pbh
3 GJ. coshi
fa
_ Pbh _
¢ = GJt cosh® (1 COSh§ )
T

Como coshx e sempre maior ou igual a um,os valores de ¢ sdo
r . . - ~ ~ .
sempre negalrivos, isto e, as seg¢oes sofrem rotacgdoes no sentido

horario para um observador no sentido positivo de x.

61 = — Pbh
a GJir coshl
r

senhx
r

Sendo ¢'sempre negativo tem-se: .
Y1
u2=u3>0

As tensOes normeis T sao dados por:

Sendo B< 0 e %)>»0 tem-se:

9%1 T Ix2 <0
Ix2 9%3 >0
3) Adotando-se os valores usados no problema anterior com P = 5tf

obtem-se:

2
Para x = £ B(2) = - 600 tf cm
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- 2
Para x =0 B(0) = - 18,665 tf cm

c{Xz(o) 4800 (= 30) = 0,117 tf/cm
— 600 _ N 5
9%2(3) =~ 7Tgog (= 30) = 3,750 tf/cm
Calculando-se O atraves da Resisténcia dos Materiais, com

aproximacao razoavelmente aceitdvel pois adota-se que as mesas

trabalham isoladamente, tem-se:

=M - =
Oy, =T 2 M = Pb = 50 tfcm
y
0,8 10° 4
I = 2 =Y = 66,667 cm
Y 12
_ 50 - 2
9% = GG, €67 .5 = 3,750 tf/cm
Este calculo aproximado considera as mesas trabalhando

isoladamente e solicitadas por momento fletor igual a Pb.

Note que para x =4, secdao em que se aplicam as cargas P, os
valores calculados para ox sao idénticos, no entanto, a medida em
que se aproxima do engastamento, o valor de 0, = 3,750 tf/ Cm
calculado pela Resisténcia dos Materiais permanece constante e o
valor de o calculado pela teoria de flexo-torcgéao vai

X

diminuindo até atingir o, = 0,117 tf/cm2 .Essa diferenca &
consequéncia da variacadao do bimomento, calculado para a secgao

trabalhando como um todo. (mesas e alma solidarias).
9 - Exercicio:Para a viga esquematizada ra figura 52, vinculada

nas extremidades com vinculos de carfo, pede-se determinar o

maximo valor de tensao o, ea rotacao ¢ da segao central (x=0).
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FIGURA 52

No primeiro exercicio, figura 16, estd calculando o
diagrama de area setorial principal que para este caso assume OS

seguintes valores:
25

AN

75

w (cm

RRERRGININE

75 25

FIGURA 53
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2

Sendo w = =25 cm a area setorial no ponto de
aplicacao da carga axial de tracdo P = 20tf tem-se:
2
B = Pw = - 500 tfcm
. 1 43 _ 4
Jt = 3 1 (4.10) = 13,33 cm
S = 40 cm?
J = t { wz ds
w
s ,
g = 20.252 + 2 EL%(752 - 75.25 + 252)] - 41666,67cm’

~
r - 1/21007 41666,67 _ o4 57¢m
800 13,333 |

Para se resolver este exercicio pode-se partir da equacdo(XVTIII)

com as seguintes condig¢oes de contorno:

para x = %/2 tem-se .= 0
para X = 4/2 tem-se B = - 500 tfcm?
para x =-£/2 tem-se ¢ =0
para x =-%/2 tem-se B = - 500 tfcm?

Ou também pode-se partir da equacado (XVI) da seguinte forma:

B =20 senhx + C, coshx

r r
B'= Ei coshx + E— senhx
r — r pubnd
r r

Condicoes de contorno:

A simetria de carregamento existente , com a aplicacéo
de bimomentos iguais nas extremidades,permite que se afirme que
para X = 0 tem-se B' = 0 (tangente horizontal).

Esta condicd@o fornece: Cl =0

B =2C coshx
2 T
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Para x = /2 tem-se B = B*= - 500 tfcm2

Esta condicdo fornece: C2 = B*
coshy
2r
Portanto B = B* coshx
coshg r
2r
Como Mft = - R! tem-~se:
- B*
Mft T T T ooshy semhx
2r

A viga em estudo & vinculada, nas extremidades, por vinculos de
garfo. Este vinculo impede a rotacdo da sec3o ndo interferir nos
deslocamentos longitudinais (empenamento).

Ao restringirearotagéo, o vinculo de garfo pode solicitar a secéo
com um momento torgor.

Dessa forma tem-se:

Mt = constante = Mft + Mz
— ] - .
Como M2 = G Jt ¢ tem~-se:
M, = - 2% hx + GJ, o'
t - " rcoshi sennx t ¢
2r r

integrando em x

G J = _B¥ __
g ¢ My x + . GoshL coshx + Cj

2r
Condigoes de contorno:

para x = <§ tem-se $ =0
para X =—-% tem~-se o =0

= £ * =
0 = M, 5 + B + CB 0

0 = - M¢ L4 p*x 4 C; =0
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Resolvendo o sistema obtém-se:

C3 = - B*
Mt = 0
Observacdo: cosh(-x) = cosh(x)
senh(-x) = -~ senh(x)
coshx
B* r
o = { - 1)
G Jt cosh®
2r
Calculo de ¢ e 0, na segdo x = 0
o (0) = —=200 (—L - 1) = 0,0391 radianos

800 13,333 6,038
¢ = 2,240
" Como ¢ e positivo, a secdo central gira no sentido anti-horario
para um observador no sentido positivo de x.

o=+ =X

nl=
ol

w
w

Na seczo X 0 tem-se:

B(0) = =300 _ _ 83,81 tf cm?

6,038
De acordo com a figura 53, para oé pontos de area setorial + 75
cmle - 25 cmztem—se:

o =+ 20 _ 82,81 .5 _ 4 4 351 t£/cm?
40 41666,67
o=+ 20 _ 82,81 (55 - 4 0,550 tf/cm’
40 41666,67
Para a secao x = /2 tem-se:
o = + 20 _ 500 ;5 _ _ 0,400 tf/cm?

40 41666,67
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20 _ 500 (_,g) - 4 0,800 tf/cm2

O =+ 70 " 11666,67

Note, que para secgOes proximas as extremidades da viga,
trechos das mesas sao comprimidos com tensoes normais de ate
2 = ~ P . .
0,4 tf/cm”™. Ja a secao central e inteiramente tracionada com

tensdes variando de 0,351 a 0,550 tf/cm2.

. E icio: >rmi i s de s M
10. Exercicio: Determinar os diagramas de B, Mt’ Mft e M, para

a viga indicada.

/.m = 0,05 tfcm/cm T—GL@_"
i

v (L [ [ [ [ N/ —_— '
l\x\\x\\\X  Ea
I
l
X J '
f=4m t= const. ' 0.5¢cm E
T | o
| a
£=2100 tf/cm? I
G:=800 tf/cm? |
|
|
E==tl==g
FIGURA 54 |
J 12 cm é’

R

1) Cdlculo das caracteristicas geométricas da secdo transversal.

1 3 _ 1 3 - 4
Je =3 J t” ds = 3 (0,5)7 (2.12 + 24) = 2 cm
S
- 4
Jy = 2 cm
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Diagrama de area setorial

Z-~72 c:rn2
72¢m? —2 i
j D=0 FIGURA 55
|
]
|
72emi— I
Z..72 cm?
3, = w2 ds = ¢ w2 ds = 4.0,5 (6. . 722)
3
S S
_ 6
Jw = 20736 cm

E. J 1
N =.l/ w =1//2100 . 20736 _ 164,97 cm
G J, 800 2

2) Cilculo do Bimomento

B = c; senhx + C, coshx + r’m
r r
Condicoes de contorno
para X = 0 tem-se B = 0 e obtém-se:
_ 2
C2 r°m
para x = } tem~-se B = 0 e obtém-se:
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rzm (cosht - 1)
T

€1 = senh}
r
Portanto
coshf -1
B = 2 Y
= r m senhx - coshx + .1
senhf r ba
r
ou
B =1139,5 senhx - 1360,8 coshx + 1360,8
r r

617

476 ( 476

B (tf. cm?) T
|
| 3
AT a

|

l

)

tjlli l(i iE

FIGURA 56

3) Calculo do momento de flexo-torcgao.

Bl = 7 Mey
coshfi _ 1
_ _ r
Mft rm [:senhg SenRT coshx ]
r = r
Mft = 8,25 senh§ - 6,91 coshg
r r
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Mft (tf.cm)

FIGURA 57
Obs.: a partir deste ponto, o problema pode ser resolvido de duas
maneiras:
-— -~ =3 - +
a) Calcula-se M2 atraves da equacao Mt MQ Mft
b) Calcula-se M, através da equagdao M, = G J. o',

sendoe ¢' -obtido pela integracao da equacao do bimomen-
to.

nd
2

&

TSN10 tf.em

FIGURA 58

89



mi

- - md -

- 10 + 0,05x - 8,25 senhx + 6,91 cosh§
. r r

=2
=
]

3,10\
ML (tf.cm) ,
fsylo (2,09 t i N + ! ™N
, NN ANEEE i

[ ! ‘! T
| Vo

1D

2,09

FIGURA 59
Calculo de ¢
M
o -
G Jt
coshf _ 1
. rm r 2 X
o' =53, | senh?l coshx - senhx - oo + & ]
t —f Y r
r2 m COSh% -1 2x x2
¢ =33 [ senh{ senhx - coshx - 2t T2 1vC3 ]
t = r r 2r 2r
para x = 0 tem-se ¢ = 0 e obtem-se: C3 =1
r2m cosh% -1 i .
¢ = T3 [ Y senhx - coshx - ==, + <= + 1 ]
t = r r 2r 2r

r
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11 - Exercicio: Para a viga representada na figura 60 pede-se

determinar:

a)

b)

c)

puramente

Os diagramas de bimomento, momento torcor livre e
momento torcor de flexo-torcao.

Calcular ovalor maximo da tensdo normal atuante na secao
distante 2m do apoio A.

Calcular os valores maximos das tensles tangenciais de

torcao livre e de flexo-torcdo na secdo do apoio B.

Considerar que o vinculo de garfo em B sofre um recalque

torcional de 0,0625 radianos no sentido anti-horario

para um observador no sentido positivo do eixo x.

Sao dados:

Obs.: 0 apoio

P (carga axial excéntrica) = 5tf

g (carga uniformemente distribuida) = 1,2+¢tf/m
g (vdo) = 4m

E = 2100 tf/cm

v =1/3

t (espessura da parede, constante) = 0,8 cm

barra no CG da secdo transversal

: |

R restringe a translacdo horizontal atravées de uma

( o
EEEEEEEREENENIINEE | ﬂ
\ / Iﬁ N ; |

. \|
» IS |
A B ——l—-—- 8cm
! : % 4
.—-{ { 8cm
FIGURA 60 , 6cm gom

CORTE C-C
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1) Calculo das caracteristicas geométricas da secao.

a) Momentos principais de inércia

zZ = z eixo principal de inércia (simetria)
y =0
7, = (24:4 % 2.10.7) £ _ 5 o33 o
(24 + 20 + 16) t
— — 2
S = 60. 0,8 = 48 cm
0,8 243 2 1 83 2
I _—t = + 2.8.0,8.12° + 2(= + 10.0,88°%)
z 12
12
_ 4
I, = 3874,13 cm
2 0,8 83 2
I. = 0,8. 24. 0,067 + 2 (=+—=— + 0,8.8. 3,9337) +
4 12
1,333 . 6° 2
+ 2 (—< = + 0,8 10.3,067°)
12 '
- 4
I = 464,84 cm
y

b) Momento de inércia a torgao

3

] ds = 9§§— (24 + 16 + 20) = 10,24 cm"

J =

£
t 3

S

c) Calculo do centro de torgdo e da area setorial principal

HI(‘“

: _ ;_ -
2y - 2p < I J wp y ds . J Wp y ds
S s




o 26 <12 9 2. 12
24 41,294
=
| P=0;
r4
24
41,294\
_/
12
=~ | [= 96 619 =12
weplem) ylem )
FIGURA 61
- 4
J w,yds = 2 { -5 96. 12 + %9 . 24 (2.12 + 4) ] = - 6976 cm
S
z -z =__0:8 (_6976) = 1,441 cm
D 3874,13
d) Calculo do momento de inércia setorial e do diagrama de
momento estatico setorial.
Jp = l w2 ds = t [ w? ds
S s
8 2 2
J, = 2.0,8 [ 3 (78,708" - 78,708 . 17,292 + 17,292 )+
' 2
+ l% (41,2942 + 41,294 . 5,764 + 5,764°)+ %3 (17,2927 ) }
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J, = 34 355,24 cm®

s
Sw = { w t ds
s

0 diagrama de momento estdtico setorial S, representa a
lei de distribuicgao, ao longo do esqueleto, das tensdes
tangenciais devidas a flexo-torcéao.

Para a determinacdo desse diagrama & necessario adotar-
se um sentido de percurso no contorno da secdo, o qual & fixado
para cada tipo de perfil considerado. Nesta caso adota-se como
sentido positivo de percurso no contorno do perfil o horério.

Portanto, os sinais de S, depende desse sentido adotado.

a) b) 206,50 c)
: {

/—1.22,75

65,48

i mefiin el i s Ao WG ol B o

o $0g 188,23
‘ ¥/
+
/ iy
g e.——-—f Y T ] _—
Gft
Swlem’)
FIGURA 62
S = 8 S = 0
Wy “n
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78,708 - 17,292 4

S, == 0,8 ( > . 8 = - 196,53 cm
b

S, = -0,8 (78'7082' 6,559 y _ _ 206,50 cm®
a-b

s, =-5, +0,8 (17'2922+ 5,764 gy - _ 122,75 cm®
cl b

s, =+0,8 (AL228 1 5,764 44) - 4 188,23 cn’
c2

s, =+ 188,23 - 122,75 = + 65,48 cm?
c3

s, =+ 65,48 +0,8 (ELZgﬁ;é, =+ 74,70 cm?
os

Os momentos estaticos setoriais variam ao longo das partes
retilineas do esqueleto segundo paradbolas e os seus valores maxi -
mos absolutos ocorrem nos pontos onde o diagrama de area setorial
se anula.

Os sentidos das tensOes de cisalhamento estao representa -
dos, na figura 62-C, por flechas ao longo do esqueleto.

A resultante momento dos Tee € o momento de flexo-tor-
cao Mg, e como tais tensdes ndo equilibram nunhuma forca cortan-
te, sua resultante forca, na vertical (e na horizontal tambéem) de
ve ser nula. Essa nulidade pode ser verificada, sem dificuldades ,

atraves dos diagramas das figuras 62-b e 62-C.

e) Calculo da solicitacao:
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g = carga uniformemente distribuida = 0,012 tf/cm

m = momento torcor distribuido = 0,012. (8 + 1,441)
m= 0,113 tf.cm/cm
P = carga axial excentrica = 5tf
| Bcm 8cm L
PT lq
<\ 12¢em
Z CG
/ FIGURA 63
Y {
l 7,933¢em

1,441cm/

Solicitacao por torgaoc: m =

J
\0,067cm

T

0,113 tfcm/cm

Solicitacao por trac¢ao simples: N =

Solicitacdo por flexdo obliqua:

M = (B 6,067,
Y 2

P.12

+ 5tf

x = 0,07584 x

2
g = = . X+ (@3 x-g %— )
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2

M

2 2,25 x - 0,006 x

Solicitac¢ao por bimomento e pelo recalque rotacional do vinculo de

garfo em B.

B* = bimomento dplicado na secdo transversal A.
B* =7P; w; =5 (-41,294) = -206,470 tfcm’
/

r = 2 (1 +v) =—

Je

l “
2(1 + §). 34355,24
r = = 984,587 cm
10,24

r? = 8946,677 cnf

f) Calculo das expressoes de B, M

eer Mg M
B =C, senhx + C_. coshx + r2 m
1 = 2 =
r r
EJ, ¢" = Cp senhx + C, coshx + r’ m
r r
integrando:
E J, ¢' =C; r coshx + C, r senhx + 2 mx + Cy
: Tr : Tr
2 2 r2m 2
E J, $ =¢C r senhg +Cy T cosh§ + 55— x° + C3x + Cy
Condicoes de contorno:
- para x = 0 tem-se: ¢ (0) = g = + 0,0625 radianos
0,0625 EJ =C, r° + C e (1)
' w (5 4
- para x = & tem-se: ¢(L) = 0
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2

0 = cl r senh% + czr cosh% + r 5 + C3Q + C4 .. (I1)
senh® = 34,314
r
coshf = 34,329
r
- para x = 0 tem-se: B (0) =0
2 ,
0=Cr+r m ... (II1)
2
- para x = & tem-se: B (%) = - 206,470 tf cm
- 206,470 = C; senhi + C, coshi + r’m ... (IV)
r r
Resolvendo: I, II, III e IV,
2
De (III) tem-se: CH = -r m
¢, = - 8946,677 . 0,113 = - 1010,975
Subst. Cy em (IV) tem-se:
- 206,470 = Cy 34,314 - 1010,975 . 34,329 + 1010,975
C = 975,937
1

Subst. C, em (I) tem-se:

4509125,25 = 8946,677

Cy = 13553992,03

Subst. Cy, Cy e C4 em{(II) tem-se:

C3 = - 208849,36

98
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Portanto tem-se:

B = 975,937 senhx + 1010,975 (1 - coshx)
r r
Como Mft = B tem-se:
M = - 10,318 coshx + 10,688 senhx
ft T T
Sendo MZ = G Jt¢'tem—se:
GJ
M, = = (Cqyr coshx + C,r senhx + r2m x + Cy)
2 EJ 1 = 2 = 3
w r r
My = 10,318 coshg - 10,688 senhx + 0,113x - 23,344
r T
Portanto, Mt = M2 + Mft
Mt = 0,113x -23,344
g) Calculo dos diagramas de B M, e Mg,
X senhx coshx B M M
= = 2 ft
0 0 1 0 -13,02 -10,32
100 1,2655 1,6129 615,42 - 8,92 - 3,12
200 4,0822 4,2029 745,92 - 1,01 0,27
300 11,5028 11,9448 551,46 6,59 3,97
400 34,3139 34,3285 |-206,08 9,31 12,55
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400 em 300 200 100 X |

206,08

tf.cm

9,31

mi P C-%
tf.cm

6,59

Mft
tf.cm

Mt
tf.cm

\0,74

FIGURA 64

S

re ER T ’.(:\
kY

; -/;'? -
(% Bltlinters

o~

g

100
2z s. ¥




h) Calculo de tensao normalcmax:.na secao transversal distante 2m
do vinculo do garfo A.

LN, & Yy B
c=+ 35 * I, y * Iy z * S w
M, = 2,25x - 0,006x"
para x = 200 tem-se:
M, = 210 tfcm
MY = 0,07584x
para x = 200 cm tem-se:
My = 15,168 tfcm
para x = 200 cm tem-se:
B = .745' 92 tfcm
Portanto tem-—se:
G = 4+ 2 4 210 15,168 - 745,92

48 3874,13 Y + 464,84 * 34355,24

~

Q
i

0,1042 + 0,0542y + 0,0326z + 0,0217
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e ———— Mz = 210 tfcm
= £
11”’ My 15,168 tfcm
4
z < Os I N =5 tf
M, N
y B = 745,92 tfcm?
[} e
M
FIGURA 65
ponto y z W 5 o 5
(cm) (cm) (cm®) (tf/cm”)
a -12 -7,933 +78,708 0,903
b =12 0,067 -17,292 -0,919
h ~-12 6,067 -41,294 -1,245
g 12 6,067 41,294 1,848
[} 12 0,067 17,292 1,132
£ 12 -7,933 -78,708 -1,212
c - 4 0,067 -5,764 -0,236
0 0 0,067 0 0,106
d 4 0,067 5,764 0,448
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FIGURA 66

Calculo das tensoes tangenciais maximas na secao do vinculo de

garfo B.
M2 = - 13,02 tf.cm
Mft = - 10,32 tf.cm

M

- X _ _ 13,02 _ 2
T, = 5; t = To. 24 0,8 = 1,018 tf/cm
M S
_ _ft Tw _ 10,32 (-206,50) _ _ 2
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T =-1,018 - 0,078 = - 1,096 tf/cm2

max
12 - Exercicio: Achar as expressdes dos esforcos solicitantes:M£
M, Mft e B. Calcular os valores maximos da tensao normal e da

tensao tangencial no vinculo do garfo B.

2100 tf/cm2

Dados: 2 = 2m E =
: 2
M(aplicado) = 2 tf.cm G = 800 tf/cm
Secdo transversal
garfo /gqrfo M aplicado da viga ABC:
A L 81 I 203 X 27,38
vy A e
N ) B 7|
1
FIGURA 67

1) calculo de r:

De acordo com a tabela II do anexo I ¥em-se:

_1/2100 14700 '_
r “L/SOO 15,5 = 49,895 cm

2) Calculo das expressoes do B, Mz , e Mft

Para 0 £ X< 2% tem-se:
Bl = Cl senh§ + C2 cosh§
r r

Para £ € x < -%& tem-se:

B, = G senhx + C, coshx
r r
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Condicoes

a) Para x

b) Para x

senh3%
- _ . 2r
€ =-6G cosh3k
2r
c) Para x = 4 tem-se Bl = B,
C senhf = C senh?f C cosh?i
1 T 3 7 4 T
cosh?
C. -C,= ¢C T
1 3 4 senhl
r
- - -— ' e -
Sabendo-se que Mft B My Mﬁ
— L] ST — .
Mz = G Jt¢ obtem-se:
Para 0 < x € £ tem~-se:
M = - B! = - 71 coshx
ftl 1 7 T
C
— 1 _ ,
Mg = Mgy * % coshx = G J, ¢
Para £ € x < é& tem-se:
2
senh 3%
C il
= R coshx - ———2%
Mggo = - By = r = cosh 3%
2r

de contorno:

0 tem~se Bl = 0

~ 3% - -
=3 tem-se B2 = 0

e obtém-se: C

e obtém-se:
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senh3?2

=M + E— [ coshx - __2r senhx ] =G J_. ¢-
Mp2 = M2 X ~ Cosh3t 2 t %2
2r
De acordo com a figura 67 pode-se concluir gque no trecho
0 € x €%, omomento torgor Mtl»é constante e no trecho & <«
x € 3%,0momento torcor M , também & constante e vale 2 tf.cm.
2
GJ, 61 = M7 x + Cp senh§ + Cg
senh32
G Jd. ¢, = x + C [ senhx — 2T oshx ] + C
t 92 = M2 3 = cosh3L 2 6
2r
d) Para x = 0 tem-se ¢; = 0 e obtém-se:
C5 =0
e) Para x =14 tem-se ¢; =0 e obtém-se:
!
Mg = - 7 senhf ... (ITI1)
r
f) Para x = % tem-se ¢, =0 e obtém-se:
senh? cosh3% _ coshf senh3%
r 2r r 2r _
Mg B+ Gy Cosh3l . *Cg =0
2r
senh (x - y) = senh x cosh y - cosh x senh y
cosh (x - y) = cosh X cosh y - senh x senh y
senhf
c, = - 2+ C 2r ... (IV)
6 M2 3 [ﬁoshé_ ]
2r
g) Para x = £ tem-se u; = u, ouseja ¢! = ¢}
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cosh&—

C c
1 L _ 3 2r
M., + 2= coshy = M, + = = ] cee (V)
coshiz

Calculo das constantes de integracgao:

De I > C,=-a Cg ‘
— Cl = (l-ba)c3
De II Cl - C3 = bC4 _
De III -~ £ N%l = -~ senh— Cl
De IV > C6 = - 248 + dC3
De V > r Mt + cosh£ C = 2r+ e C
. 1 r 1 3
34 L
B senhif ) _ senhr 1
onde: a= 3¢ = tanh§~ b = T = T
coshzZ r senh= tanh=
2r r r
% L
senhEE ~cos§2r
d = _"——'—32 e = 32
coshjf coshjg

Resolvendo o sistema obtém-se:
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M = - 0,27902685 tf-cm

tl
Cq = 2,027763848
Cs = =3129,469579
Cy = 3129,432081
Ce = -455,8053701

Portanto, tem-se:

+ 2,027763848 senh%

w
I.__l
I

t
I

-3129,469579 senh§ - 3129,432081 cosh%

Para x = 4 tem-se Bl = B2 = 55,8053568 tf-cm2

55,80537

2
- Tavgg — (+ 47,6) = + 0,181 tf/cm

+ 0,181 tf/cm?

Q
I

X
Mftl = =-0,04064058061 cosh;
» X _ X
Mftz =+ 62,72104161 (coshr 0,9999880179 senhr)
Para x = 4 tem-se: Mftl = - 1,119193133 tf.cm
= 1,15 782 tf-
Mft2 983378 cm
Mtl = =-0,27902685 tf-.-cm
Mt2 = 2,00 tf.cm
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My - 0,8401662832 tf.cm

+ 0,8401662744 tf.cm

Moo

- Calculo dos valores maximos de 0 e T na secdo do vinculo de gar

fo, x = 4 .

o =+ 0,181 tf/cm?

T = 14 + Tft

14 = QL%%Q%géi 1,08 = 0,05854 tf/cm?

_1,1598338 . 131,09

_ 2
et = T gs—TaTogs— = 0,00958 tf/cm

T

T = 0,06812 tf/cm>
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Exercicio:Para a viga indicada pede-se determinar os diagramas
de B, Mg, Mft e My. Pede-se também os valores méximos das tensOes

normais e de cisalhamento.

Dados: 2 = 400 cm Mt = M. §
M = 0,05 tf cm/cm E = 2100 tf/cm?
G = 800 tf/cm?
o My
@§rrrrrfrfrr§ @%I 5
N L L R | L
|
& e
a
<:> \/ \\ \/ _____r________%
A s . ;
X l | ' |
i brz | /2 i } ‘
} ;24cm
|
|
oy ik E |
A |
R \ R

, i
12cm L
I g

espessuraga =0,5cm
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2. Exercicio:

Dado P = 3tf,

E =

2
2100 tf/cm?® o ,G = 800 tf/cm”,

pede-se calcular os valores maximos de:

a)
b)
c)
a)

e)

tensao
tensao
tensao
tensédo

tensio

normal de flexao;

tangencial da forca cortante;

normal de flex3o-torcio;

tangencial de flexo-torg¢ao;

tangencial de torgao livre.

N

N

N N

\ "y

N \
N

N\ N
N

N N

N N

N N

N

X N

P
2m l 2m
< * *

3. Exercicio:

secdao transversal

calcular:

Sendo P = 3tf,

a mesma do

E
1.

t=lcm=cte

e
.

2100 tf/cnf, G = 800 tf/cme a

exercicio

proposto, pede-se

1) o maximo valor do angulo de rotagao;

2) o maximo valor do momento de torcdo livre (tracar os

diagramas de My, My e Mgy).

3) na secao distante 0,5m do garfo da esquerda, achar o

maximo valor da tensdo normal

T
X
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P, .P
b"—'—“——"":::_—::‘::::"—::::’.::::::::
P P
¥ K B
£=300cm
+

4. Exercicio: Para a viga indicada pedem-se:
a) os diagramas de B, Mi, Mg e Mg,
b) os valores maximos da tensdo normal de flex3o, tensdo

tangencial da forca cortante, tensdo normal de flexo-torcao,

tensdo tangencial de flexo-torgdo e tensdo tangencial de torgéo

livre.
p=2tf
9cm | 9cm
‘ \r
G=800 tf/cm? e
E=2100 tf/cm? l
|
|
|
|
: ESPESSURA CONST. j!jlcm
1 pP=2tf ; 24 cm
pa N\ y }
A, |
X |
e J_
200 cm 200 cm l ,E——:-"E e
¢ * i

f
g
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5. Exercicio: Calcular os valores maximos de:

a) tensao normal atuante na secdo do engastamento;
b) tensao tangencial de torcao livre;

c) angulo dé rotacdo.

Obs.: O garfo em B restringe apenas a rotacdo.

A secao transversal & um perfil I 457 x 81,4

A B
3 . C p=20tf
3y \\\\
R
200 cm | 100em d
Tt *
6. Exercicio: Determinar os diagramas de B, My e Mft. A secdo

transversal & um perfil H 152 x 37,2 e 0o carregamento €& um

bimomento aplicado na extremidade C da viga.

garfo

C
I
B . _ 2
aplicado = 5000 tf.cm
i
T

S Ey?7777
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7. Exercicio: Calcular os valores maximos de:

a) tensao normal o;
b) tensdo tangencial T;
c) angulo de rotacdo ¢;
Pede-se também tragar os diagramas de B, Mg eMp . A secdo

transversal da viga € um perfil I 305 x 30,81.

4000 tf/cm?
2100 tf/cm?

i

Dados: B aplicado

E =
G = 800 tf/cm?
i | it
! ! aplicado
\‘ 180 cm 1 120 cm i
T T i
F—.X
8. Exercicio: Para a viga-calha da argamassa armada representada

na figura a seguir pede-se determinar o valor admissivel da carga
p, supondo p aplicado com uma excentricidade de e = 13 cm.
As tensoOes admissiveis ideais admitidas para o material

da viga considerado homogéneo sé&o:

o (tracdo ou compressao) = 100 kgf/cn?
T (cisalhamento) = 12 kgf/cn?
V (coeficiente de Poisson) = 1/6
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24 cm

Obs.: Deve-se primeiramente desprezar o efeito da flexo-tor¢é@o na
determinacao de p. Em seguida considera-se esse efeito no calculo
de p e pela comparacao dos resultados escreva suas conclusdes.

fixos as

Caso os apoios nas extremidades fossem engastamentos

conclusbes seriam as mesmas?

/‘p
(T T I I I I I I I T T IITIIIITPI ]

|
450 ¢cm ]
i

30 cm 4cm llcm llcm

4 | |
\ /
\ /
\ /
\ /o
\ i
21lcm \ _ / 2
\\ / a7
| /o
! \ /
i \ -/
. N
f | 7 I\A
4,5¢
SECAO TRANSVERSAL ESQUELETO
9. Exercicio: A viga AB da figura tem secdo transversal em forma
I (esquema I). Sabendo-se que devido a causas externas o
vinculo de garfo em A sofreu uma rotacdo ¢ = 0,0625 radianos

(anti-horario para um observador no sentido positivo de x), pede-
se calcular o valor do momento torcor My, que passou a solicitar
a viga.

Pede-se também:
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a) Calcular o valor de a indicado na sec3o transversal em forma

de cantoneira (esquema II), de modo que esta segdo tenha o mesmo

momento de inercia a torgdo que o da secio do esquema I.

b) Para a viga AB, agora com segao transversal em forma de

cantoneira, calcular o momento torcgor M{> nas mesmas condicdes

anteriores (rotacao no garfo A). E oportuno lembrar que, de

acordo com a equagdo B" - B = -r2m, para r = 0 tem-se B = 0.
B

2

A %

e /,

2

o 4

S5

//////7
gp=0,0625 radianos
6= 800 tf/cm? ,
E= 2000 tf/cm
JTTTYTITTY
4 16cm ;i
4 E===7=—=3 —t1cnm
|
I
I
16em [l 2cm
l
|
|
- ‘ — ’_20"‘ ,_2cm
J 18cm J
T T
ESQUEMA T ESQUEMA TT
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10. Exercicio: A viga indicada na figura & solicitada pelas
cargas:P (transversal) e 20P (axial excéntrica) aplicadas de
acordo com o esquema dado. Dados E = 210 tf.cﬁze G = 90 tf/cng

pedem-se:
a) O valor admissivel de P para o = 100 kgf/cng;

b) Os diagramas de Mg, M

f € Bi

c) As tensoes de cisalhamento maximas causadas por M, e

Obs.: nos itens b) e ¢) utilizar o valor de P calculado no item

a).

lP
20P

4,00 m

S w

&

1,5¢m

60 cm
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ANEXO I

Apresentam-se a seguir as caracteristicas dos perfis
metalicos fabricados no Brasil necessirias para o célculo de
flexo-torcao e de estabilidade.

Os perfis considerados sdo: H, I e U - padrdao americano,
fabricados na Usina de Volta Redonda.

As tabelas apresentadas sao de autoria do Professor
Munir Rachid (ver (6)).

b Vigas H - Padrdo Americano

f
’ z Obs.: Cada perfil H é
—t w_24gpﬂdﬂﬂ identificado pela dimensdo d
| em milimetros e pelo peso

| por metro, precedidos da
d { letra H.

t, (D?4EEJTQQ Exemplo: H 102 x 20,5
D

TABELA I - PARAMETROS DA FLEXO-TORCAO - PERFIL H

Dimensoes
peso por w Ju J ¢

d t t m

mm mm mm kg/m cm cm cm
101,6 7,9 9,5 20,5 22,8 2990 8,3
127,0 7,9 11,1 28,1 36,2 10600 13,7
152,4 7,9 12,7 37,2 51,8 29800 23,5
152,4 11,1 12,7 40,9 52,9 31700 28,5




TABELA II - PARAMETROS DA FLEXO-TORCAO - PERFIL I

Vigas I - Padréo

sao

pela

Americano

Cada perfil I é& iden-
tificado
4,

dimen -

em milimetro,

e pelo peso por metro,
precedidos da letra I

Exemplo:

I 76 x 8,48

Dimensoes peso por W Jw Jt
d bf tW tf m
mm mm mm om kg/m cm? cm® cm?
59 4,3 8,48 9,9 226 1,9
76 61 6,4 6,6 9,67 10,2 245 2,4
64 8,9 11,16 10,6 268 3,4
68 4,8 11,46 15,3 731 3,5
69 6,4 12,65 15,7 773 4,1
102 71 8,3 7,4 14,14 16,1 823 5,1
73 10,2 15,63 16,5 874 6,7
76 5,3 14,88 20,0 1700 4,5
127 80 8,8 8,3 18,23 23,0 1880 6,8
83 12,5 21,95 24,1 2080 12,2
85 5,8 18,60 29,3 4140 8,5
152 87 8,7 9,2 21,95 30,3 4480 10,9
°1 11,8 25,67 31,4 4850 15,9
102 6,9 27,38 47,6 14700 15,5
203 104 8,9 10,8 30,50 48,5 15400 18,1
106 11,2 34,22 49,6 16200 23,0
108 13,5 37,94 50,7 17000 30,3
118 7,9 37,80 69,7 42900 28,9
254 122 11,4 12,5 44,65 71,8 45900 37,4
126 15,1 52,09 74,0 49200 54,4
129 18,8 59,53 76,2 52500 82,3
133 11,7 60,71 93,9 117000 75,8
305 136 14,4 16,7 66,97 95,8 123000 90,1
139 17,4 74,41 97,8 135000 120
142 20,6 81,85 100,0 142000 155
152 11,7 81,4 164,8 426000 105
457 155 13,9 17,6 89,3 167,2 441000 122
151 16,0 96,8 169,4 455000 144
159 18,1 104,3 171,7 469000 173
178 15,2 121,2 212,3 1050000 243
179 16,6 126,56 213,9 1070000 261
508 181 18,4 23,3 134,0 215,4 1180000 329
183 20,3 141,5 217,6 1210000 366
185 22,2 148,9 219,8 1240000 410




Vigas U - Padrdo Americano

Obs.: Cada perfil U & iden-
tificado pela dimensd3o d, em
milimetro, e pelo peso por
metros, precedidos da letra
U.

Exemplo: U 76 x 6,11

TABELA III - PARAMETROS DA FLEXO-TORCAO - PERFIL I

Dimensdes peso
3 - s - por Ce We W I Je
mm mm mm mm kg/m | cm cm2 cmé cmb cmé4
35,8 4,3 6,11 1,11 4,4 6,4 65,4 1,1
76 38,0 6,6 6,9 7,44 0,89 4,1 7,2 78,4 1,5
40,5 9,0 8,93 0,89 4,4 7,0 104 3,1
40,1 4,6 7,95 1,16 6,3 10,5 193 1,4
102 41,8 6,3 7,5 9,30 1,22 6,9 10,0 251 2,6
43,7 8,1 10,79 1,03 6,5 10,9 283 3,5
48,8 5,1 12,20 1,431 11,8 20,0 1040 2,9
152 51,7 8,0 8,71 15,63 1,34 12,1 20,4 1420 5,9
54,8 { 11,1 19,35 10,93 10,3 23,4 1610 9,6
57,91 14,2 23,07 0,85} 10,8 23,7 2040 18,4
57,4 5,6 17,11 1,80 19,6 30,9 3880 5,9
59,5 7,7 20,46 1,52 18,0 33,7 4420 7,6
203 61,81 10,0 9,9 ] 24,18 1,33} 17,2 35,4 5160 11,9
64,21 12,4 27,90 1,07 15,9 37,9 5720 17,7
66,5 | 14,7 31,62 0,84 14,8 40,2 6250 26,4
66,0 6,1 22,77 2,10} 28,5 45,0 10900 9,9
69,6 9,6 29,76 1,60 24,7 51,0} 13100 15,1
254 73,3(113,4 | 11,1 | 37,20 1,33} 23,7 54,1 16300 29,5
77,8 1 17,1 44,65 0,94} 21,3 58,9 1{ 18400 51,5
80,8 | 20,8 52,09 0,80 21,7 60,11 22400 89,0
74,7 7,1 30,81 2,32} 38,2 61,7} 27100 17,8
77,4 9,8 37,20 1,94 34,7 67,4 39900 23,3
305 88,51 13,0 (12,7 | 44,65 1,55} 31,4 73,1} 35000 35,3
83,6 | 16,1 52,09 1,36 30,8 75,6 | 40900 58,1
86,74 19,2 59,53 1,04 28,5 80,3 | 44800 87,7
86,4 10,2 50,45 2,261 49,4 94,1 84500 43,3
86,9 | 10,7 52,09 2,18} 48,6 95,4 | 86500 45,5
381 89,414 13,2 16,5 59,53 1,87 45,4 101 95100 58,5
91,9 15,7 66,97 1,74145,0 103 108000 83,3
94,4 | 18,2 74,41 1,47 142,5 108 116000 {110
86,91 20,7 81,85 1,42143,6 109 132000 1155




Anexo 11

GEOMETRIA DE PERFIS ABERTOS DELGADOS

0O cdlculo das caracterfsticas geométricas das pecas de segdo
aberta de paredes delgadas, necessdrias as anélises dos efeitos de
flexo-tor¢3o e instabilidade, mostra-se, na malcria das vezes. mo-

roso demais, mesmo em se tratando de pegas com um eixo de

simetria. Considerendo a automag3o dos procedimentos envolvidos,
foi desenvolvido um‘ programa para o IBM-XT, sob ambiente
Turbo—-Pascal versdo 4.0 {® Borland International}, que define al-

Qal

gumas das propriedades geomeéiricas -de ma:or :interesse em tais

SOsSs.

1. OBJETIVO
Elaborado durante o curso de Flexo-Tor¢do, © programa calcu-
la as seguintes caracterfstcas de um perf:l aberto delgado:
» Area do Perfil
» Coordenadas do Centro de Gravidade
» Momentos Principais de Inerc:a
Angulo dos Eixos Principais de Inércia
Coordenadas do Centro de Torgdo
Momento de Inércia a Torgzo
Momento de Inércia Setorial
» Coordenadas do Ponto de Kinden
» Caracterifstica de Vlassov
+ Raio do Circulo de Estabilidade
» Krea Setorial nos vértices do perfil.
S53%c consideradas seg¢des abertas constituidas zpenas de
trechos retos, que s%o as mais comumentes encontradas nas apl:ca-

cOes praticas. A espessura pode ser wvariavel ac longo do perf:l.

2. ALGUNS CONCEITOS UTILIZADOS



Durante a utilizag3%o do programa surgir%o termos tais como
Vértice, Segmento e Ramificag¥do, que significam o seguinte:

» Vértice € qualquer ponto do esqueleto do perfil
cujas coordenadas precisam ser conhecidas para perfeita
definic3o da sec3o;

> Segmento é o trecho de se¢3o compreendido entre dois
Vértices consecutivos;

| - RamificacZo € qualquer conjunto de Segmentos conse-
cutivos.
Estes conceitos s3o utilizados na definigdo do perf:l, e

serdo esclarecidos posteriormente nos exemplos.

3. USO DO PROGRAHMA

Em todos os passos do programa o usudrio ¢é constantemente
orientado através de menus explicativos, visando ser sua utiliza-
¢330 a mais simples possivel.

0 arquivo executdvel foi «c¢criado com o nome FLEXO.EXE , e
apos carregado, exibe a tela de apresentag3o e o Menu Principal,
cujas opgdes sZo:

+ Edita Arquivo do Usudrio

»> Calcula Perfil

+» Abandona
‘ A opgdo F & utilizada para definir o perfil que se quer cal-
cular ao programa, a opg¢%o C calcula e exibe o dltimo perfil edi-
tado e a opg3o A encerra o processamento.

NHota: Embora n%o possua safda para impressora, qualquer tela

pode ser impressa, bastando carregar graphics antes de executar o

programa, € pressionando <shift><pr sc> simultaneamente.

Fdita Arquivo do Usudrio

0 usudrio caracteriza o perfil dividindo-o em ramificagles,
se necessario, discretizando em c¢ada ramificag33o o© numero de
segmentos e em cada segmento o© numero de vértices e suas respecti-

vas coordenadas, segundo as definicBes acima. As coordenadas dos




vértices devem ser tomadas em relag3o a qualquer sistemas de coor-
denadas cartesianas, definido pelo usudrio. A entrada dos dados é&
orientada por sub-menu e um si1stema pergunta/resposta, como:

+ Espessura de Segmento Constante (S/N) : Sim, se a es-
pessura nos vértices dos segmentos de wuma ramificag3o forem
constantes; N3o caso contrério;

+ Nidmero de Ramifica¢des do Perfil;

» Numero de Segmentos de cada Ramificacg¥o;

+ Declarag¥o da Espessura e Coordenadas dos Vértices de

cada Segmento de cada Ramificag¥o.

‘Apds a definig¢¥o da se¢do, a rotina teste as intersecc8es
entre as ramificagBes, e €& possfvel visualizar e alterar as
coordenadas e obter um desenho do esqueleto do perfil. Tais opc¢Bes

s3do orientadas por um sub-menu.

Calcula Perfil

Se um perfil for definido com a opgdo F, as caracteristicas
geométricas anteriormente citadas s3o geradas e exibidas. Um sub-
menu permite a visualizag3do das diversas telas de resposta. Um de-
senho mostra o esqueleto do perfil e a localizagdo do Centro de
Gravidade, Centro de Torg¢3o, Ponto de Kinden e Circulo de Estabi-
lidade. Todas as coordenadas geradas s3o em rela¢%o ao sistema de
coordenadas definido pelo usuério.

Se o arquivo do usudrio estiver vazio, é exibida a mensagem

apropriada.

Abandona

Encerra o programa e devoive o controle ao MS-DOS.

4. EXEMPLOS

A tftulo de exemplo de uso, s3o mostradas as telas gréficas
geradas por FLEXO.EXE no cdlculo de dois perfis (exatamente como
especificado acima), sendo um perfil definido com apenas uma rami-

ficag3o e um outro em que a definig3o ¢é feita através de trés



ramificac8es.
Apresenta-se , a seguir, os dados de entrada requeridos
pelo programa e os resultados gerados, sugerindo-se ao leitor que

os confira como exercicio.

4.1. Exemplo 1

>

> Espessura de Ségmento Constante : 1 cm
+ Numero de RamificagBes : 1
» Nidmero de Segmentos da Ramificagc3o 1 : 5
» Coordendas dos Vértices da RamificagZo 1
Vértice 1 : (0;15) cm
Vértice 2 : (8;0) cm

Vértice 3 (32;0) cm

Vértice 4 (40.8;16.5) cm

Vértice 5 (41.8;16.5) cm
6 (43.4;13.5) cm

Vértice

+ Caracteristicas Geométricas do Perfil

KErea do Perfil : 654.100 cn®

Coordenadas do Centro de Gravidade : (22.072:;5.449) cm




J =

z

J =

Momentos Principais de Inércia : {
Y

1944.740 cm®

12824 .683 cnm*

Angulo Sistema Principal-Sistema deo Usudrio

Coordenadas do Centro de Torc3o : (21.195;-5.562)

' Momento de Inércia 2 Torg3o : 21.367 cm®

Momento de Indrcia Setorial : 101887.456 cn®

Coordenadas do Ponto de Kinden : (20.378:;18.025) cm

Caracterfstica de Vlassov : -3657.107

Raio do Circulo de Estabilidade : 20.435 cm

+ Krea Setorial nos Vértices da Ramificac3o 1
2

Vértice 1 : B83.82 cm
Vértice 2 : -639.61 cm’
Vértuce 3 £3.87 .cm”
Veértice 4 -65.46 cm®
Vértice 5 : -43.40 cm®
Vértice 6 53.71 cm®

4.2. Exemplo 2




» Espessura de Segmento Constante : 0.8 cm (em todas
as RamificagBes)

> Ndmeré de RamificacBes : 3

> Numero de Segmentos da RamificacZo 1 : 5 (& necessario de-
finir também os Vértices de intersecc¢Zo entre as Ramificagles.
0 programa testa as intersecg¢Bes, e se n%o forem declaradas, & e-
xibida a adverténcia correspondente)

> Coordenédas dos Vértices da RamificagZo 1

Vértice 1 (8;24) cm
Vértice 2 (0;24) cm
Vértice 3 : (0;16) cm
Vértice 4 : (0:8) cm
~Vértice 5 (0;0) cm

~ Vértice 6 : (8;0) cm
+ Numero de Segmentos da RamificagZo 2 : 1
» Coordenadas dos Véfiices-da Ramificacg%o 2
Vértice 1 : (0;16) cm
Vértice 2 : (-6;24) cnm
» Numero de Segmentos da Ramificagzo 3 : 1
» Coordenadas dos Vértices da RamificagZo 3
Vértice 1 : (0;8 cm
Vértice 2 : (-6;0) cm

> Caracterfsticas Geométricas do Perfil
Area do Perfil : 4B.000 cn®
Coordénadas do Centro de Gravidade : (0.067;12.000) cm

J = 3874.133 cm®
Homentos Principais de Inércia : =

J = 464.853 cn®

¥ _ .
Angulo Sistema Principal-Sistema do Usudrio : O 07 O7

Coordenadas do Centro de Torg3o : (-1.441;:;12.000) cm
Momento de Inércia a3 Torg¥o : 10.240 cnm®

Momento de Inércia Setorial : 34354.298 cn®
Coordenadas do Ponto de Kinden : (3.771;12:000) cm

Caracteristica de Vliassov : -0.000
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Raio do Circulo de Estabilidades : 10.204 cm

+ Area Setorial nos Vértices da Ramificag3o 1

Vértice
Vertice
Vertice
Vértice
Vértice
Vértice
AXrea Setorial
Vértice
Vértice
Krea Setorial
Vértice
Vértice

nos

N

8.
-17.
-5.
.76
.29
-75.

=
P

17

71
29

76

71

F4
cm
z
ch
2
c
2
cm
b4
cm

2
cm

Vértices da Ramificacgdo 2
-5.76 cm®
-41.29 cn®

Vértices da Ramificag3o 3

5.76 cm

F4

41,29 cn®
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