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PREFACIO

O projeto dum estaqueamento requer raciociniocs de mecfnica dos so-
los e de estdtica. Para o conhecimento da parte do problema referente
aos solos, basta consultar qualquer livro cldssico dessa especialidade
técnica, que contém sempre um capitulo destinado ao estudo da capaci-
dade das estacas. Quanto 2 parte estrutural, baseia-se ainda hoje s®-
bre os trabalhos de OSTENFELD (1%21) e principalmente sébre o famoso
livro de NOKKENIVED (1924). Mcdernamente foi o assunto retomazdo por
ASPLUND (1947,1955) e HREMNIRCFF (1949), mas parece que £&sses estudos
ainda nio tiveram muita repercussio na pratica.

O presente trabalho trata apenas da parte estatica do problems,
considerande dadas as capacidades das estacas. Procurei ztender zos
inter@sses do projetista pratico organizando um formulérie dos casons
mais freqientes de estaqueamentos planos, uma série de ewxemplos numé-
ricos que podem servir como mod€le de calculo, e umz tabela trigonomé-
trica no fim do livro.

ﬁ costume mencicnar-se no prefdcic zs partes originais da publica-

cac, © gque é dificil no caso presente. Para gue socubesse, por exemplo,

Q

s . o~ . . . .
-gue hz de novo na minha expcsiczo dos eixos centrais e eldsticos,

1]

eria necessario um conmhecimento perfeito da literatura s&bre ligagdes
elésticas, que, sinceramente, nio possuo. (De fato, um estaqueamento
liga elasticamente o bloco com a terra). Em compensacdo, posso apre-
sentar como provaveis novidades o "vetor de influéncia", ¢ "método das
estacas equivalentes" para grupos de estacas, o "cilcule pldstico”
(capacidade em lugar de carga admissivel), ¢ estudo do “cavalete” mais
econdmico, e o projeto grafico dum estagueamento plapo sem traczo.
Querd agradecer aoc meu assistente, eng® Laurc Modeste dos Santos,
pelo seu auxilio incansdvel no prépric manuscrito e no calculc dos
exemplos numéricos. Agradego também ao diretor da nossa Escola, Prof.
Theodoreto de A. Souto, pelo apoio moral e material desta publicacgao.

Sao Carlos, agosto de 1957

Frederico Schiel
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. INTRODUGAO

I.1. Generalidades

A finalidade das fundagSes em estacas .ou tubuldes & trans—
mitir as carges de construgdo &s camadz: profundas de solo. Predo-—
mina, geralmente, nos tubulces e nas esiacas de compressgc, a re ~
sisténcie de ponte; estacas de tragéo resistem sdmente devido eo
atrito lateral.

Além da férge axial, também podem as estacas, e principal-
mente os tubuloes, receber férgas traensversais e momentos. A férge
transversal é transmitide em grende parte ac solc das camadas supe
riores, que s@o, em gerel, mais fraces. Para que o estagueamento
possa receber momentos, deve ser previsto; por meicg comstrutivos,
um engastamento dos topss superiores das estacas ou dos tubuloes,
alem de um eventual engaste das ponitas no solo.

No caso de estacas, o didameiro &, geralmente, ume pequena
fregee de comprimento. Em consequéncia, a estaca é muitc menos re-
sistente a férgas transversais e = momentos do que & férgcas axiais
Felizmente, existe a mesma relagao quento & rigidez lomgitudinal
ou tramsversal. Resulte dai que férga tramsversal e momentc desem-
penham papel secundério sempre gue houver umsa disposiggo do esta-—
gueamento que permite a trensmissaoc do carregamento extermo apenes
por férgas exieis nas estacas (analogia com o caso das treligas,
nes queis predominam também as férges normeis, apesar de nso haver
articule¢do nos nés).

Este paralelismo entre resisténcie e rigidez, pelo quel
super-solicitagces dos pontos fracos séo automdticamente impedidos
pode ser chemado de "inteligéncie do material". A suva eficiéncis
pode ser meturalmente impedide pele falta de mesma no engenheiro
projetista, comc mostre & figure l. O pontc de intersegao dos ei-
x0s des estacas foi escolhido na altura da resultante do vento.
Para forgas queisquer aplicadas néste ponto {supostas paralelas ao
plenc do desenho), as estacas podem ser consideradas articuladas
como indica & fig. 1b), obtendo-se as reagoes por simples decompo—

sigao da carga. Mas "o vento assopra onde quer, e ouves & sua Voz;
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porém mao sebes d'onde vem nem pars onde vae", A menor variagac de

eltura h destree o equilfbrie mo sisteme b), isto &; a) mac pode

- 1
25
55 /G\
b |

= \

R
3
Fig. 1 - Exemplo de -estaqueamen to

meis ser substituide por b}, e oz momentos come¢am a deseppenhar
umn papel principal. Tudo isto poderia ser evitado com ume dispesi-—

gao dez esteces segunde a figurs le)s
1.2. Influéncia da rigidez estrutural

Geralmente encomtra~se como pega intermedidria ¢ bloco,que
trensmite & carge ds estruturas ac sstagueamentc. 0 blece hao exis-
te no caso excepcional em que as eatacaz ou os tubuloes substituem
o8 pilares da estrutura. Pelo nimero de estacas encontradaszs aum
bloco, resulia que 08 estaqueamentos sac {regquentemente hiperatd-
ticos. Néste caso, a rigidez do bleco e a de super—estrutura tém
influénecia importente sébre o comportamento estdtico do sisteme.

Tomemos o exemple da fig.2. Este estaqueemento plame & hi-
perestético, apesar de ter apenas 3 estacas, porque estamos no ca—
so excepcional, frequentemente encontrade, de as estacas serem pa-
ralelas., Eventuais férgas horizontais sergo recebidas pelo empuxze
lateral de terra., Se as estacas forem curtas e o solo nas suas
pontas muite resistente, o bloce serd vige sdbre 3 apoios prética-
mente fixes, aplicendo~se a teoria normal de viga continua, Mas
normelmente as estacas sao compridas porque num solc resistente em
pequena profundidade nao se fazem estaqueamentos. Em virtude da

grande rigidez deo bloco em relaggo & rigidez des estacas, traba-
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-

lham estas como se fossem molas, recebendo tddas eles a mesma for-

¢a no caso de carregamento axial. Chamam-se teis sistemas geomd ~

D IO » .
5 s
T B

Fig. 2 - Sistemas planos hiperestdticos

tricamente determinados, em analogia com 08 sistemas isostdticos
estdtisamente determinados. A determinagBo geométrice ndc & afe -
teda por sumento do nimero de estacas.

Para podermos classificar os casos possiveis, necessite —
mos da nogao de ordem de grandeza da rigidez. Um critério numéri -
co de rigidez poderia ser obtido, por exemplo, pele meoneira indi -
cads na fig. 2c): corta—se ume estace e aplicam-se nas segoes do
corte duas cargas unitdrias opostas. No deslocamento relativo
Vp t Vpr @ parcela v, provém de flexao do bloco, i de verieggo
dos comprimentos des estacas. Se for vp2> Yy teremos ums rigidez
Sb do bloco muito meior do que a rigidez Sp das estacas. Usaremos
a notaggo Sh*d SP pera indicar gue & rigidez do bloco tem a mesma
ordem de grandeze que & rigidez das estacas. Tembém influe a rigi-
dez de comnstrugao em cima do bloco (super—estrutura), que desigpa-—

remos por Sc.

blaco . i
7 7% Sb As férges nas estecas re —
sultem como reagoes do cél-
caso 1) SP cule do bloco como viga
TERR AT RS A continuva com apoios fixeos.
Sp<xSp terreno firme nee ™ 8poles 11%0
As fdrcas nas estacas s2o
S, ~ S reacoes do bloco como viga
b p
caso 2)

em apoios eldsticos.
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As fTorgas nas estacas resultem

do equilibric do bloco ceme

sisteme geoméiricamente deter—

minedo.

(Caso maig frequente)

0 bloco & vwiga isostétice car-

regada do lado superior pelas

cargas dos pilarea, do lado in-—

ferior pelas forges nas estacas

determinades segunde 3).

© bloco é viga hiperestdtica a—
poiade nes pileres da comstru-
¢ao e carregeda pelas férgas

nag estaces determinadas sega3)

b A super—estrutura & sistems e-

iasticamente apoiede me bloce.

>
Sb > Sp 5 Sp<K S P

A subdivisge do cezo 3) em 3z2) e 3b) 38 interesse ao cél~

culsc £o bloco @ da super—esztirutura; a egtftica de estaqueamente £

igual em ambos ¢s casocs. A weams subdivisac poderis ser feita no

Temos suposto o solo ne ponta Jus eatacas praticamente in-
compressivel. Pode-se levar em conte ¢ recalgue da ponta por um
aumento ficticic de compressibilidade da estace. Esté método mao &
aplicdvel no estude da influéncia reciproce das estacas entre si,
Nermalwente, ne casc de fundag@o em esteces, & camada do solo na
ponta € suficientemente resistente para que se possa desprezar 8g-
te efeito. Nog casos contrdries, raramente encontrados, precisgamos
aplicar os processos desgenvolvideos para fryiagges 20bre zoles com—

pressiveis.
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Na concepgao da fundagao tem o engenheiro projetiste muito
mais liberdade do gue no resto da construgiao, porgue nao existem
exigéucias de arquitetura. Ele deve evitar o quanto pessivel os
casos intermedidrios (por exemplo, Sbf»JSp) pare excluir a influ -
éncia de fatores incertos, pare obter uma construggo estéticemente
clare (gque &, geralmente, também mais econémica),'e pera reduzir o
volume do seu servigo.

Trataremcs aqui apenas do casc Sb>> Sp {"bloce rigide®} ,
gue forme & prépria estdtica dos estegueamentos com 08 seus pro -
cessos tipicos, considerando os cutres casos come parte da estdii-
ca geral. Também n3c¢ trataremos de resisténcia do solo e des esta-
cas, supondo dades, para cade esiace, & sua capecidede de carga e
a sua compressibilidade eldstice.

2. O ESTAQUEAMENTC GERAL

2.1. Geometria do estaqueamento

Na prétice um estaquéamento & dedo por ume plante baixa
que localiza as extremidades superiores das estacas e indica suas
cotas ("plaeno de arrazamento"). Indica~se para cade estaca o "én-
gulo de crevegac" ¢ , que é o &ngulo formado pelo eixze de estaca

com a verticel, (vide fig. 4).

1 blocy/ v L

=7 7

. L= ',/ / cofa [ de
N //’g ;4;12 '~ arrazamenfo £0
A 3\ -l
y

%_.__.4

cofa de arrazamenfo -100

Fig. 4 - Representagdo de um estaqueamento
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Fixaemos no bloco um sistema dextrorso de eixos x, y, z,
sende x vertical e positivo para baixo. 0s édngules que forma o ei-
xo da estaca com X, y, z, denominam-se O¢, ﬁ T g Se for necesséd-
rio, o niumerc da estnca serd acrescentado como indice. 0 eixo du-
ma estaca forma com o8 planos des coordenadas os dngulos comple —
mentares dos anteriores, ou seja:

com ¢ plano x/y o dngulo 90 - ¥
com o plano 7/z o &ngule 90 - «
com o plane x/z o éngule 90 - A

Pere os dngulos que aperecem nas projegoes do estaquea —

mentc USaremos as rmtagf)'es W, X, g conforme fig. 5. Temos as

seguintes relagoes:

coszo( + coszﬁ + cosz?' = 1

cusw = cosf /senot , tgw = tgff senpu = cos;/coa/_’.
cos(u = cosc:_/senﬁ tg{u = tgd gendl = cos)’/cosa( L. (1)
cosd = cosc{/sem;’ tgAd = tgcl cosw = cosﬁ/coaq
-
Fig. 5 - Relagdo entre os éngulos

Norzalmente, a posigeo duma estaca é dade pelo éngulo de
cravaggo & ¢ por um dngulo projetade na planta baixa, por exemplc

w . Néste caso, temos as relagces:
cosf} = sen cosw ; cosy = senck menw (2)

Para simplificar o cdlculo, convém referir tédas as eata-
cas ao mesme plame de arrazemento, por exemplo x = 0, porgue o
"sloco rigido™ nadc & semsivel ao deslizamento de férges ac longo
des suvas linhas de agao - vide, per exemplo, as estacas 1 e 4 de

fig. 4, que consideraremos come fixadas mos poutos 1' e 4', Preci-
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seremos, naturelmente, lever em coate %2l mudenga ma determimagae
de compressibilidade eldstice das estacas, gue é proporciomal ac
seu comprimentec.

Um valor geométrico que interesse em certos casos é & dis-
térncie minima d entre os eixos de duas estaces. No projetc, essas
distédncias devem ser iguais ou superieres & um certo valor minime,
imposto pela natureze do terrenc = pela exatiddo do processo de
cravagao, para que uma estaca j& craveda nao fique prejudiceds pe—
la cravegao de outras vizinhas. Pelos comhecidos processos da geo—
metria analitica espacial encomtira-se ¢ Sngulo @ formado pelas di-

regoes das estecas i e j:

Cosp = COSX; COSK; + Sen o Sem; cos (w!-—wj)

A/} o

s o,
-__\}
+—di—t

Fig. 6 - Distédncia entre duas estacas

Com as distdncias dli, dj medides na plante baixa, determina-sze o
valor auxilier:

e =4, - a8
J tgcxj
e a disténcia procurads é:
cos . sen o¢. sen{c. -w.)
d = 2 J rJ . (3)

sen (f

No caso perticuler freguente. de cruzamento dos eixos de

duas estacas em &ngulo reto na plenta, isto é,wi —a)j = 902, te—

mos, simplesmente:

d./tgx. — d./tgee.
- 1/ g i J/ 23 j (3&)

2
-\/l/sen O(i + ]l/sen2 o(j -
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2.2. Rigidez da estaca

Para avaliar a compressibilidade eldstica de uma estaca
faremos uso da nogac de sua rigidez, que é a férga pecessdria pa—
ra produzir ume redugao unitdria do comprimento. Como nas estacas
predominam eas fdrgas normais de compressao, deremos a tais férgas
o sinal positivo.

Netagoes:
¢ = comprimento da estaca
F = érea da secao da estaca (*)
E = médulo de elasticidade
s = rigidez
N = fér¢o normal ma estaca

Pera ume estaca que transmite tdda a fdrga na ponta (sem

atrito ne fuste), e para F = constante, temos:

-‘4—‘?:-’1— , sendoN:spara/_'\[ = 1, ou:
L
s = EF/¢

com a unidade t/m. Na meioria dos casos interessam apenas os valo~—

res relativos da rigidez; assim, pears uma estace i:

onde Ec, Fc, €c sao grandezas de compare¢ao convenientemente esco-
lhidas. Muitas vézes, a suposicao s = 1 para tddas as estacas §
suficientemente exata.

A trensmisseo parciel da carga pelo atrito no fuste e cer-—
to efeito de compressibilidade do solo na ponta da estaca podem

ser levados em conta na determinagfo dos s.

(*) As letras S ou A, que parecem mais indicadas para o caso, sao
reservadas para outras grandezas (S = rigidez do estaqueamen-—

to, A =~ férga admissivel na estaca).
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2.3. Componentes de carga externa

Como o bloco é suposto rigido, basta counsiderar apenas a
resultante de tédas as cargas externas. Este resultanke, no caso
geral, nao é s§ uma forga. Como se sabe, a "resultaute” de um sis—
tema geral de forges no espago pode ser representeda de vérias ma-
neiras. sendo ume delas por uma forga no eixo central do sistema e
por um momentoc em relagao a &ste eixo.

No presente estudo consideraremns sempre a carga dade pe-
las férgas componentes na direcao dos trés eigos do sistema de re-
feréncia. e pelos momentos em relagso aos mesmos. Usaremos as no-

tagoes:

<]
]

fér¢a componente da carga total na direcao de x

R = w 114 n it n \il 11} "

=3
i
=]
)
=)
@
=
o+
=]
[¢]
o
2]
=]
[=]
=]
o©
=]
c+
&
2,
)
e
m
-1
)]
]
o+
-]
o+
®
Y
o
B
-
@
d
o
«
1281
Q
)
Q
®
M
Ll
<)
"

R = " " ] " [ 4 1 " " z
c

Esta notaggo, embore possa causar estranheéze & primeira
vista, facilitard muito a sistematizaggo do probleme, como seré
visto adiante. Nos termos gerais, serdo usadas para indices as le—
tras g, h.

0 conjunto dos 6 valores Rg (g =%, v, z, &, b, ¢) serd
chamado vetor da carua.ii sendo éste valor referido 2 um espago
6—dimensional. Usaremos como unidade & t (tonelada) pare as compo—
nentes da fér¢a na direggo dos eixos x, ¥y, z, e tm (tonelada.me -
tro) pare as componentes ''ma diregEo dos eixos" a, b, c. 0 espaco
de 6 dimensoes acima referido portento ndo é métrico.

0 sentido positivo de Rg (para g =X, ¥, z) é dado pelo
sentido positivo do eixo correspondente. 0s valores de RU (para
g =4a, b, c) sfo positives gquando correspondem ao giro p:sitivo

definidc no sistema dextrorso x, ¥, z.
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Pare distinguir com facilidade os vetores tri-dimensionais
(que tembén teremosz necessidede de usar) dos vetores B-~dimensio—
neis, colocaremos um trage simples nagqueles; reservande s flecha
pare éstes,
2.4. Componentes do vetor da estaca

Ume estaca é geométricemente dada pelos cosenos diretores
do seu eixo e pelas ceoordenadas do seu ponteo de aplicaggo no blo-
co, Usaremos outros perdmetros fixaderes da p@sigﬁo da estacae de-~
correntes da defini¢ao das componenies da carga externa.

Imeginemeos retirada ume estaca e eplicada ne diregae do
seu =ixo uma for¢s uwnitéria de tragmo mo bloco. 0 valor dests fér—
¢a & 1, sem dimemsac, nso 1t. As 6 componentes desta férge, deter-
minaedas conforme as definigges do pardgrafo precedente, e anotedes
com P_, py, Pys Bgs Pys Pos sao as componentes do vetor da estaca,
ou, mais simplesmente, componentes da estaca.

As trés primeiras componentez da estaca sao 05 cosenos di-
retores do seu eixoj calculam~se as trés dltimes, que representam
momentos em relagEO eos eixos coordenados, pelo produto vetorial
doz vetores tri-dimensioneis T (x, ¥, z) e'ﬁ'(px, P

to:

- p,); portan-

p_ = cos o P, =¥ P, - 2P,
P, = coa i Py, = 2P ~XP, o o+ (8)
P, = cos 9’ P, =x Py A

onde p_, Py» P, S30 nimeros sem dimensac, e p_; Pys P, a0 compri-

mentos.
0 vetor da estaca p, definido pelas 6 compenentes Prs Pos

~ Y
s Pgs Ppy Py DO pede ser um vetor unitério porque num espago

Py
nao métrico & nogao de vetor unitdrio carece de significedo. Bas-
tem 5 pardmetros para caracterizar o vetor P, pois, entre os cose—
nos diretores existe a relagao:

2, 2 2
Py * Py *p, = L.

Chameremos tais vetores de semi-unitérios. J& para o veior de car—
— N -~
ge K, tédas as 6 compenentes sao independentes entre si.

As componentes Pys Pys P, permitenm uma interpretagao geo~
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métrice, gue pode ser Gtil num cflculo grdfico. Imeginemos dada u—~
ia estacea pelas coordenadas x, y, z,do seu ponto de aplicaggo, pe~
1o &ngulo de cravagdo &f e pelo dngulo ) que forma a projegao do

seu eixo na planta baixe com o eixo y. Conforme a relagio (2), te~

mos: py = sen&{ cos W, B, = sen® senc e (B) formece:
p, = senX (y senw~ z cosw).

Mas a expressio emtre paréntesis é e distdncia da projegas
do eixc da estaca no plane y/z & origem das coordemadas, disténcia
-que chemaremos de d;. Andlogemente podemos definir db e dc’ fazen-

do as projegb’es nos plaros x/z e x/y. Assim, teremos:

p, = 4, senX

A
pb=d'bsenf7> ......g..(Sa,
P, = écsen yd

As disténcias da’ db’ dc podem ser medidas no desenho; devemos to-
mar o cuidadoe de atribuir a ésses valores o sinal positive guando
ume tragde nae estaca tende a girer o bloco mo sentido positive, e
negetivo no caso contrério.

De forma andloge poderiaem ser obtides as compomentes Ra ’
R, R da cerge, multiplicando & projegso da fGrga‘ﬁknx, Ry’ Rz)
no respectivo plenc pelo seu brago.

Quando for necessério indicer a estaca & qual se referem
a3 componentes ecima definidas, usaremos ¢ nimero da estaca como
segundo indice. Por exemplo,‘ﬁi € o vetor da estaca i, com as com—

ponentes Pyjs Pyis Pyrio P

vi ei’ Pbi? Pez®

2.5. Movimento elastico do bloco

Supomos pequeno J\\\\\\\ a
o movimento eldstico em (5 \49:\\\ /\ ¥
relageo as dimensces do / N d
bloco. Segundo os teo —
remas da Cinemédtica,tal / KG

movimento €

Fig. 7 - Hovimento helicoidal elementar
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sempre um '"'movimente helicoidel elementar' em relaggo ao "eixo ins
tantdneo". Sendo dadas o deslocamento paralelo d a éste eixo e o
giro P em térpo déle, o deslocamento K -~ KXK' dum ponto K & distédn—
cia a do eixo resulte de uma translegio e de ume rotagso, como mos
tra a figura 7.

Para os nossos fins, a representagie do movimento eldstico
pela posiggo do eixo e pelos valores S e @ nao é prética, Defini-
mos um vetor 6~dimemsional ¥V repregentante de um movimento eldsti-

co, com o 2eguinte significado das compomentes:

V.= deslocamentc eléstico do bloco ma diregaoc do eixe x
- 0 n L " " 11 " "
vy . ¥y
v = 1] # i " L4 " " " z
4
v, = gire eldstice do bloco em térpmo do eixo x
v - " 4] 3 143 it o 11 ”
b y
w = 0 o i 1 L 144 L " z
c

As componentes v v v_ gao com rimentos' v v
P z? Ty? g P Ve T

grandezas sem dimensac. Obrervamoz sgui uma diferenca em compara -—

v  s@o
¢

¢do com os vetorea 6-dimensionais tratados emtericrmente. B Rep
a dimenszdo das 3 primeiras componentes transforme-se me dimensse
das 3 dltimas pels multipiicaggo por um comprimento; mo vetor_?,
pele divisao por um comprimento.

0 movimento definide pelo vetor';'pode ger real ou virtual
servindo, néste dltimo caszo, para estudos de equilibrie. Por exem—
plo, o trabalho virtwal U que execute ume carga.isdmramte um WOVi-—
mento ¥ & iguel & somatéris dos trebalhos des componentes:

U= vax + Ryvy + szz + Rava + vab + Rcvc
Podemos também dizer gue ¢ trabalhe & o produte escalar da carge
pelo movimento:

U=Rzx+ S (9

Esta relagzo permite estabelecer o efeite de um movimento

do bloco sdébre umas estaca dada pelo vetor P. Aplicande o vetor];
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*m lugar de estaca retirada, ¢ trabalhe de T durante um movimento
- ~ -~ - —
¥ & obtido pela aplicacac da egquagae (7). 0 movimento ¥ tem por
= - - . N ~ —
consequéncia certe deslocamento do ponto de aplicacesc de p. A pro

jegeo d8ste desiccamento sdbre o eixo de estaca é a veriagao &

[+]

seu comprimento causade pelo movimento ¥. Esta variagas sl s -

gual 20 trabalhe de P porgue & férga é unitdria; portanto:

9 _ - + ; 6 =T x 3 )
Ad = v P + /ypy + 7P, + 7P Py * VP VX P oo o .{(8)

De acdrde com a convencao adotads pare o sentido de I Ag positi—
vo significe encurtamenio. Note-se gque tddas az parcelas da egua~
¢éo {8) s@o comprimentos.

Podemes dizer que um movimentc caracterizade por Vg =1,
sende nulas tdédes as outras compenentes de ¥, provocs um encurta—
mento Pgi na estaca i.

2.8. Rigidez do estaqueamento

0 comporiamento eldstico do comjunto das estacas torma—-se

conhecido gquandc podemos indicar para téda cargalgfo respective
movimento ¥ do bloco. 4 relaggo entre E e ¥ & limear pele exisién
cis da lei de HOOKE pare o material das estaceas.

Como vimoe mo § precedente, um movimenio ¥ = 1 provoca
encurtsmentos Pgi nes estacas. Multipliicendo pels rigidez 8.y Te-
sulte a férga ma estaca, As componentes ds Firge s.p . mas “dire—~

goes" x, y, z, 2, b, ¢, sgo obtides pela multiplicaczo por P_. 5
i

pyi ses Bos» POTGQUE ésses coeficientes sao as componentes respeec—
tivas duma carge unitdria na estaca, Juntando o efeito de tddas
as estacas, isto é, somando seperadamentie as componentes corres—
pondentes 3s "diregees” x, ¥ ... ¢, cbtemes um jégo de 6 compo -
nentes da reagao total crieda no estaqueamento pelo movimente
v_= 1. Observamos gue as 6 componentes da carga que provsca

Vg = 1 s&o respectivamente iguais &s § compenentes de reecio,mes
de sentido oposto {equilibrio). As componentes da aggo do bloco

sébre as estacas denominam—se coeficientes de rigidez de estague—

amento, e terao s notagao Sgh' 0 segundy indice significe & cau-

sa (vg =1), o primeive. e direg2e de componente. Consequentemente:
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sgh = géi sipgiphi B )

sendo & somatéria estendide a tédas as n estacas.
En resumo: para provocer um movimento vg = 1, sendo nulas
as outras componentes de v, precisamcs carregar ¢ bloco com uma

carge cujas componentes sao:

R =8 R =§
x 299 8 ga
R =8 =S
h g gy By gb
R =S R =S
z gz c gc

—_

Dai resulta por superposi¢2o as relagoes emntre a carga R e o movi-

mento eldstico ¥:

R_=S v +S v +S_ v +S v +S_v +S_ v )
x XX X Xy ¥ Xz =z xa a xb b xc ¢
R_ = +S v +8S_v +S_ v +8 + 8

S v v v
v ¥X X Yy 7 ¥z z ya & yb' b yc ¢©

R =S v. +8S v +8 v +S v +8 . v, +8S v
Z ZX X 2y ¥ ZZ 2 ze a zb b zZC ¢
R =8 v. +8 v +8 v +S v +8 v. +8 v > . «(10)
a ax x ay y az z aa a eb b ac ¢
S v. + 8 +8 v +8 v +8_.v. +8

o

bx x byvy " bz z ba a bb b be'c

o
i

+S v +8S v +S . v. +S8S v
c c

=S v_ +S v
c cX X cy zZ zZ a a cb b ec ¢

y
Estas 6 equagoes de equilfbrio podem ser escritas ma for-

ma abreviada:

v

E=S e o a5 o . (108)

#)

sendo S um tensor

cuja matriz é composta pelos elementos S o due
sao os coeficientes de rigidez. Chameremoz S de rigidez temsorial
do estagueamento.

A operacgdo (102} cheme-se "multiplicec@o escalar” do ten—
sor S peloc veter v. 0 resultedo dessa multiplicagdo & o veter ii

0s coeficientes Sg podem ser ilustrades num modélo com

h

%} 0 célculo tensorial com vetores tri-dimensiomais foi intredu-
zido no cédlculo dos estaqueamentos por S.0; ASPLUND, "A Study
of three—~dimensional pile-grups", Mem. Assoc. Imtern. Ponts et

Charpentes, 1947, vol. 8, pég. 1 - 16.
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Fig. 8 - Modélo de ilustregas

vincules ficticios, como mostre a figure 8. 0 eixo z é materiali-
zado e fixado por dois mancais ficticios. Aplicanrdo~se no bloco um
momentoe extermo Scc em relagago ao eixo z, o bloco vai efetuar um
giro unitério em t8rno déste eixo, sendo impedida pelos manceis
qualquer outra componente de ¥. 0s 5 coeficientes S ¢ com
g = x,¥,2z,8,b, aparecem em forme de reagces nos mancais, como.por
exemplo, Szc no apdio fixe. Para ocutra componente unitdria do mo-
vimento, para um deslocamento paralelo a um dos ‘eixos, por exempic
ter~se-ia gque prever outro tipo de vinculos ficticies.

Por razoes formais, escrevemos nas egquagoes (10) sxy dis -~

tinto de Syx’ apeser de ser sempre

Sgh = Shg
o que resulta - de acdrdo com o principie de MAXWELL - de equagao

(9). A matriz do temsor S é ortanto, simétrica:
s P

S S S ) S S
X Xy @ Xz xa xb xc
S S S ) S S
Xy ¥y yz ya yb yc
) =[ls [ = || S S S S S S
gh Xz yz ZZ z8. zb zc
S S S S S S
X8  ya za aa ab ac
be Syb Szb Sba Sbb Sbc
S S S S S S
xc h ze ac be ce

0 nimero de elementos diferentes entre si numa matriz simétrica

quadrdtica de n2 elementos & n(n + l)/2; no mnosgso case, 6.7/2 =21.
Usaremos néste trabalho spenes matrizes quadradas, que podem sSem—
pre ser interpretadas como representativas de um temsor. Isto per-

mite-nos usar os termos "tensor" e "matriz' como sindnimos, e em—
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preger a mesma notegao para ambos.

Devido &s relagoes entre os cosenos direteres, oz 21 ele-
mentos Sgh de matriz S ndc s&o independentes entre si. Imaginemos
' 2

¥

- pi em tddas as equagses (9):re
sulte uma metriz também simétrica de 52 elementos, dos guais ape-

que s¢ substitue Py por_%'l - P
nas 5.6/2 = 15 s&c distintos. Portantc, emtre os 21 Sgh devem e—
xistir 21 - 15 = 6 relagoes. Duas deles s@o suficientemente sim—

ﬁles para poderem servir como contrdle de célculo:

n
Sz ¥ Sy ¥ 8, = 2;; S5 e o e o e e e o s o(11)
Sra % Syp * Spe = O B ¢ £

Exprimindo p_ em fungao de P, e p,» resulta & relagao(11):

Sm=Zs pi=Za(1—p§—}pi) =Zs—Syy~-Szz

Para provar (12}, introduzimos os valeores de Pg» Pyo P

conforme (S):

Sge "L O PP, =1 S PP -} 8 PPz
b = z:s Pypb =§: s pypxz - st pypzx
Szc =Z's Pzpc =Z s pzpyx —Xs PPy

Somando, resulte valor nulo.

n

Observagdao: ¢ nimero de parémetros eucontrades convide &
especulagces interessentes em enalogia & teoriz "raricdmstent” e
‘multiconstant” da elasticidade dos corpos alétropes; nos quais
seo usados, respectivamente, 15 e 21 parémetros independentes.

2.7. Determinacao das fdrga nas estacas
Obtém—se & fér¢a normal nums estace multiplicando-se o sen

encurtamento & { segundo a equacic (8) pele sua rigidez a:

-

-
N, = s,¥xP; = Si(vxpxi TPy b eee ¥ vcpci) o o« (13)

onde V_, V_, ..o 7 , 820 85 solucces das equagoes de equilibrio
x ¢
(10). Pelizmente, 0s estagueamentos da prética tém quase sempre

certas particularidades, pelas quais a solucao do sisteme de 6 e-

quagaes a 6 incégnitas serd sensivelmente simplificada. No caso
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particular de serem todos os sgh = 0, com g # h, ficando sdmente

oz elementios Sgg na disgonal principal de matriz S, temos:

v = ijsn 5oV - R/syy oees v, = Rc/scc

Rx R Rc
"i’ﬂi(‘?“l’n*s pyi*""*'_s_—-pt:i)"'"(13&\')
xx Yy ce

Veremos depois gue éste cdlculo simples neo & alcengével, no case
geral, por nenhume transfcrmagas de coordemadas.

Quando houver necessidade de se considerar muitos casos de
carregamento, convém determinar & "matriz reciproca® s—i H/‘;gh“
0s elementos desta matriz ssc definidos como solugoes das equagoes
(10), colocando nulas tddas as percelsas constantes (carga), com

excepggo de uma, que serd iguel e 1, como indica o esquema:
z yzab e

= - = = - = T = - - - = =0 = oo oo~ 0
S —— ) R — S 1)
2= ===~ ~l0 S ) ——==-=-~|0
a———:——o — o - 2 = - ———--——O
- - - - =0 - - e~ T = - - -z ~|0
L} = = = 80 ————— = -————:1
Solugoes:
“x ’/;xx Tx -/Sxy °° Tx =ﬂx:c:
y By Yy “Fyy vy By
;=/3 ::—ﬂ °ee ':: '/Jcc

A matriz reciproca tembém & simétrice: /} /‘zhg
Pare uma caerga deda pelas componentes do vetor ﬁ obtém—-se,

por auperposigdo:

= X X Xy ¥
v = R+ R+...+ﬂR

v_ = n/3n+...+/3n‘

'y yx x N adihz FEEC o ¢ s o o o o o(14)
v'sﬁ R + R 4+ oo + R
¢ ZX X ¢y ¥ ce e

ou, brevemente:

~=S51R e e o e s o » »{14a)
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/zgh’ interpretado fisicamente, é a componente vg'do movi~
mento eléstico produzidec por uma carga Rh = 1. 0s velores recipro-

cos l/)@gh tembém sso ume sorte de coeficientes de rigidez. Compa—
- . : —
remos, por exemplo, l/ﬁgzbcom Szb: a carga R(0,0,Rz=1/ygzb,0,0,0)

= = :
proveca v(vx,vy,vz,v&,vb = 1, vc) a carge R(Rx’Ry’Rzzszb’Ra’Rb’Rb)

prevoca v(0,0,0,0, vb=1, 0). Também podemos dizer que Rz = 1//3’zb
é aplicede ne sisteme real, e Rz = Szb no sistema com vinculoes
ficticios que obrigem & serem nulas tddas as componentes de ¥, com
excepgao de Ve

Introduziremos agore o valor v = SR na forme abreviadas
de eguaegao (135, pera obter N. Naturaslmente, n2o genharemos nada
ne reducze do comprido ceminho do cdlculo numérico, mas, em com—
pensagac, obiteremes e relaglo entre es férgas exiais nes estecas e

a carge externa.

Peles propriedades demonstradas na élgebra matricial, néste produ—
to. que contém, além do fator escaler 855 0 tensor S e o3 vetores
Re ﬁ;, os fatoreg podem ser comutados desde que & matriz S seje

simétrice, gue € o nosso caso:

N, = 5, ST xR e e o o s o o o (18)
Chamemos

g _ - =

£, = 8,S7p, e ¢ 1)

de vetor de influéncia da estaca i, Este vetor desempenha um papel

enélogo &a ordemadas da “linha de influéncia’: basta multiplicar
escalarmente a cerga por ?} pers obter o forge axial Ni na esteca
i: )
| N; = RxE; N ¢
0 vetor T também pode ser definidc cinemdticamente, como
as liphas de influéncia. Imaginemos cortada & estaca i em questao
e eplicadec no corte um par de forgas iguais e opostas de tragéoc.

Deixamos crescer estas forgas até que o deslocamento relativo seja
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unitério {o fato de nao ser isto possivel na realidade, pelo con-
tacto das partes cortadas, nac impede a aplicagao mental). 0 vetor
¥, que represente ¢ movimento do bloce devide ao deslocemento umi-
tério local, é idéntico o vetor de influéncia F; porque, tomando

v = fi como movimento virtual, o equilibrio de uma cerge R com as
£

6r¢ges N nas estacas serd expressc por:
0=-N 1+ 'ExTFi, equagdo idéntica & (17).

0z nossos vetores 6-dimensionais podem ser agrupados ds se-

guinte maneira:

12 espécie

carga ii compomnentes Rk’Ry’Rz (t) Ra’Rb’Rc(tm)

vetor da estace P, " P sP_sp, (sem di- p_,p ,p_(m)
XTI 2 memsae &’ e

22 egpécie

movimento elds-

tice v, " AL AL (m) va,vb,vc(szm)

vetor de influ-

éncia 7, " £ .8 _,f {gem di- f@’fb’fc(l/ﬁ)

7" %2 mensso

A representagac do movimento eléstico correspondente ao
vetor'f'pelo Yeixo instanténeo de rotagéo® correspondente pode
torner~ge interessente para se estudar o efeito da posigao duma
carga mével, Chamemos Este eixo correspondente & ?; de.eixo de im-
fluéncie da estaca i. Para cada ponto K do blocc, escolhido como

ponto de eplicegac duma forga, existe ume diregdo critice em rela-

¢to & ume estaca i, dada pela diregac do deslocemento de K no mo-
vimento.?;, como indice a figura 7. A forge em K - suposte cons-
tente em tédes as diregoes, para efeito de comparsg¢ao - aplicada
na direg@o critice produz maior efeito sdbre a estace i.

Chamemos de x, y, %, a5 coordenadas do ponto XK. Obtemos o
movimento de K somando o efeite do deslocamento paralelo dado por
fx’fy

mo expressc pelo produto vetorial:

’fz’ como o efeito do giro dado por f&’fb’fc’ sendo €ste dWlti-
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Rfa, £s fc)(x, ¥ zﬂ

Chamando de k_, ky’ k as componentes do movimento de K me diregao

critice procurads, ache-se, pela execugge do produto vetorial:
kx = fx + sz - fcy
k=€ +fx-"f2 e o o e o o o(18)

kz = fz + fay - fbx
0 eizo de influéncia & dado pela condig@o de & diregac cri
tice dade por kx’ ky’ kz coincidir com & dire¢ao do vetor de giro

£, T

f o Daf resulta que:
S c

b’
k:k:k =f€:f:f e e e o o« o(19)

280 as duas equ&g&es do eixo de influémecie com x, y, z come coor—
denades correntes-

Férges aplicadas como cargas mo ponte K e conmtidaes ne pla-
ne mermal & direg@c eritice néo produzem férga normal pe estace em
questic. Em particuler, téde férge cuja reta de aplicagac encomtra
o eizo de influémcie pum Sngulo retoc mao tem efeito sébre a estace
respective.

Quando tédes ag fdrges normeis nas estecas forem determi-
nadas, & comparag@io com zz fdrcas admissf{veis mesz estacas indicars
se a carga do cstaguesmento & ou nec admissivel. Seja & carga dada
por um vetor zemi-unitério T ne forme R = R¥. Para a estaca i, se-
je Ai e férge edmissfvel de compressio, Ag é forga edmissfivel de
traggo. Se tédes as férgas normeis Ni obtidag eativerem emtre os
limites

AT N. < A,
i i i
a carge R serd edmissfvel.

Designaremos por BA o valor limite de R para o qual, em u-
me ou meis estaces, serd atingido o Limite A' cu A. Pela imspecgéo
dos valores Ni encontredeos, echa-se a esteca cuje férge mormal
mais se eproxime do limite, estece que designaremes com o fmdice

m, Temos:
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= v L)
RA =R Am/Nm ou - R Am/Nm, conforme o caso

By

— - >
Substituinde Nﬁ por Rx fm = R rx fm’ obtemos:

A Aé
m -
Ry= =7 ou T FxT
m i
A carga admissivel B.A depende, como é Sbvio, de sua posi-

¢80 expressa pelo vetor semi-unitdrio T. No case geral, RA é uma
func¢do de 5 varidveis de acérde com os 5 pardmetros de que depen—
de T. Esta fungao nac é continua. 0 espago 5—-dimensional & divi -
dido em certas zonas, nas quais sempre uma estaca especifica é
responsdvel pelo valor RA' Noz limites das zonas hd discontinui-
dade, mas (provévelmente) pae haverd saltos do valor RA‘

Antes de prosseguir néste texto, convém estudar o primei-
ro exemplo numérico do capftnio 6, até & determinag@o das férgas
nas estacas. A maior parte deos exemplos déste trabalho estd reuni
da mnésse capifulo para facilitar o seu use como modélos de cédlcu-
lo.

3. MUDANCA DO SISTEMA DE COORDENADAS
3.1. Introducdo

Aplicaremos & mudanga do sistema de coordenadas para sim-—
plificar o célculo dos estaqueamentos préticos, que j& sac mais
simples pele existéncie de simetria ou por outroz motives. 0 fato
de que s trensformacoes de coordenmadas serao sempre casos parti-
culares nde nos liberta de necessidade de estudar a teoria geral
de transformegao, porgue =6 este permite as comclusdes necessd -
ries.

Como o cdlculo metricial ainda nao genhou ne literatura
técnica a difusac que merece, julgamos conveniente dar agui algu-
mas explicagoes prévies. Na realidade, g6 precisaremos de alguns
elementos déste cdlcule, que pode ser interpretado come uma "no-
tagdo tagquigréfica® de sistemas de equagoes.

Além do expoente -1 para a matriz reciproca j4 explicads,
necessitaremos de indicagao da matriz transposta, gue resulte da
permuta de lugar dos elementos que ocupem dois a dois uma posigae

simétrica em relagao 3 diasgomal principal. Usaremos o expoente tr
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como notagio. Pare metrizes simétricas, como S, por exemplo, temos

Resulta logo da interpretagdc dos elementos dume matriz
como coeficientes de equacgoes lineares que a reciprece dume trema-

posta é igual & transposta dea reciproca:
4 -4 P
(Y - (st a5 L. (20)

porgue a ordem das respectivas equagses pode ser invertide.

ks v8zes um veior sofre duas transformagces comsecutivas,
dadas pelas matrizes A e B, de forma que o vetor obtide BV seré
novemente tramsformads para A{B¥). Substituindo-se ez matrizes A

e B por ume dnica C gue faga e mesme operageo:

. — —
Cv=A4ABvw

teremos definido ¢ produto de duas matrizes C = A B. Verifica-se
a regra ensinsda pa 4lgebra matricial pare formar os elememtos de
C interpretando tziz slementos como coeficientes de equagoes line—
ares. Eszta regre diz gue ¢ elemento Cgh da linha g e da coluna h &
obtide como soma dos produtos des elementos da linha g de matriz A

pelos elementos da columa h de matriz B:

cgh = Anglh + Ag?_ By, + Ag3 By ¥eee o s .(21)

Calculando segunde esta definigdo o produte duma matriz S
pela sua reciproca S™7, resulte 2 "metriz unitérie”, com 1 na dia=—

gonal principel, e 0 parzs todos o3 outros elementos.

1000 8 0
© 100 0 0
s 5. Sgh” “ ﬂgh“ o o1 0 00
00 01 0 0
0000 1 0
6 6 0 0 0 1

Tal célculo, que pode ser interpretado como verificaggo
des valores lggh, motivou a crieg¢@o da palevre "matriz reciproca”.

(Encontra-se. &s vézes, o nome "matriz conjugeda", néo recomendd-
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vel para para evitar confusdo com a transposta).
A multiplicagdo matricial ¢é associative (nd@o hd necessida-

~ . ~ . ~ . A
de de paréntesis ne expresseo A B ¥), mas n8o & comutativa

(A B+ BA). Sé6a multiplicaggo de uma wmetriz simétrica por um ve—
tor é comutativa. Existe uma propriedade na &lgebra das metrizes
que desempenhe papel anédloge ao da lei comutative da dlgebra co-
mum. Esta propriedade é gque a transposta dum produto é o produte
dos fatores treanspostos na ordem comutada:

de C = A Bresulta ¥ =BY AY™ . ... ... (22

Nos casos particulares encontraremos sempre matrizes S cem
vérics elementos nulos. Para evidenciar a simplificag@o do cdlculo,
convém dispor as limhas e as colunas de matriz de osutra meneira,
juntendo as equagoes dependentes entre si. Por exemplo, e matriz
com Sxy = § = be = ch =8 =8 =38 = sac = 0 pode ser re-—

xz ya za ab
presentada do modo seguinte:

;1 o o4y
1 |o oin
1 |o olw

[
[
H

NIIIIOOO

o & o8 9P M
e

o o o ol 1 lu

o o o ol N1 e

De fato, trata-se de dois sistemas de equagSes independentes emtre
si. Diz-se que a matriz & separével segunde as limhas tracejadas
em duas sub-matrizes. S6 encontraremos seperagces em sub-metrizes
quedradas,

Usaremos uma propriedade evidente de multiplicag@o de me-
trizes separdveis. Sejam A e B duas matrizes separédveis segundo as
mesmes linhas e colunas. Seguindo a regre da multiplicagao metrici
al, resultam evidentemente nos quarteirces com elementos nulcs no-
vemente elementos nulos, e nos outres quarteirsces elementos forma-

dos pela multiplicagao des sub-matrizes; simbdlicemente:
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wpo ali oo ledli o f| [ Hamdll o __
i :Hmﬁﬂ o el o il avml]

Para a clareza do formuléric, é muito importante que se

enconire ume notachoc conveniente. No cdlcule temsorial usa-se a
convengdo de dar & letre seguinte do alfabete a todo valor itrans—
formado. Este modelidade seria bem possivel no nosso casce, deade

que cheméasemos o8 eixos x, y, Z, a, b, ¢, de Xys Xgy Igseee X e

6’
ne sisteme transformede de Yy» Tgs Fgseee Ygo Apesdr des ventagens
légicas, nao usaremos tal motagic, contréria ao eepirite do enge-
nheiro, que costums fazer ume associagao direte entre a letrz e o
significedo respective. Por exemplo, anotando—se a rigidez &s vé-
zes com S, 35 vézes com T, ou com U, complicar-se-ia & compreensaoc

Usaremos 2 seguinte comvengao: todc valor transformade re-
cebe um apéstrofo. Por exemplo, o vetor da estaca no sistema X,
Yy eee €, é'g'(px, P_s eos pc), e ne sistema tranaformedoc passa a
ser'g}(p;, Pl, «se p;), Uma segunde “ransformagao serd indicade
por dois apdatrofos. Outras notagoes serso explicadas no texto.

0 primeirc pesso ne teoria da transformagao de coordena—
das é ume decepgao, pois ¢ somhe de todo calculiste ~ obter uma

cc
nal principal (equagdes independentes) — ngc é realizével no casa

matriz com elementcs mac nulos Sxx’ Syy’ seo S apenas na diago—

geral. Vimos que os 21 coeficientes'sgh sée reduzidos a 15 pard—
metros inde~emdentes, por certas relagres entre &les. A4 "matriz
ideal" teria apemas 6 c~eficientes transfrnrmedos. Para tormar nu-
los agquéleg que sobrem, em nimero de I5 -~ 6 = 9, precisariamos
disper de 9 pardmetros fixadores de mova posi¢ao do sistema des
coordenadas. Ne realidade, 86 temos 8, de acérde com os 6 graus de
liberdade d< movimenie no espago.‘

3.2. Tensor de transformacgdo

0 problema da transformagao apresenta—-se do modo seguinte:
para eixos X, ¥, Z, com origem 0 arbitrariamente escolhida, foram
determinados os vetores~§ das estacas, o vetor R de carga, € & ma-
iriz de rigidez S; procura-se, para outro sisteme x', y', z', com
a origem 0%, o8 respectivos vanres'ﬁ',_ﬁ', St.

Poder-se—ia, nsturalmente, recomeg:r o cé€lculo, cobtendo—se
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os valores desejedos no mnovo sistema. De fato é Este, &s vézes, o
caminho indicedo de cé&lculo, mas, em geral, uma transformaggo dos
valores P, B, S em °, R', S', é mais simples. (uento ac vetor do
movimento eléstico ¥, precisar—se-& normelmente de retransforme —
cio de ¥v' em ¥,

A posicao do novo sistema das coordenades em relagao ao
antigo ou vice~versa pode ser dada pelas coordenades respectivas
da origem e pelos cosenos diretores dos eixos dum sistema no outro
Em principio usaremos outros perémetros fixedores da posicdo rela-—
tiva dos dois sistemas. Para fixar o eixo x (antigo) em relagéo ao
novo sistema, imaginemos eplicade uma férge unitéria na direcdo do
eixo x, e determinemos as 6 componentes no novo sisteme do vetor
;5 como se fosse €ste eixo o de uma estaca. Procedendo da mesma
forme com y e Z, obteremos 18 pardmetros (neturalmente n&c indepen
dentes) da posigao relative,

Notagses:

1) Origem.

Coordenadas da origem D' (nova) no sisteme antigo: X5 Tgo 240
Coorderadas de origem 0 (antige) nec sistema novo : x;, y;, z;.

2) Cosenos diretores.

Letra q com dois indices, significando o primeiro o novo eixo, o

segundo o antigo; por exemplo:

qyz é o coseno do dngulo entre as diregoes dos eizos y' e z,
Desta forma, os vetores %, y, 2, como estacas ficticias,

terdc, counforme (6), no movo sistema x', y', z®, as componentes:

Vetor X Vetor 7 Vetor z
x! Ixx Iy %z
7' Gy vy yz
z! 9zx G2y 922
at Gax ~ o zx_zoqyx qay = yoqzy o yy Gz = To%zz™ ;qyzf"(ga)
bf Qpx = zoqxx‘xoqzx qby = z;qu—x;qzy qbz = zsqxz_x;qzz‘
et ex = xaqyx~y;qxx ey ~ x;qyy—y;qu ez = x;qyz_yaqxz
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Pare traensformar um vetor de movimento eldstico do movo pa-

ra o antige sistema, precisemos lembrar-nos da eguagfo (8) pare o

encurtamentoc dumé estaca resultente de um movimento dado por seu
-

vetor. 0 "encurtemento de estacae x" & a comporente de v procurada

P ~ . - g
na diregac x; proveniente de um movimente v°; portanto:

= ] 0 v e 4
¥x Ux'x * qyxv I2x"2 qa.x a " %x"p * %ex’e
= | v [}
vy + qyy 5 zy z + qayva + qbyv + qcyvc
= e t
Yz qxzvx M qyzvy ¥ qzzvz * %% * qbzvb MRS

A transformaggo das componentes gue exprimem o giro elédstice &
meis simples. Basta projeter as componentes do fespectivo vetor
s0bre os eiXos antigos, multiplicendo-se pelos cosenos diretores

correspondentea:

= e °
v& qxxva * qyx'b * qzxvé

= 0 9 [
ALY q Vo YA Vp o+ qzyvc

= v ?
v v + qyzv +9,.V

Passemos agora & transformagio de vetor da targs do anti-
go para o novo sistema. J& conbecemos o8 efeitos des férgas unité-
riag nas dﬁreggea des velhos eixos: sao0 &8 componentes dos vetores
%, ¥, Z,conforme (23). Além das forees R_, ay, R , temos os momen-
tos Ba’ Rh’ Rc, que se trensformam por multiplicag@b pelos cosemcs
diretores correspondentes. Esses momentos projetedos devem ser so—
mados com oz momentos produzidoz pelas férges Qx, E&, Rz 5 portan—
to:

¢ =
Rx qxxnx * quRy *+ qlszz
RY = R + R + R
y qyx x JY ¥ qyz z

¢ =
Rz qszx * qzyRy M qzsz

A = h

Ra - qaxR'x M qayﬁy * qasz qxxRa * quRb + qszc
7 = /

Rb quRx * qbyRy M qthz M qyxné * qyyab * qych
0 =

R qchx M qcyRy * Ryt AR, ¢ qzyn'b M

Neztes tremsformacoes intervém visivelmente uma matriz e
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Tensor de trensformagdo -2
sua transposte., Para e notagde "tequigrdfica” des eguaceces de

trensformagao, estabeleceremos o temsor de transformecac T, cem 2

matriz:
Gy Yy 9% 0 O <> o0oo0o
T, 9y O o 0 Sss000
x ¥y ¥ »© T 000
q q q 0 > > >
T = ZX zy 2Z = o o o IxI>in (2&,
q q q q q q vo® 93838 i
ex -'ay ‘&z XX Xy Xz cicia’.g-g_g_
E 8
%ex qcy Gz 9ax qzy 9z
Ne segunde redacao simbélica de T, usames x, ;ﬂ Z, para os veto-

res 6-dimensionais conforme (23), ¥, ¥, z, pare os vetores tri-di-
mensionais, com 03 cosencs diretores como componeantes. Com o em—
prége de T, cobtemos as seguintes expressoes pare & transformageo:

B =TH e g L] s e e e e e s . (25)

Como casos particuleres da transformacae de coordenadas,

temos e rotegdo e a translacso de sistema. A rotegée, ne qual &

origem ¢ mantida, & caracterizada pelo fato de serem nulas tddes
— > - . )
ag componenies dos vetores X, y, z que exprimem momentos; portan-—

te, o temsor de rotagio tem a matriz

Qex qu %z 0
Yr Gy & O °
q Q 1 0 0 0
T(ret) = ZX zy zZZ A 1)
0 0 s x qu Oy
000 ey Ay 9y
0 0 0 9x qzy 9z

4 matriz T(rot) néo ¢ simétrica (por exemplo, q__ # qyx)’ mes go-
ze de propriedade: T{rot) = T(rnt)tr, ¢ que resulte do signifi-
cado dos comsenos diretores.

Ne tremslagéc, o paralelismo dos eixos implice valor 1
pars os cosenos diretores com indices igueis e valor 0 parae equé-
les com indices diferentes. Convém substituir diretamente as co-

ordenadas relatives das origens, que s20, néste ceso de transla-
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¢ao, iguais em valor absoluto e de sinal oposto:

X = —x% 3 = -yl = 7z = —z!
o o’ Yo Yo 3 o 0

Ponde nulos os respectivos cosenos diretores, temos:

= = -z! = = vl = ~
Sax 0 qay %o %o Y9z = 7, Yo
='=—~ = =—.=
Upx %o %o qby e %o %o
= ! = = x! = — =
Qex Yo = %5 qcy o %o ez 0

e o matriz do temsor de transglagaoc é:

1 0 0 ¢ 0 ¢ 1 0 0 ¢ O
v 1 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 O
T{transl.) = 0 0 1 0 0 off O 0 1 0 0 0 ..(27)
gt 0 -
0 z, Y, 1 0 ¢ 0 +Z 7, i1 0 O
+z' 0 -x' ¢ 1 0 -z 0 +x 0 1 0
o o o

- e -

Yo tXg 4] 0 0 1 +¥, =X, 0 0 J0 1

Procuremos agora o processo para & transformegac da rigi~
— ~
dez S. Temos., segundo (10a), R = S'?; 2 procuramos & relacao ané-
- -
loga R' = S' %', As equagoes (25) fornecem:

Bt H-TST-Ts TS

T e e e .. (28)

;s donde:

St =T

u

é a relagdo que transforma & rigidez.
Pera transformar a reciproca da rigidez, partimos de:
R =S ou o= sTIT
T -1 ot s o ' 57 R - S 'Ridonde:
s 1T s e e e (29)

Tédas as tranafsrmagces mo sentidc imverso exigem s deter—
minagéo da matriz reciproca de T, o que s6 & simples nc caso de
rotaggo.

0 vetor da estace e o vetor de influéncia treansformem—se

come ¢ vetor da carga € o veter do movimenio, respectivamente.
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Férmules de transformaceo

Vetores de 18 espécie ida: voltis:
—)' —_— —— _4—%
carga R* = TR R =T R
vetor de estaca B =TT T =113
Vetores da 22 espécie . ir _ r >_ (30)
movimento eldatico v! =T v v =T vt
= - t
vetor de infludncia #' =T FF T =1
- - tr —4 oy p—tr
Matriz de rigidez S* =TS T S =T st T
sl st gl gt T J

3.3. Direcbes principais, eixos centrais e eldsticos

Estudemos as possibilidades de simplificar a matriz de ri-
gidez S por uma rotagac do sistema. Por uma escolhe apropriada das
diregaes doz novos eixos, podemos tentar obter rulos os coeficien-—
tes transformados S;y, st , S;z, e fim de que & matriz nova seja

yz
da forma:

= .0 - - -
0 = - - -
¢ 0 = - - -

St =

Supondo, por enﬁuanto, que existam tais posigses dos eixos
chamadas direcoes principais do deslocamento, podemos tirar certas
conclusces que facilitarao & procura delas:

1. Um deslocamento eldstico numa das diregoes principais
provecard como reagio uma férge da mesme diregao (a posicic desta
férga resulta dos coeficientes naoc nules de colume correspondente
de S).

2, Substituindo o estaqueamento real por outro, chamado
"reduzido”, obtido pele transferéncia paralela de tddas as estacas
& origem, as diregoes principais de deslocamento nao se alteram
porgue a direggo da reagao resultante dum certo deslocemento para-

lelo sé depende da diregzo des estacas.
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Sendo assim, na procura das diregoes principais de deslo—
camento, teremos de consziderar apenas o estagueaments reduzido a

origem, com & matriz de rigidez:

S S S

X xy 32
S = S S S
X352 Xy J¥ ¥z

S S S

xz yz @ zz

Quando ume meiriz contiver sdmente ume parte das 6 linhas
e colunas, useremos s notagao de fndices ma letrs S. Esases indi~
ces devem ger separados por virgules pare que se nao faga confu-

gao com o resgpectivo coeficiente de rigidez; assim, por exemplo:

S__ s
s, _ = = ¥

Xy s s
Xy 3y

Procuramoz uma direggo priscipal, expressa pelo vetor uni-
tério q (qx, qy 9, ), que gozas da seguinte propriedcde: uma Idrga
EXRi, By, R ) ne diregac q provocaré um deslocamento na mesma dire-
ggo. Demlgnaremos per & o valorimddule) desta férga correspondente
a um deslecamento anitério ¥ = G

Entre R ¢ v, hi a relagao

R= Sx,y’z = H

portento, a propriedade mencionads pode ser expresse por:

qg=35 Q.
Ga ;552 4
Desenvolvendo esta equagao vetoriel Sx ¥,z Q@ -G7gq=0, resulta:
3J 9
(sxx -G )q_x + sxyqy + S ,q, =0
S + {58 -G + s =90 , .31
%t - la 2% (31)
S, Oy + Syzqy + (s - 6)«1z =0

Esses irés equagoes homogéneas para cs cosenos diretores Qs qy,
q,» 84 serao compativeis eptre si guendo for nule o determinante

doz coeficientes:
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sxx -6 sxy sxz
S S -6 S = Q
xy ho s yz
sz syz Szz 4

Desenvolvendo o determinante, resulta:

3 2
GY - 115 + 16 -1, =0 3
onde :1’ 12,'13 sa0 08 invariantes da metriz Sx,y’z
I =S _+8S__+8
1 X Yy ZZ
I =S S +S S +85 S -52 -2 _g2 peo.o (32
2 XX ¥y Yy 2zZ ZZ XX xy yz zx
S S S
XX Xy X2
I, = S S
3 |’y vy Ty=
xz Syz ZZ ]

As trés solugoes para & dea equagac clibica (32) sdoc os valores de

férga que produz deslocamento unitério ma sua diregao, isto &, es—

sas solugoes s@o os coeficientes procuredos S!_, S! , S! de ma-
xx’ “yy’ Tzz

triz trensformade. Cade um désses valores substituides nas egua-

¢oes (31) formece, junto com & equagao

+ qi = ]

2 2
Qa ot qy
3 cosencs diretores. Suprimimos & prove .de que as 3 diregces assim
encontrades sdo normeis entre si. Designando
as componentes de g correspondentes & S;x por gq_., qu, 9,

Yt byy Y5z
" L 113 111 n " S;z " qzx’ qz

1] " " " " LU L

y’ 92

temos o8 elementos pare estabelecer a matriz T{rot) conforme (26),
que fornece oz elementos restantes de metriz transformadea S°' por
meio de

S' =T s T,

A primeire parte déste cdlculo, que é a tranaformagac de

matriz_Sx ; & encontrada andlogemente em védrias outras aplice-

3792 .
goes fisgicas. Podemos mesmo aproveitaer es férmulas j& estabeleci-

das pare os cosenos diretores, Resolvida a -equagso cidbica (32),
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*®
calculem-—se ) 9 valeres suxilisres {g = x, y, z):
c _=(s._-s')(s -sv)-38°
gx ¥y gg zz ge gz
= - ¢ - L2 - a3
ng (sxx sgg) (szz sgg) s, e o o o o(383)
C =(s_-s")(s_-s')-~8°
gz X g8 a4 g2 Xy
e os cosenos diretcres sdo (g, b, = x, 7, 2):

C
2 oh
Yy T TC 5 oo« o o{34)
gx | gy = ez

Oz sinais déssez valeres resultem da iunspecgio des eguagoes (31),
Este dedugZo poderia ter side feita sem recorrer eo esta-
‘queemento “"reduzide", com tddas aas estacas trensferidas & origem.
0 feto de 2 Qarﬁe S;’y’z de matriz trensformeda depender apenas
da direggo des eastacas e nao das sues posigaes resulta da prépris
multiplicagéo matricial, com a matriz T(rot) segundo (26). Imagi-
nemos az matrizes T(r@t) e S geparadas em 4 partes anotadas do
seguinte modo:
[§1 i o g [SJA ; [SJg
T = T{rot) = }|l-==- I— e S = SR

0 3 i It '
L] (s [s],
Aplicendo & regrs ds muitiplicacédo matricial, resulta:

[a]ls], [a][s];|

TS = —_ e e e

[T [1fs],|
o |EIBL I sl [

[ e,

iesto &, me trenaformagio por rotagie da primeira parte S, .
SS9

= [S]ﬂ, intervém sdmente oz coeficientes desta parte, e nao os

f
t
!
t
I
i

des outras partes [S:_!2 e [5]3 o

0 mesmo acontece com a dltime parte S = lS] de
a,b,ec 3

*) T. van LANGENDONCK, Resisténcia, 2° vel., Tepsoes, Rio,1956,
pégz. 38.
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matriz. Isto permite ums conclugsao interessante sobre as proprie—
dades eldstices do estaqueamento. Procuramos uma rotacaoc do siste~

ma gque torne S, =S =8 =0, com ¢ que se obtém a meiriz:
ab ac be

St =
- -~ - = 0 0
- = - 0 = 0
-~ - 0 0 =

Baste para &ste fim aplicar as equagoes (31), (32), (33} = (54j,
gubstituindo x, y, 2z, por a, b, c. Para reconhecer as propriedades
dos novos eixos, imeginemos gue o ezlegueamento execute wr giro

em torno de um dos eixos, por exemple um movimento eléstice c¢om e
Unice componente T, " 1. A carge correspondente a &ste giro contém
86 as componentes Hk’ Ry, Rz, Rh’ sendo Rb = Rc = § por serem nu—
los o8 valores Sab e Sasn Tal cerga pode, portento, ser represen-
tade por duas forges, ume das quais aplicede nc eixo x, e a outre
num pleno normel & &ste eixo. Chemaremos as diregoes d&sses eixos

nevos de direcoes principais de giro.

Bem meis simples torna-se o assunto guando um dos eixos o-
riginais j& for-colocado numa diregso principal, determinada, por
exemplo, por simetria. Suponhamos gue umsa das diregSes principais
do deslocemento seje a diregEo do eixo z. Trata-se, entga, de uma
rotagac do sistema em térno de z. O vetor unitdrio que indics as
outras diregoes principais é agora bi-dimenszional, com as compo—

nentes q, e qy. En vez das equagoes (21), temos:

(Sn-\'(r))qx + Sxy qy = 0

va q_ + (syy-ef) .= 0

e s o o s s o {35)

Dessas equ&gae& resulta o Engulo}p de rotmggo do sistema (figog),
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3
Y
e et
y N
4 I
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./_:.—"Sp
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I
)
X' X
Fig. 9 - Rotagdo em térno de uma diregdo principal

com q_ = cos @ 5 qy-: sen ¢

-G
=tgp = - < —— (de 1° das (35)

xy

ele
M
{7/]

9. 5 -G
—= = cotg ¥ = - -slf.—(da 28 das (35)
¥ xy
2 vém:
Com tg 24 = cote g — e p 5
2s
tgejﬂ:—s————_-%—‘ .--..a(36)
= ¥y

Fazendo nulo o determinante dos coeficientes das equagoes

homogéneas (35), resulta a equagEo quadrédtica:

2 2
- (s +58 +S s _-5% -0
G = (S + S)G + S8 - S

j 'Y a g0 G, = S* =SS! :
cujas solugoes terao a motagao 1 sxx’ GFz Syy

S__+S S_-5§
v o XX ¥ ¢ \[(CEX__J7¥y2 42 (37)
S = ) - ( ) ) +Sxy e 60 o o

XX
yy

tudo em perfeita analogia com a teoria do estado planc das tensoes.
Quando se tratar das diregoes principais de giro, vaelem as
mesmas férmulas, desde que se substitue x, y, por &, b.
Supomos achadas as diregoes principais do deslocamento por

r@taggw do sistema. Egtudemos agora as possibilidades de simplifi-
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car ainda mais e matriz por umR segunda transfarma§€0, que seré,
naturalmente, uma tramslagio, para que se n2o percam as vantagens

j& obtidas pelas diregoes primcipeis. Temos de executar:
s" = T STt
com T = T(trans) conforme (27), e com S' resultante da rotagao:

S! & 0 St st St
XX ¢
0 S? 0 S 3° S?
¥y

sl S’l S‘ S} s'.‘
xa ya za as ab ac
S! S? S St St S

Pela duple multiplicagac metricial resultam alguns elemen—

tos iguais S;h’ outros diferentes S" . 0s valores déscses dltimos

~ gh.
sao dedos em férmulas separedas.

s* 0 0 Sr S sr
XX xa

0 s! 0 SN Sl S"

had ya yb yc
% pil ¥ [
s = 0 0 Szz Sz SZb azc

S! s" S" S'l s" Sl'
xa ya za aa ab ac
" ¢ H" 11 " "

be Syb Szb Sab Sbb Sb:

s" S" S! S" Sll S:l

xc yc 14 ac be ce

"o QY L e T . Qt "o Qe

be sxb %o Sxx be * 2 Sxx ]
S =8 + y' S? etc., com x" = -x'

xc xc o XX ° o
S = S 4+ z! St ¥" = -y!

yo ya o Yy o “o
S* = 8S!' - x' §° z" = —gz!

yc ye o ¥y o o
sn = S¢ - yu St & e (38)
za za o 2z

no - Qe ] ]
Szb szb % Szz

" = ? - tg?Qe 1] ] - ? Qe -— TIQe
sab Sab xoyoszz * zo(syb sxa)'+ xosza yoszb
1 = ¢ - Tt tQT. ] ? - 2 QY — Qe
Sbc sbc yOZOSxx + xo(szc Syb) * yosxb zosxc
St = §!' - x'z!ST 4 y’(S' - St ) + 28! - xSt
ca ca o 0 y¥ o' xa z¢ o yec o ya
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S = 8§' + yv2sl + 2“25' + 2(2'5' - y'S“')
aa aa o zz o ¥y o ya o za
2 2 :
[ - 1 9 ? 1 ] 19 L0180
Spy = Spp *+ zaTSL o+ xS o+ 2(xoszb zosxb) o o o o (39)
st =5t +xt®s_ 433+ oa(yrsr - xse)
cc cc o ¥Y. 0 XX ¢ XC o yc

-Evidentemente, nao & possivel obter uma separacac de ma-
triz em 6 submatrizes independentes. Em primeiro lugar, temos os
elementos Séh ngo alterados pela tremslag@o, gue jd estebelecem
ume relagao emtre x e &, y e b, z e ¢, Além disso, a seperagao em
S

3 submatrizes S S , ndo pode ser obtida porque nenhuma

xia’ ¥,b7 Tz,c
escolhe da posicaoc reletiva das origens, dada pelos 3 parédmetros
xé, y;, z;, pode tormar nulos os 9 valores (38).

AnulanBo os dois primeiros valores S;b = S;c = 0, resul-
tam y; e z; que determinem uma posiggo especial do eixo x". Para
reconhecer as propriedades déste eixo, imeginemos um deslocamento
com a tinice componente v; = 1. Como na primeira coluna de S" en—
contram—se agore 56 os deis coeficientes S = S' e S" , & carga

xx xx xe
correspondente a &ste deslocamento consigte, conforme (10), ape-
pas nume férga aplicaeda ne diregao do eixo x" e num momento atuen—
te num plano normal a &ase eixo. 0 mesmo raciocinio, mas com outra
escolha dos parimetros xg, ye, z;, fornece posigoes especiais deos

0
eixocs y" e z". Chamaremos tais eixos de eixos centrais do_desloca-

mento do estaqueamentc.

Estudo andlogo poderie ser feite para as diregoes princi-
pais de gire, encontrande—se 3 eixos centrais de giro. Pare sim-
plificer a terminologia, chamaremos os eixos centrais do desloca-

mento simplesmente de eixos centrais, e aquéles relatives ao gire

de eixos elédsticos.

Todo estaguesmento (e em geral, tode ligaggo elédstica em—
tre dois corpos rigidos) tem 3 eixos centrais e 3 eixos elésticos,
respectivamente normais entre si, mas nao se encontrande num ponto,

. central deslocemento na diregao
0 eixo

eléstico} tem & propriedade de wm{ giro em térno

do eixc provecar come reagac apenas uma £érge na direcao déle e
um momento aplicado num pleno normal & Esse eixo.

Encontra-se muitas vézes o casc particular, ocasiomado por
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simetrie ou outre motive, de um deslocamento na diregao principal
provocar epenas como reagic ume Idrg¢u ne direc@o do eixc central,
sem momento, e we giro em térno do eixo eldstico produzir sé mo-

mento como reacso, sem férgt. Chamamos Lois eixos de eixos puros.
¢ 3 ESAiXOS purol

ceatral . vme férga .
J eixo . uro tem & propriedade de ezindo
eldstico) P PTOX um momento | ©
no eixo . . .
~ . proveocar comoc movimento elédstico sé
em torno do eixo

{um deslocamento na direga
um giro em tdérne

o} do eixo.

¢ plano formedo por dois eixos cenirais puros encontrendo—
se num ponto é o Elano.central de estaqueamento: um carregamento
dado por férces contides néste planc provoca movimentos eldsticos
peralelos ao mesmo. Pelo pento de inlersegzo de dois eixos cen—
trais puros passe, normelmente 2o plenc, um dos eixos eldsticos,

Propriedades do centro eldstico:

1. Un carregamento dado por firgas contideas no plano cen~
tral e aplicadas no C.E. provoce como movimentc eldstico sdmente
deslocamento paralelo aquele pleno, sem giro.

2. Um carregamento dado por momentos atuentes ne planc
centrel provoca como movimento eldstico aperas giro em tdrmo do
C.E., paralelec ac plamec central.

No caso de um estagueamento simétrico em relagio a dois
planos, todos oe eixos centrais e eldsticos sao purcs, tendo-se,

geralmente, dois C.E. (figura 10).

l 7/
\\ . _/

. ~ . L.
.= CE| ™~ cixos eldsticos
eix0s centrals — . : =

\‘_/\' —_
— — \_\
— C.E[ —

—

{
erxo central e elastico

F1g.1CG - Caso particular da posigcdo dos eixos
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u. O ESTAQUEAMENTO NAO GERAL

U.j. Generalidades

As razoes de execuggo simples impSem, nos estaqueamentos
da prdtica; uma certa regularidade geométrica na disposiggo das
estacas. Teremos, assim, estaqueamentos que nao pertencem ao caso
mais geral possivel, e que permitem, por isso mesmo, certas sim—
plificagoes no cdlculo. Para tirar todos os proveitos simplifica-
dores, o sistema dos eixos deve ser colocado em certas posicoes
especiais (diregoes principeis, centros eldstices), gue resultam
parcialmente sem cdlculo, pele prépria disposicao das estacas,
parcialmente calculados.

Come critério de classificogdo dos estaqueamentos usarTemos
e matriz de rigidez, que indicard, como parte decisiva do cdlculo,
o nimero de equagoes & resolver. Quando esta matriz for referida a
eixos nas diregges principais, poderemos reconhecer os estaquea-—
mentos degenerados pelo fato de serem nulos um ou mais coeficien—
tes da diagonel principal. Indicamos com ésse nome os estagueamen—
tos gue resistem apenas a fdrgas em posigGes 2speciais. 0 estaguea
mento nac degenerado denomina-se completo,

Um motivo de degeneraggo pode ser um nimero menor do gue
6 estacas {simples), mes os casos mais frequentes sac causados pe-
le disposigic geométrice des estacas. PUr exemplo, nas fundagces
de edificios constituidas apenas por estacas verticais, o estequea
mento resiste sé a férges verticais. A definigac de degenereagho
pele matriz de rigidez determinada com estacas simples {articula-
das no tépo e ne ponta) refere-se, neturalmente, & &ste caso ide—
al. Na realidade, as fdrgas horizontais serso recebidas em parte
pelo engestemento das estacas, em parte pelo empuxo passive do
terrenc. Estes efeitos seraoc estudados mais tarde, com outras hi-
péteses ideais mais perto da realidade.

No case de um estaqueamento degenerado trabalhar em con-
juntc com outros corpos (terra, por exemplo), para resistir a foér-
¢as quaisquer, falaremos de "estaqueamento degenerado com apoics
adicionais". 0 estaqueamento completo também pode ter apoiocs adi-

cionais, intervindo em tal caso as propriedades eldsticas do es-—
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taqueamento como elementos de um célculo hiperestdtico.

Hé vérias modalidades de se user & teoria da transformagae
no cdlculo de estaguesmentos. A primeira fase consiste ne determi-
nagéo das componentés dos vetores p e dos coeficientes Sgh de ri-
gidez. Escolhida, em fungao de S, & posicdo mais favorével do sis-
tema dos eixos, segue-se:

a) 0 cdlculo é reimiciado (determinaggo dos vetores'E:etc)
evitando-se qualquer férmule de transformagfo.

b) Transformaggoiﬁ em-;', S em S'. As componentes de car-
ga_ﬁ', determinadas diretamente no novo sistema, servem pars solu—
cionar es equagoes de equilibrio e para a determinagao das férgas
nes estecas, usando p’.

¢) Transforme-se zdmente S em S'. Resolvidas as equagoes,
as componentes de ¥' obtidas serdo retransformades em v, e forne-
cerdo as férgas normais com o uso de p.

d) Transforma-se S em S', e determina-se s*~%, Este valor
serd retrensformado em S_i, que formece com facilidade as forgas
nas estacas, usando'ﬁ, ou determinando os vetores de influéncia.§t

Observe-se gue, em todas essas tranmformagses descrites,
aparecem 86 os tensogres T e Ttr, nae os reciprocos. Qual & modali-
dade recomendével, depende das circunstémcias de cads case parti-
cular,

De grande utilidade seré a propriedade da multiplicageo
de matrizes aeparéfeis. mencionnda na introdugae do cepitulo 3.
Quendo & matriz de transformegao T permitir e mesma separacdc gque
a matriz de rigidez S, poderemos efetuar o célculo S* = T S Ttr
apenas com ag respectivas submetrizes. No caso de estagueamentos
com matriz S separdvel, existe ume clesse de mudangas de sisteme
caracterizada pélo fato de ser T separével dea mesma meneira. Cha-
meremos teis mudengas de aparentadas. Ne procura de aimplific&gaes
do célculo, convém considerer apenag as trensformagGes aparentadas
pare que se ngo arrisque a perder & simplificaéio j& obtida pela

separabilidade de S,

Y.2. Estaqueamento simétrico a um plano

Coloquemos.os8 eixo8 x e y no plano de simetria, sendo x



- 40 - O estaqueamento ngo geral

vertical e dirigido pera beixo. Pe
la simetria, a toda estaca i cor-
responde wuma simétrica j, como mos

T,Z
!

tra & fig. 11 em plante baixa. Além

&

H
désses pares simétricos, também po- y
- LIS -
de baver estacas contidas no plano
de simetria (por exemplo, estaca k

da figura).

S

Ur movimento elédstico do
bloco paralelamente eo plano de si- Fig. 11 - Estacas simétricas
metria é caracterizado pelo vetor ao plano x/y
;?(vx, vy, 0, 0, O, vc). Tal movimento provocard férpas nas este-—
cas, cuja resultante, evidentemente, estd contida no plano de si-
metria, que é plano central, portanto. A carga correspondente a
ésse movimento seréd ) (Rx’ Ry’ 0, 0, 0, Rc). Concluimos que todo
coeficiente Sgh com um indice do grupo x, y, ¢, outro do grupo z,

a, b, serd nulo, sendo possivel a separaggo da matriz S em duas

submatrizes:
X, ¥ 2 b, c X,y ,¢
= | - —_ x =} - | -
x 0 0 - s
v _i=10 ol - 4 -] =1= X;¥,¢
S -2 glol=|-|=-10 -4 °c -l-1I=
a gi0{~{=(—-10 z,a.,b
b 0j0l~1-}1=10 z == i~-
¢ -1=-101010]= a -]l == = z,a8,b
b -] - =

A transformagéo aparentada déste tipo de estagqueamento se
rd aquela que nao altere a simplificacao jé obtida por simetria,
isto é, uma mudanca paralela ao planc x/y. Tal mudangs & dada pe-
las coordenades Xo0 Vo da nova origem 0' e pelo éngulo & de rota-
zfo, considerado positivo quando x' estiver contido entre x e y,
como se vé na fig. 12. Nesta figure também sao indicados, nas 2
nrojegges. os sentidos de giro positivo'(sistema destrorso), ne-

cessAvie nora estahelecer os sinais das componentes dos vetores
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F4 a2’
{
I
® 4 X
yl 01 xl
Fig.
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Y
(o] .
P~ ' Ko
o
A X
£ 5
X' ; Yo ;
sz’ z
s (o o
y' X'

17 - Mudanga paralele ao plano z/y

- - - —a~ nd -
semi-unitérios ¥ e ¥. Essas componentes, gue sao os elementos da

matriz de transformagac, resuliam diretamente de fig. 12:

vetor ¥
g .. = Cos 4
qyx = ~sen @
Uz =
9, = 0
Ypx ~ 0
Gex 7 To

P

A matriz de transformageo §

triz S, isto &, a mudanga &

cos¢y seny 0 Y
~3enf’ cosy O 0
0 0 1 0
T= 0 0 +y' ¢os
Te cs g
o - 0 ~x —seng
Yo X, 0 0

Treteremos primeiro

de simetria.

Temos de determinar

vetor ¥ vetor z
qzy = sen g 9, = Q
qyy = cos g qyz =30
Gy = 0 92z~
Yay ~ 0 9z 7 ¥
Uy = O Yz =Fo
ey = %o 9, = O

separdvel da

aparentada.
0 0 1
0 0

¢ 0
seng 0 1
cos 2 O

0 1

mesSms meneira gue a ma-

c28¢ seng 0O
~zcng? coag Ol g
X,¥sC
Yo X, 1
1 0 0
+y, cosg seny sz,a,b
X, —-sen¢y cos¥

de case de cargas aplicadas no plano

S* -1 s T

para poder escolher apro-—

priedamente os parémetras X 30,99 . Como exemplo, executaremos

em extenso uma des multiplicacoes metriciais, dando futuramente
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sempre sé o resultado. Por ser aparentada & trensformacac, o c&l—
culo se reduz &s submatrizes respectivas:
S
cosy semngy O vx Syyp ch

—-sen cos 0 S S S =
p cosy K5 Srv Sy
y -X 1 S S

o o xc ye cc
cos ¢ Sn+sen¢ Sxy+0 cos ¢ Sxy+ sen Syy+0
-sen@ S __ +cosy Sxy + 0 —-sen Sxy + cosy Syy +0
y S - x S_+8 v S - x S_+8

o X o xy xc o Xy 0 Yy yc¢

cos ch + sen? Syc +
-seny.sxC + cos~? Syc + 0
+

75 ch I Syc cc

0 produto desta matriz T S por

cosgy -seny y

’I‘t'r = sen & cos ¢ -xo fornece a matriz S' com os elementos:
0 0 1
S! =8 coszf + S sen%@ + 25 __sen g cos ¢
XX X N4 xy
; 2 2
S! =S _ sen + S __cos - 28 _sen cos . o (40
¥y =5 ¥ ¥y ¥ xy ¥ 2 (40)
2 2
2 — - — p—
Sl. =S, * Smyo + Syyxo + 2(ch)_o Sycxo sxyxoyo)

0Os valores de S! e S;’y, segundo as equagoes (37) e (40), sdo i —

dénticos, pare ¢ conforme (36).

S;y = —(Sxx - Syy)senjﬁ cos # + sxy(°°52,w - sen2% )
% _ -
S:. = (Sm{yO Sxyx0 + ch)cosy + (Sxyy0 Syyx + S )sen/(ﬁ
S* =(S.y -8 L ch)(—senp) + (s Yo Syyxo + Syc)cosﬁ

yc Xx” o Xy

Para tormar nulos os trés dltimos elementos, determinameos

o éngulo ¢Z que resulta de S;y = 0:

28
_ Xy ]
tg 29 = —g m— (vide(36)) e o o o(41)
XX Yy
S;C e S)!vc serdo nulos quando as expressoes entre paréntesis o fo-

rex. Isto fornece duas equagaes pora a determinaggo de X, e ¥,e
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Observe-se que a origem 0' assim determinada, que é o C.E.,corres—
ponde & um valor minimo do coeficiente Séc. De fato, fazendo nulas

as derivadas de Séc’ obtemos as mesmes condigoes pare X, € ¥,*

asgc

53, = 25 _x + 2(-syc -S yo) =0
'Dsgc
By, T 2ot S~ Sg¥) - 0

Dessa maneira, provédmos uma propriedade do C.E.: a rigidez contra
giro eldstico é minime em tdrno déste ponto.
As coordenadas de 0' = C.E. resultem como solugoes des

duas equagoes:

- S S8 +S S
XC XY yC XX
X = " 2
° S 8§ -8
xx"yy xy
e e e e e s e s e se . . (a2)
S 8 -s_S§
- ye xy  “xe“yy
° s s -s®
xx yy xy

Pela escolha de , X e y_ segundo essas equacoes, temos
0 g quag

a origem 0' mo centro elﬁstico,osendo x' e y' eixos centrais do
estaqueamento. 0 terceiro eixo z nao é eixo central, mas é eixo
elédstico.

Un carregamento que consista em forgas e momentos situa-~
dos no plano x/y e referidos ao C.E. serd expresso por
_ﬁ](R;,R§,0,0,0,Ré). Pela independéncia das equagoes de equilibrio,
obtemos diretamente as componentes do movimento eldstico:

vi= H;{/s}'cx 3 v§ = R}'r/s:;ry ;v = Ré/sc'c e o o o o (43)
A retransformagao désses valgres para o antigo sisteme serd efe—
ﬁuada pela matriz Ttr{
- ‘br.‘-f,

v ou:
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= v'cos ~ v'sen + v!
v vicos g y & I
vy = ‘vx'sen({; + v;cos(bo - véxo e 4 o o @ .(44)
v = v'
c C

Essas componentes do vetor ¥ pede mais sdo ao que 28 solu-—
¢oes das equagces de equilibrio no ;istema original T=-57.

Pela substituiggo dos valores encontrades em (44) nessas
equagoes,devem obter-se, portante, &s componentes da carge E no
. sistema original, o que fornece um conlrdle do cdlculo de traps-
formagdo. Ex muitos casos, a solugdo direta das equagtes, scum
transformacgéo ulguma, serd mais simples. A vantagem do transfor-
magao é permitir um menor grau de exatidde no célculo (régua em
vez de méquina de calcular).

As fﬁrgasVnorma'is nas estacas sao:

N, = s.'v
1 1 X

Py + Vypyi + vcpci) s e o o« o(45)
Também podemos. depris da determinagio do C.E. e das di-
regses x' e y', transformar ux componentes des estacas por me¢io de

> ¢

p'=TF ou:

p; = pxcos g + pysen(p

P = 3t < 6 o o o o e
py P se @ + pyco . {46)
[ -
Pe = Pe ¥ .37 7 PiRg
tendo-s:; diretament as fdrgas ras estacas:
R; R‘"r R(‘:
= - : v Y . e e e L(47
Np= s (g pp Py + i P) (47)
xx Yy cc

Este segundo processo s6 é recomenddvel quando houver vé-
rios cascvs de carre.amento, porque as transformagaes (46) devem
ser aplicadaé & toédas as estacas, enquento que as transformagges
(44) s@o efetuadas uma finica vez para cada caso de carregam-nto.

Quando os eixos X e ¥y j& forem escolhidos segundo as di-
regoes principais, teremos S__ = 0,8} =S_ ,S' =5__. Nésse ca-

Xy XX X" 37, ¥y

so, vem:
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"f%c/sw}m,.,w

To -ch/sxx
2 2 B
S' =8 ~-8°/s -58/s o e o e o e s o o (40a)
cc cc xc’ Txx ye' T3y
As Térmulas (44) e (46) simplificam~se também com cos p = 1,
sen ? = 0:
v_=v' +v'y 1
x : c’o (
v =v' ~ v'x 1 o © s 6 8 © o © o o ° o o @ \44a)
y c’o
v =v!
c c
Vo=
Py = Py ( )
Po= . c o o o o s o o o s o o (462
Py Py .
| S - -
Pe = Pc T PrY, T Py,

Passemos agora ao caso de cargas normais ac plano de sime—

irie -

Esta carge, juntamente com aquela contida mo plano x/y, é
suficiente pare representar, pela combinaggo delas, gqualgquer car~
regamento geral.

Para simplificar a matriz Sz convém colocar o novo

. 28,07

eixo z" no respectivo eixo central, para se obter ume separagao em

Sz e Sa . Podemos efetuar a respectiva transformagao, ou aplicar
1

diretamente as equagoes {38) e (39), com z, = 0. Por uma transla-

g¢ao dos eixos x e y no plano x/y, vém:

s' =S
zz zZ
2
woo o -
Saa - yoszz 2yosza + Saa
"o -
Sab N xoyoszz * xosza yoszb + Sab
2
" P
sbb - xoszz + 2xoszb + Sbb
S' = -yS _ +S
za 0" zz za
11" =
szb +xoszz * szb

Fezendo iguais a zero os dois dltimos valores, encontram—se oS pa—

rimetros que determinam o eixo central z":

X
o

Yo

-Szb/szz

S /s e o o © 0o o © o o v © ° ° ©° o @ (48)
za ZZ

it
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Com ésses valores, obtém—se muis simplesmente:

SH =s

2% zz |

S" =S _ -yS§

aa aa o za

| 1 .

Spy = Sep * %5, P 1))
B _ -

Sab - Sab Szaszb/szz

Se gquisermos separar completemente a matriz, podemos, co-
mo segundo pesso, efetuar ume rotagao em tdrno de z" de um dngulo
A . Acha-se 8ste éngulo, por ume dedugio andloge aos casos prece-

s i
dentes, de comndigao Sa% =0:

2 Sllb
tg2’y/=—————a——— --u....(50)
S*" - §v
aa bb

" " w o Qn
w saa + Sbb ;\/ Saa Shb)2 n
SW = P S 5 + SN . (51)

05 eixos x'! e yM assim determinados gozam da propriedade

de um memento, com seu vetor peralelo a um déles, provocar ape ~

- « . . . ] ~ . -
res giro em torno do eixo, isto &, x e 7" sao eixos eldsticos

do estaqueamentc, segundo e definigeo deda no § 3.3. 0 terceiro
eizo eldstico do nosso estequeamento em questac é o eixo z', re-

sultente da primeirea transformaggo para cargas Do planc x/y.

Com a metriz separada

S"I 0 0
zzZ~
0 g0
. -aa
—— i
0 -170 Sbb

- - -
e com & cargea Rm(0,0,RZ,R:,Rg,O), determinam—sge:

mo_ ptl woo, i pett oo, i gl W
Vz T Rz ’Szz i Ve Ra /,Saa 5V Rb / sbb °

A retransformagio do vetor de movimente pode ser feitp mum dnico

= tre
v=7"v

passo s usando
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- +X
Yo o
Ttr 0 cos —-3en ou:
Z,8,b "f/ Y
0 *en'\y COS'W
v_o= vl oy 4y i
z z Yo'a o b
= vt : - 14 54
Vo = Vo COSY vh seny e e e o . » (32)
= it il S
v, = Vi seny + v{f cosy

Resultam as férgas normais nas estacas:

N, = Si(vzpzi + VPt vbpbi) e s e . o (53)

4.3. Estaqueamentos planos

Indicaremos com éste nome os estaqueamentos com todos o
eixos das estacus contidos num plano, e mgueles yue se comportam
como se assim o fosse.

0 estequeamento plano degenerado por Szz = S&& = Sbb =0
poderia ter sideo tratado como csso particular do eStagueamento si-
métrico a um plano. hntretanto, como os estaguecumentos planos sao
comuns na prédtica, convém estudur & parte as possibilidades de sim
plificagao do cdlculo para aproveitar iuteiramente as particulari-
dades do caso.

E de supor gque os estaqueamentos com um plano de simetria,
carregudos néste plano, comportam—se como estaqueamentos planos.
Deduziremos primeiro a regra pela qual as estacas reais podem ser
substituidas por equivalentles ao planc de simetria.

Imaginemos um par de estacas simétricas que formam um do~

gule é com o plano de simetria. Este ''cavalete", considerado sé,

€ um estaqueamento degenerado, Pa- /ﬁ

ra um eixo x colocado na bissetriz,

temos o coeficiente Sxx de rigidez, /88"
que &, por definigao, e rigidez du z . \

z_ .
ma estace {iciicia colocada neste qo-SsK

vixo equivalente ao cavalete em pg'

plano de
stmetria

lagao ac movimento v . Com ,/ t

<t
X
—

Py = pxj = CO0S 6 , vem Sxx =

2 . .
= 2 s vous é . Pare podermos re- Fig. 13 - "Cavalete” simétrico
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transformar a férga resultante ne estace ficticia em férgas mas
estacas i e j, temos de imaginar o cavalete carregado com Rr. Re-

sulta:

! R s R
N, =N, = S)A sp_ = =S 3 cosg = E—-_X_B
i J xx x 2 & cos 6 cOS

Temos, poriante, a seguinte regra para transformer um estagueamen-—
to carregado no seu plano de simetria em estagueamento plano: to-
d~ estuta se d colocade ne sua projeggo sébre o planc de simetria,
multiplicandi~se, aoc mesmo tempo, a sua rigidez por coszé . Divi-
dindo a» lorgas obtides nas estacas projetadas por cos 6 , resul-—
tam as iorgas reais, (Ls'acas paralelas ao pleno de simetria, com
é = 0, siras, portento, simplesmente projetadas no plano, sem se
pieoccupar com multiplicaggo ou divisao).

Lome -:mos o estudo dos estaqueamentos plancs com o caso

purticular <de¢ e¢.taces paralelas. Cologuemos o eixo x paralelo as

estacas, coinc.dente com o"eixo de gravidade”, determinado pele

n
%
2 o7 =0 [~

Pra.ivcamente & origem & y 7 ¥
= / /\’\g\z \L

calculadea ¢e wtneira meis simples

P . )
por meio d:s distancias d medidas L/ 94 4|
na plaute Laixa, porque & propor-— / -
cionalidade /
yl = dicosO(x RX _)f? <xx

com coOS (Xx = cte,, permite tam - X I

bém escrever ﬁ;——~l———*

condiggo:

i

isid=0 §0 €0 'fb:omu)
i=1 )

0s Gricos elemento: mao
nulos da mairiz degenerada déste
estaqueani-ntoc resultam de By = 1 Fig. 14 - Estaqueamento plano
ep, =Y, e valem: com estacas paralelas
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g(/]
'Mb

L 2
S.¢ = ;é% S;¥; o o o o o . (54)

Para qualquer ponto mo eixo de gravidade escolhido como o—

rigem, valem ésses valores e resulta também ch = ;f% 8.5, = 0.
Podemos dizer que todo ponto do eixo de gravidade ; centro eldsti~
co, no sentido de um giro em térno de tal ponto produzir 56 momen—
to como reagao, A outra propriedade do C.E., de que téde férga por”
éle provoca 86 deslocamento paralelo, tem aqui um gentido especial
porque de "tédas as forg¢as" 85 sao permitidas as paralelas as es-
tacas, das quais a idnica gque pessa pelo C.E. estéd aplicada no eixo
de gravidade.

As férg¢as nas estacas serao:

RI Rc
Ny =S _*7S_ 7 )s:
. pro:9 cce

onde Rx é o forga parélela s estacas e Rc = nyR é o seu momento
em relagao & origem.

Ne meioria dos estaqueamentos planos encontrados na pré-
tica, o centro eléstico pode ser préviamente determinado por ra-~
ciccinios simples, baseados principalmente nas prépriedades do
caso especiel estudedo de estacas paralelas. Mostraremos os casos
que permitem tal cdiculo simplificado em forme de um quadro com
figuras seguidas de explicagoes necessdrias no texto.

Noa estagquesmentos plamos, usaremos & seguinte notagszo:

#

Xy ¥
x°,y’ = eixos centreis pelo C.E,

eixos arbitrédrios, mas sempre x vertical para baixoj

r. = distdncia da estaca i so C.E., positive quando ume trac¢ao
ne esteca, aplicade no bloco, produz giro positive (anti-
ge pc). Segundo a convengao feite ma dedugdo das equagdes
(6a), terfamos de usar a notagao r ;v mes suprimimos o in—

‘dice ¢ por ter agqui =6 uma espécie de velores r.



+

R
"

P

1)

gt g
|

M=
1,11
(1)
M(i)
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angulo que forma a estaca i com a vertical

o [t [t [ L u

o eixo X’

2 L. .
—2: s; T = momento de inércia (amtigo Scc)

componente vertical da carga
» horizontal "
momento da carga em relagio ao C.E.
= indices para grupos de estacas paralelas

"

polo de influgncia da estaca (i) (explicagio a seguir)
= momento da carga em relagio a (i).

CASOS PARTICULARES DE ESTAQUEAMENTOS PLANOS

1° caso: estacas aplicadas sé em duas retas = cavalete simples.

Fig. 15 - 1° Caso

C.E. na intersegio das estacas
S1» S9 = rigidez das estacas
s sen 2&(1 + 52 sen 20(2
tg 2 P e (55)
sy cos 20(1 + sy cos 20‘2
Nl _ -V sena2 + H cosa2
sen (K- . (56)
. Vv senﬁxl - H cosCi\'1
N2 =
sen (azl-az)
Cavalete simétrico com Cxl = sz = C¢.;
1 v H
N = ( ) I (56a)




Estaqueamentos planos - 51 -

2° caso: uma estaca numa diregio e outras numa segunda diregéo.
C.E. na intersegao do eixo da esta-
ca isolada com o eixo de gravidade

do grupo.

Direcdes principais conforme (55),

substituindo-se sy pelo valer
n

S1I =Z 55
1=2

n

- 2
J = E‘ STy

1=2

Estaca 1: segundo (56)

Estacas do grupo Fig.15a - 2° Caso
.1 Vsen®, - H cosex M T
Ni = Si 4 > + x o e e e . (57)
11 sen( ¢ ~ &, ) J
3° caso: estacas em duas diregbes.
Notagio:
Grupo I: estacas 1 . .c . .i com OL_ .
I o H

k4 II: " Jj . .k . .n com CKII

C.E. na intersegio dos eixos dos grupos

direcies principais conforme (55) subs-

tituvindo-se S| e S pelos valores

1 . . n
T2 S;1= 2%k
1 i T oty
n . . )
J = s r? Fig.15b - 3° Caso
l )
1 -~V sen oL + H cos X Mr ]
II II c
grupo I: NC = SC » - ¥
L St sen(CKI - cxII) I
_ 5. - -(58)
) 1 “V sen OLI - H COS“I M ]_-k-w
grupo II:N} = s . + —
s sen(0O{; - ¢ J
L A N i & |
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42 caso: estacas aplicedes em 3 retas

N LM

Fig.16 - 4° Caso

C.E. contido mo triédngulo formedo pelos eixos das estacas com
813 8g% 8= T8 3 T8
alide nao necessdrio no cdlculo dos N - pelas fdérmulas gereis do

o? FgSge Mais fécil é a determinagac do C.E.-

estaqueamento plano.
Polos de influédncia (1), (2), (3); raios de influéncia r(1) T(g)
r(3) (vide figura).

oy N=L(2-L N=L—4(—3-)—....-.(59)

1 r(l) 2 r(2) 3 !'(3)

onde M(l)’ 51(2), M(3) séo os momentos da carga em relagao aos po—
los (o sinal de Ni resulte de posig&o da carga).

Qutra soluggo: Decomposigao gréfice do R nas 3 diregoes segundo
CULMANN,

Caso particular: cevalete simétrico com & = -~ dy =& = 0, By = Sge

®2 2
Valor auxiliar 4 = rraradil
1 3 1
N 1 [ V cos X + H ]
1* 72 -
3 2 A+ cos20( sead
e e o s o o o(60)
N, ,___‘[_7.\__2
;\ + cos of
*) Para s = etc., C.E. = ponto LFYOINE do tridngulo com construgdo

stmples
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52 caso: estacas em 3 diregoes. l
C.E. pelas formulas gerais do \CE.
t A

estaqueamento plano (& contido

xos dos grupos).
/
Frequentemente encomtra-se o I /

caso particular representado Ljéé/glj ljk\\gxbj

na figura 17.

\

no triangulo formedo pelos ei- / ]
¥

No primeiro caso déste

formuldrio,"cavalete isostdti- Fig.17 - Estacas em 3 dire-
" A ¢oes - caso parti-
co”, temos um estagueemento i- cular.

sostdtico, que se resolve por simples decomposigao das férgas -
equagao (56). A determinagao da direg¢ao principal, segundo (55),
nao & necessdria néste caso, Tembém isostdtico & o 42 caso.

4 posicao do C.E. no 22 e no 32 caso resulta da proprie—
dade mencionada atréds pera o eixo de gravidade dum grupo de esta-
cas paralelas: todo ponto déste eixo pode ser considerado centro
eldstico do grupo.

No ceso geral de estaqueamento plano, determina~se o C.E.
por cdlculo. Uma estace é dada pelo seu &ngulo de cravagao X e
pela distdncia y do seu ponto de aplicaggo. Supomos para tédas as
estacas x = 0, isto &, que o eixo y esteja colocado na base, por
hipétese horizontal, do bloco, e também 8 = 1. (Para valores
8 diferentes,.precisamoa introduzi-los como fatores dentro das

somas). Assim, teremos:

2 - 2
Sn=2§osd bxcs-Zycosd
syy =5 sen® ot Syc =~ Yy senxcosX

: 2 2
Sxy = 3 senc(cos S.. = Sy eos T«

0 cdlculo désses valores & simplificado pela tabela gue

anexamos no fim do livro. 0s valores @ s Zgs T szo determinados

[+]
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pelas equagdes (4]1) e (42). O resto do cilculo é feito da mes-
ma maneira que nos estaqueamentos simétricos em relagao a um plano,
para “cargas aplicadas no plano de simetria”. Em vez de calcular
Séc pela férmula de transformagio (40), pode-se também medir no de-
senho as distincias r ao C.E., obtendo-se S;c por

PR _ 2
Scc =J= 2: r

Também é possivel uma determinagio grifica de 3] e S;y R
construindo-se o conhecido "circulo de MOHR", ou melhor, "circulo
de LAND-MOHR", partindo dos valores Sy Syy’ Sxy‘

No caso de poucas estacas é recomendavel recomegar o cil-

culo com os eixos x’, y', e 0° = C.E. Temos: S;x =E coszag
S;y =Y senzcll; J =3 r A fdrga numa estaca sera:
7 ’
COoS O ; sen&@c. r.
) i ,
N. =R +Ry = c e . . . (8]

¢ B * MA =

E: o 5201.;-_ Zif,enzotli' Zrz

Para poder estudar sistematicamente o efeito de cargas mé-

vels sdbre estaqueamentos planos, retomamos a teoria do vetor e do

eixo de influéncia, desenvolvida para estaqueamentos gerais. O ve-

tor de influéncia representa um movimento elistico resultante dum
deslocamento unitiric das segdes de corte duma estaca. Tal movi-
mento serj, no nosso caso, um movimento plano, e o seu polo ins-

tant&8neo é o ponto de intersegdo do eixo de influéncia com o plano

do estaqueamento. Chamaremos &sses polos de polos de influéncia.

O polo de influéncia da estaca k ser4 designado por (k). Em alguns
casos determinados o polo de influéncia é o C.E. do estaqueamento
que resta apés a retirada da estaca em questio.

J4 foi usado o polo de influ@ncia no"4° caso® do formuli-
rio, no qual temos a particularidade de o estaqueamento restante
ser cavalete 1sostitico. Néste caso particular, a férga numa es-
taca resulta do momento em relagio ao polo de influéncia respecti-
vo multiplicado por 1/r(k), como mostra o 4° caso (equilibrio de

momentos) .
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Discutiremos o caso geral do estaqueamento plano. Supomos de-
terminado o vetor de influéncia T; para a estaca k e procuramos
o polo de influéncia para esta estaca, Para o estaqueamento pla-
no &ste vetor representa um movimento plano, 1isto €, ¥L contém
s6 as componentes ka’fyk’fck . O polo instantfneo déste movi-
mento - que é o polo de influéncia - acha-se da seguinte forma:
sendo x,y; as coordenadas do polo proqgfado (k) e Wy o giro
em tdrno de (k), idéntico ao movimento fk, temos

f £
x, = __f& Yy = +_f.£k_ LWy = b E e (62)
ck ck

Para estacas que tém f ck = O o ponto (k) esti no infinito e o
movimento fk é uma translagio, cuja diregio faz o angulonfﬂ com o
eixo x, dado por

tg}p =_JQL
’ ka
Neste caso o polo de influéncia sé serve para consideragbes s8bre
a influénecia da diregio da carga. A prépria férga da estaca re-
sulta por

A figura 18 mostra um exemplo de estaqueamento com os polos de
influgncia determinados.

w(a) ll °.52 .52 L oo (3)

@ B
78 / \ 75

§5°|19

/ \

A

v C4em J,

==
» .
[

[

Fig. 18 - Estaqueamento plano com
polos de influéncia

Uma vez determinados, para tddas as estacas os polos de
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influéncia (k) e os coeficientes a)k, serd fdcil reconhecer a po-

si¢ao mais perigosa de carge mével, gac é aquela que origina mé—

ximo momento em relagao a (k). A forcu na estaca k serd:

N = u)k M(k)

¥.Y. Dois planos de simetria

e o o s s o o o o(83)

Nas fundegoes de pontes, encontram~se, muitas vézes, esta-

queementos simétricos em relaceo & dois planos. Um plano de sime-

-

tria é lomgitudinal & ponte, o outro transversal. Este tipo de es-—

tequesmento permite um cédlculo tem simples.

Se jam x/y e x/z os planos de simetrie; x é eixo cemtral, e

a matriz S pode ser separada em 4 submatrizes,

facilmente:

Y [+4

x a yi= -

] =] el -

z b

Conhecide esta situacgao, a metriz reciproca pode

como se verifica

ser obti-

da com facilidade, sem nenhuma transformacgo. Por solugao dos gru-—

pos das duas equagoes,vém:

. L . L )
/gxx Sxx /}aa Saa
/3 _ Scc /3 - Sbb
v - 52 zz. 2
Syyscc Syc Szzsbb Szh
S 2Z
= —T =
/3cc S L 82 /Bbb S 8. - S2
ce ye zz bb zb
P -Szc /3 - —Szb
yc - 2 bz - 2
Syyscc Syc Szzsbb szb)

S (64)

As equ&qaes (12) pere o cdlcule das componcntes elésticas

tém aqui o aspecto:
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Tx T xxRx Va T ﬁuaua

vy = ﬂnyy * ﬁycnc ' pzzﬂz * /37,:)Rb (653
P vy

Ve T ch_y * ccRc p T ﬂszz‘-* /'?bbRb

e as forgas nas estacas resultem da equaggo (13).

FEm muitos casos da prética, convém mao seguir éste caminho
de cdlculv, mas procurar os centros eldsticos e usar as transfor-—
magges, porque a posigao do C.E. em rel»a.gao a posiggo des cargas
aplicadas permiie uma conclusao sobre & possibilidede de melhcxrr

¢ "rendimento" do projetc. Chamamos de rendimento de projetc 2 re—

lagao entre o valor da carge mixima ¢ & soma das cepacidades d..
estacas (a concepggo do projeto dum estaqueamento serd tratade n:im
capitulo especial).

No caso normal de rigidez coastante 8 = 1 para tédas as es
tacas, e de base horizontal do bloco no plano x = 0, temos us se~

guintes componentes das estacas:

p, = cos P, = sen d(y cosw ~z senw) = r_sen o
py = sen X cosw P, = 2 cos A 66)
P, = sen & sen W P, = ¥ cos®
e os coeficientes de rigidez sso:
S._ = Zcoszlx S, =2 sen’et (y cosw - z senld)2=
xx aa
2 2 2 2
syy =5 sen"o¢ cos"ew =Zrasen @
syc = -3 y sencX cosX cosw Szz =Zsen20( sen2uJ
2 2
Sce =35 ycos'x S,y =3 2 sen&X cos sen(s
o 2 2
Spp = Zz 08 J

Na préiica, usam-se, muitas vézes, estaqueamentos que ccn-
tém sé estacas nos planos verticais paralelos aos planos x/vy e
x/z, isto &, estayueamentos para os quais @) sé possue os valores
W =0 ew = 902, Na redagao das férmulas pare éste caso simplifi-

cado, indicaremos com

{(67)
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s somatdérie que compreende tddds am estacas

ag estaces com w= 0

MMM

58 estecas verticeis s§ eparecem em » , e nG0 em » e-em H_ .

y z
Sxx = Zcoszd Sa.a = 'Zy zasenec{ + Zz yzsenzog
Syy = ?senad Szz = Ez aenzo{
Syc Z_Zy ¥ senol cosex S.p = zz z senc! coscX o« -(672)
Scc = E:yz cos%x Sbb = jizzcosax

y
Ezsas férmulas adaptam—se ac caso de rigidez veridvel, acrescentan
de—se o fator = dentro das somatdriasa,

a) Efeito da férga Rx'

Rx

N, = 5 Pai O (1)

b) Efeitc de férga R_ e do momento R .

Determina-se, conforme (42z), e posigao do primeire
C.E. = 0°:

? = e IR .
x! x| syc/syy e o s o o (69)
e, segundo (40&):
St =5 -s52/s ; s' =8 A € )
ce ce ye' ¥y ¥y vy

Temozs R = R_, e R trensforma—ze em:
y ¥ ¢

¢ =
R Rc-)-Ryy; o e« o« o (T1)

Quando, em vez de Ry e Rc, é dede ume férga horizontal H];

ne alture h] acime da bese, temosz:

! = E e T = | J— s @ a o o o
Ry H 3 Rl =H (xo 1‘1) (72)

As cowmponentes trensformedas des estacas sao:
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PL =P, 5 Bg =P, *P.X

y y yo
R Ré
N, = -IL-p + =5 P!
i Syy b4 Sc c

c) Efeito do momento Ra :

R,
=5
aa

d) Efeito da-férge R e do momento Rb'

e o o« (73)
o o o o (74)
e o o o (15)

Este cese & anflogo ac caso b), com & diferenge dos simeis

{compare Syc e S;b nes eguagoes (38)). Pare & origem

o = e =
* %5 * Szb/szz
= 2 -4 " =
sgb Sbb - Szb/szz ’ Szz Szz

Ry =Bg 5 By=Ry-xR

ou, pare ume carga H 2 ma alturs h:

2 2

LU= k4 m 7'-
Ry = Hy ; Rp = H, (x; - b))

P; = Py 3 Py = Py =~ Py%g
B o

z
N, = g + Py
i Szz z Sgb b

0" = C.E.,vém:

(76)
o s o o (T7)

e o o o (78)

e o o o (79)

e o o o (80)

e o o o (81)

Asm equagseg de (68) o (81) tém velidade geral para esta-

queamentos com dois planes de simetria; as equagSes de (66) =

(67a) s6 velem parea x = 0, ¢ s = 1 pera t5des e estacas.

¥.5. Estaqueamentos com um eixo de simetria

0 estaqueamento tretado no
§ enterior é simétrico em relagso
ae eixo ¥, Podem imaginar-se esta—
queementes simétricos com relag@o
ao eixo x, meg sem planqg de sime-
tria. 0 caracterfstico desta sime-

tria em relagso & um eixo & que,

além de uma eventual estaca cem - Fig. 19 - Estacas simétricas ao

tral, 86 hé peres simétrices de

eixo x
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estacas como i e j ne figura 19 .

0s movimentozs eldsticos vy & YV, Provecam como.reag¢oes 86—
mente ume foérge aplicada no eixo x e um momento num plenoc normal
e ¥, Isto significe que X, além de ser eixo central, com & comse-
quéneis S = §_ =S, =S =0, tembém & ‘eixo eléstico, de

xc

forme gue Sya = Sza = sab = Sac = 0, Restam &8 duaz submatrizes:

y z b e
X a ¥ B e e -
x = - z -~ a = e
= s H =
- . x,8 b - - - - FsZsb,Ca
c - - —-— =

Ume mudangs aparentede pars simplificer as metrizeas com—
sigstiria pume tramalec@o de xo,' e nume rotegac de { em térmo do
eixo x, cemnforme indica & figura 20,

T Yoo it

+ X
'y é i-/ & ;x' X!
Q X‘ Lo}

Fig. 20 - Mudange do sis:iewu
As componentes dos eixos entiges comoTestacas™ no sisteme nuvo s8o:
vetor X vetor ¥ vetor z
Iy = 1 Ly = 0 Uz = O
q_yxao qyy=+cesso qyzx-e-sensp

9, = 0 qzy = - sen @ q,, = +tcosQ
q&x:o qayo qaz=0

Gy = 0 qlby = 4 x; sen @ U, = -x‘; cos @
9y 0 qcy = + x; cos @ 9, = +x; sen(f
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A metriz de trensformagéo

1 0 Y 0 0 0

0 cos P sem @ 0 0 0

0 -—seng? cos g) 0 0 0
T 0 0 0 1 0 0

0 xésen(jp -x;cos ¢ 0 ces @ genﬂ

0 x;cogo x(‘)aeng: 0 -sen@  cosg)

é meparével em

cos 50 sen @ 0 0
-sen @@ cos P [} 0
1 0 . . .
T = x‘gsenp -x°cosy cos sen
Txa = ] 1 T y,z,b,c [+] ? ] ? ?

] 2 -
‘0‘:059’ xosengﬁ sen? cos

Na matriz S . 88 eguagoes neo podem ser separadas por
trensformagéo, perque & "matriz unitéria™ = T o de trensformagso
n8o influe ros coeficientes de S__ ne multiplicagée.

Pare simplificar S , procuramos as dire¢oes primci-

Y2,
pais por
2s .
tg2(}) = —S__:l;___ conforme (36},
Iy zz

obtendo—-se, essim, S;z = 0 na transformagdo. Por uma $reaslacio
conveniente, podemos obter os eixos centrais, mas a separeg@o com—

plete de mairiz S ngo & possivel.

Ysz,bsc
Nos casos prdticos, recomenda-se resoclver logo as 4 equa-

¢oes da segunde metriz, sem transformagéc nenhuma.

4.6. Estaqueamento com tddas as estacas paralelas

Este & ¢ ceso meis freguente de degemeragao. Pera I para-
lelo &s estacas (verticais, no caso usuzl), temos degemeragio por

S =8 =S =0, ficendo 86 a matriz
Yy zz aa
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X b c

b |- = -

K+ - - =

Colocando x mo eixo de gravidade do estaqueamento, temos:

b
0 0

&

1]
Qo o

Para separar completamente e matriz, fazemos uma rotagao

do sistema com

be
tg 2 = T
? Sbb Scc
obtendo—-ge: e o o o o (82)

. Spp * Sce + ( Spp ~ Scc)2 §2
bb = T 3 2 * Spe
ceC
com a matriz
xl

bt

¢!

Temos uma perfeita analogia com a tedris da distribuigao
das tensoes na flexao duma barra prismitica. Sxx desempenha o pa-—
pel da aree da segao, Sbb’ Scc dos momentos de inércia, e Sbc do

momento centrifugo.
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5. PROCESSOS ESPECIAIS DE C&LCULO DE ESTAQUEAMENTO

5.1. 0 método de estacas equivalentes

Nes estequeamentos com némero elevedo de estacas; & comsi-
deragao de cede ume nume tabele é trabalhesa. Poder-se~ies pemser
numa simplﬁfﬁca§§o do c&leculo, reuninds em grupos iddes ez esta—
cas gue gozam de certe ceracteristice geoméirica comum. Cade gru—
po isoledo forme um estaqueamento degenerado, com de%ermin&ggm fé-
cil gos coeficientes individesis S Be Transformende todes Esses
valores reletivos eaos sistemas individusis x, y, z, pere um siste-
me comum £, ¥°, 2%, ¢ zomando o8 efeié@&, obtém-ze & metriz comum
dos Séh' Feite o céflculo do movimemto eléstice deo sistema comum,
deve ser fote movimente retrensformado perea oz sistemes individu—
wais, & fim de se oblerem es férgas mas estecas.

A mecessidade dessas tr&m@f@rm&g@es pode por em perigo
téds & "simplificacdo™ obtide pele reunide em grupos des estacss.
Felizmente, existe uma possibilidade de se proceder - objetive de
§ presemte - pele guel essaes tremsformecoes sdo feitas guese sem
se gentir, k

Imeginemos um grupo formedo por wme rile retilinea de es—

tacas verticeis, Cologuemos o0 eixo x ze eizo de grevidade da file

l i
Ll Ll NHR SV LN
= = ey}

"
8 c
. =~ v
—_—— - o ----0ks0 © O @
= ya~t
! v [
b4 v ~Yn
1 1
Fig. 21 - Filc de ‘estacas verticais

de estaces, y no plano ds filaj; temos

2
Sxx ’25:5 3 gcc = E:s y
como Gnicos coeficientes de rigidez.

Determinemos trés estacas equivalentes A, B, C, 4 e C nas
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extremidades, B no centro de gravidade, com rigidez escolhida de

maneira que Sxx e Scc fiquem inalterados, isto &:

+ 8, + 8

fa B c” Sxx
2 2

8p7) Y 8Ty = scc

Pare menter ¢ centro de zravidade, deve ser:

2,73 + 8c¥p = 0

4p férgas nes estacas da fils depemdem do movimento elds—
tico do blbco, em que intervém sdmente &8 componenies Ve @ Vs

c
tendo-se naz estacas cxtremas 1 e m, conforme (13), es férgaa:

NI'- mﬂ('xpxl M vcpcl) = Bl('x +"c71)
Nn = am(vxpxn * vcpcn) = Mn(vx + vcyn)
Ag f3rges maz outras esiacas, vorreavcndentes a ume interpslagsc

lirnear emntre N, e Nn’ gerslmertc méo interessam.

1
Substituindo e filae pelas 3 estacas &, B, C, terfamos:
N, = @A(vx + vcyl) 3 N = ac(vx + vcym) ; portante:

N, 3 N = “Nc e - o o .{83)

Se a fila consistir em estacag inclinades, 86 muda & po-

aigga do sistems individual, com x no eixzo de gravidade, ¢ x/i

‘/\ t'\
R <)
o WD Y Qe
'’ d \‘l’ ’
2 ™~
+ dy { E 8 +dg
+ “1

Fig. 922 - Fila de estacas inclinadas

como plane dea file. A proporcionalidade entre as coordenadss y e
as disténcias medides na planta baixa permite eatabelecer eas con-
2igoes para 8,5 8p; 9 ; estes distdncias serao deaignaedes por d.
Podemos tomé-las com 0s seus valores absolutos; porque intervém a-
penas o8 quadrados. Com B no centro de grevidade, resultem as con-—

digoes :
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n

8y, + Bp + 8 = 2: 8
i=]

dis, ~d s, =0 i e s o o o(B84)
n

2 2 2

dysy + dpsc = % 4;8; j

As equagses (83) sao v4lides tembém pere e file de estecas imclima
das.

No caso meis frequente de uma file de estecas eguidisten—
tes, com rigidez comstante, o célculo & bem simples. Quendo n.for

uwn némere {mpar, uwa das estacas estd mo cemtro, e teremos:

£ L £
2 1 2
n:ﬁnpar LR O (b O] M GP
£ ‘ L [
n—-1 , n-—
n=par -~ 0O O ¥ (©) AR ®
L R |
T <£. 12
- 2(n-1) 1 L

Fig. 23 - Fila de estasas equidistantes

= T2 (S = N e .
s > d ¢ l) 'l + 2% + 3% +...¢ 5 ) ] 28, ( 5 ) Il

para n par, temos:

s =5 a® .a[——(——]£ ] ® 12 ¢ 32 4 52%. .0 ( 1)2] 2 (———1)2
cc Ol OO + +"f+ n - = 8, s

E curioso notar que resulte o mesmo 8, de ambas as equagaes:

. oo + 1)
C " 6(m -~ 1)

. 2n (n - 2)
Sg=m =~ 235, = 35.1-1)

Esses valores sso indicades me seguinte tabela:

&A“E

e o o o o{85)
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Nimero de esz- Rigidez des estacas equivalent;;_—
tecas na file
] 8, = 8¢ 8p
3 1,000 1,000
4 1,111 1,778
$ 1,250 2,500
& 1,400 3,200
7 1,558 3,889
8 1,714 4,871
9 1,875 5,250
10 2,037 3,926
11 2,200 8,600
12 2,364 7,273
13 2,528 7,944
14 2,892 8,815
13 2,857 9,288

No célculo prético basta, portento, svbstituwir, nz deter-

minagao dos coeficientee S de rigidez, a fila pelas 3 estacas

A, B, C, de rigidez indicagz na tabela. 4z componentes das este—
ces equivalentes A e C 23> as mesmas que as dam estaess 1 e n,
diferinde 88 & rigidez. Depois de determinermos, como de costmné,
as componentes do movimento eldstico pela solugae de -ﬁ’z s7,
obtemos as férgas normais N1 e Nn pelas equagoes (13), semdo

& = 1} no caso em guestao:

Nl =v.Py * 'ypyl toood VePey ¥ Hn = Vo Pry VootV P

As férgas normais nas estecas intermediérias da file m@c interes—
sem porque est@o contidas entre os extremos Nl e Nn' Eventualmente
podem cobter—se teis forges por simples interpolag@o linmear.

Encontram-ge, muitas vézes, files que pao siméiricas, com
rigidez 8 = 1 = constente, mes neo equidistentes. Néate cezo, em
vez de user a tabela, temos de calcular 5, = 8 e s segunde 2® e—
quagoez (84), que, para o caso de simetria, tém o aspecio meis sim

ples (dl =d = .ﬂ/a):
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n/2
2 2
B, = 8, = = ac 3 B, =0 = 2 8 o s o o o o (B4a)
A C y) g;ﬁ i’ B A

0 indice superior n/2 ne gometdéria indica que 6 ums metede de fi-
le gerd levada em comsideregaoc.

Az ventegens déste processo de estecas equivelentes s@o
notéveis quando hé um nimero grande de estacas numa fila., Poder—
se-ia estender o processo para grupes de files, files de cavele-
tes com estacas equivaelentes ep 2 plamos, etc., mes precisamos i
car atentos pare que a "@impiificagéo" do célcule nao figue meu~
trelizade por ume compliceg@o exagerada no menejamente des este-—

cas equivalemtes.,

5.2. Processos de iteracao

5.2.1. Iteracio do "excesso de carga”

0s estequeamentos usuecis, sempre simétricos ou reguleres
ne disposiggo das estecas, permitem um célculo direto reletivamen-—
te simples, e neo mecessitem de um processo de iterag&@, ficando
éste reservade acs estaqueementos gerais. Do ponto de vista prdti-
co, parece ser imGtil o desenvolvimento de um processo especial
nATE ©8 casos gersis, porque menhur engenheirc projetaré, sé por
arrogdncia, um estagueamento geral. Infelizmente, existe wm dés—
tes casos gerais Que, mesme com téda & bos vontade do projetiata,
péo pode ser evitado. E o ceso de forte variegdoe de profundidede
da camade firme, que amulé téda s simetria do estequeamento pela
distribuigae assimétrice da rigidez mes eatacag.

Todo processo de i&eraggo necessita duma salngéo aproxi-
mada como pento de pertids,.sclugao este cujo érro seréd eliminado
sucessivamente durante os "pasgsoes de i&eraggo". No estaqueamento
de disposicBo simétrica das estaces, mes com distribui¢lo assimé-
trica de rigidez, oferece~se o célculo com & supoaiggo s= constan—
te = 1 para tédas as estecas como solugao aproximede. Designeremos
os resultados déste célculo peleo fndige superior 0 nas letras res-
pectivas; por exemplo, N; pera a férge normel nma esteca i e S;h
pare o coeficiente de rigidez, Vejgmos o proveito que se pode ti-

rer de tel solugao aproximada.
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Entre as £drgas N nasz estacas ¢ oz compomentes de vetor v

do movimento eldstico, existem as relagoes:
ﬂ
El = .l(plx'x + plyvy fooot plc'c)
Ny = '2(p2x'x + Pp ¥y tesot pzcvc)
>- e ©o o .‘w)

N = 'n(pnx'x * PV teest pne'c)

cujo nfmero é igual ao némers n das eastacas., Introduzinde es valo~
res N°, ez-aq n @qua;Sem~paru as 6 incégnives Vo y? Tt Tar Ty oo
Vs esterao em contradigeo, ¢ uwma solugan aproximade segunde wm
ceritério de mfinimo érro representaric uma bos ecproximacas dos va—
lores realz des componentes de v. Tal aspeecto .do probleme convida-—
nos & cbandenar logo éste cémimho, porque em vez dume simplifice-
ggo,‘&pr@senta-&e uma complica¢io considerdvel do asbumto.

Entre a earga-ﬁ'e a8 firgas intermas ¥, existém cs 6 rela-
¢onns

n
R_=HNp, +¥p, + cco= E;% Nepo

° n > © o o (87)
By = NPy * Ngbgp + e = §1 BPyp

m -
B, = NPy * NgPgy + 000 = El BiPie

-

Esses relacoes sao satiofeites tento peios valores réais N como
pelos vealores aproximados "°,

Designeremoes o8 valores resultantez do primeiro passzo de
iterag@o por melo de wm irdice superier I, por exempio, vK e Ni °
0z velores das componentes de +! resuliza da solugao das equagaes
da matrizrso, introduzinde, por exemplo, = wmédia ariilmética ds ri-
gidez das esteacas:

g = —— (ml + 8

» oy + eeos ‘@'n)

2

Se, por exemplo, for az matriz s° completamente separdvel, teremos:
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vi = 3 H vI = ——Z;— s etce
s 8° 4 s S
m XX m yy

Com os velores reaisg 91, By see calculamos, conforme (86):

I I I
Nl = sl(plxvx + see + Plcvc)
e o o o o o(88)

:I I
N za(pnxvx+...+p v)

£ssas férgas Nl eso N sdc a solugdo exste do estagueamento em
questdo, mas nao carregado pela carga dade R e sim por ume carge
que € a resultante dos NI, tomada com sinal oposto. Aa componen—
tes de tal carge s@c 0s segundos membros das eqaagoes (86), subs~
tituindo os valores Ni o

A carga com as compomenties
I S
Rx = Rx - %Nipix

1 LR |
B =R_- > N,
b ¥ lp

T Ui SRR € 1)
n

°I E: I

Rc = R'c B 1 Nipiz 7

-1
seréd chamede excesso de carge R . Carregende o estagueamento com
—T ” - - IX -
R, obtém-ze, por intermédio dos valores v andlogamente deter-
. . o . II
minados, ez reapectivas foérgas normais Ni ;s gue representam & so-
lugde aproximeda. Passando novemente pare as equaegoes (89), for-
=1 -
necedoras de R, e seguindo do mesma forme, resultem az firges
normeis procuradas em forme de série:
I .EI IIE
¥, = N, h
i i i
E razodvel supor gue ezses zéries seraoc tente mais convergentes
quanto mais perte estiver o estagueamento simplificade do estegque-

amento reel.

5.2.2. Adigao de estacas ficticias segunde ASPLUND

Un métode andloge Rquele expesto no § precedente foi pro-
g ] D ¥ F ]
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posic por ASPLUNDG*), para certos tipos de estaqueamentos gerais.
Imaginemos um estagueamento geral com distribuicso das estacas tal
que, com um acrégcimo de ume ou meis estacas,; torma~ze simétrico o
estaqueamentio. A rigidez das estacas & suposte simdtricemente dis-—
tribuida.

Por exemplo, o estagueemen
to da fig. 24 € geral, mas torna=- 6——@—@-—@—

se simétrice pela adigao das esta-

cag ficticias 11 e 12, 0 "estaquea

g@

mento ﬂimpiificadn", base de parti

de do cdlculo, & equi o estaguea -~

mento completedo pelas estacas figc
ticias. As férgas normais respecti
vas serao designedes por N° como Fig. 24 - Estaqueamento com
mo § precedente. estacas ficticias

Entrando agors nos detalhes do processo, nao seguiremos
mais o ceminho de ASPLUND; mas usaremos os nogsos vetorez de in-
fludncia des estacas no sistema completado, designedes pofq?g °
Esses vetores sao determinsdos com facilidade porque o estaquea—
mento éompletado & gimétrico, 0 uzo dos vetores de influémcia per-
mwitir-noz-£ indicar & some das séries que representam as farges
normais, tirando-se, assim, o cardter de iteraggo do processc.
Traturemes apenas do caso de uma Gnica estaca ficticia, designada
pelo indice k, porque pare duas ouw meis estacas ficticias o cédl-
culo torne-se bem maisz complicade, perdends aszim o interésse pré-
tico. 0 .fndice i indica, como sempre, uma estaca genérica.

Segundo e definiggo de veter de influéneia, as forgas in-
ternes do estagueamento completado sdo:
o
R

=

o = ™% ) o
Ni = R x fi ‘ Nk x £

(*) 4 study of three-dimensional pile~groups, Mem. Ass. Intern,
Ponts et Charpentes, vol. 8, pdg. 11.(1947)
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Esses férgas internas do estagueamento completedo #30 ao mesmo
tempo forgas internas do estaqueemento real mas carregado com
—r o —t
B Ny Py
carge, obleremcs os valores procurados N °

Acrescentando o efeito de + NO pk que & o excesso de

Apliquemos no estagueamento completado uma forge umitdrie
na diregao .de estace k, isto &, spliquemcs & carges Pyo 4 férge in-
terna resultente ma esteca k serf anoteda com Nkk e pode ser obti-

da por ezemplo pelo vetor de imnfludmeias

Para obtermes o efeito de carge Pk s0bre o estagueamento resl ‘emos
de caerregar o estaqueamento completado, sucesszsivamente, com oz ex-
cessos da carge gue sac sempre as fdrcas me estace k, guer dizer,
temos de eplicar & cerga
ST A e e R -l_p%y
153 ¥k

A somagao de série geométrice & permitids porgue tem-se sempre
Nkk<:1' 0 maior valor possivel Nkk =1 resuita no8 estaqueamentos
isostéticos, nos queis nao se mecessite do processo em guestac.
Resumindo, podemos dizer que as fsrgaé interras do esta-
gueamento real resultam por um cdlcule gue considera o estaquea-
mento completade carregado com
N o
1- Nkk k

-
?+

Se éste célcule & feito com os vetores de influémcia, tal carge
precisa ser multiplicade escalarmente peloa ve@orea_§zg Daf resul-

te & expressao pare o vetor de imfludacie

—ct

i

- .0

ATy -
[+] [+]
L * ofk.........(go)

1 - Bty

= f
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5.2.3. Iteragdo das equagdes de equilibrio

0 caminho meis indicado para um processo de iteraggo éa
solugdo direta das 6 equagoes R = S¥ por éste processo. Nos esta-
queamentos com aspecto simétrico, mas com distribuigao assimétrice
de rigidez, éste método & geralmente mais rdpido do que a iteracao
do "excesso de carga“'mostrada no § 5.2.1.

Como se sahe, & iteracac 58 & possivel quande ce elementos
de diagonél principal sao meiores que os restantes, porque, como
‘primeiro passc da iteragao, usem—se o3 valores aproximados vi =
Rx/sxx ou v; = Ry/syy’ etc. 0 estudo do estagueamento ginplificado
conaiste, porém, néste processo, 36 na escolha meiz vantajose de
posiggo dos eixés (origem no C.E. por exemplo), para que se obte—
nha predominédncia dos elementos me diegomel principal.

A determinegac dos cceficientes Sgh com os valores dedos
de rigidez é; naturalmente, meis trabalhosa gque aquela no caso

s = 1, mas nao & complicada, como mostra o 62 exemplo numérico.

5.3. Estacas engastadas, tubuldes

5.3.1. Teoria geral

Nog estaqueamentos nEQ degenerados; o efeito des forgas
n@o exisis nas estacas & guase sempre pequenc. J4 nos estaqueamen-
tos degemnerados, todo carregamentc que sei do gquadro das “carges
permitidas" produz efeito nao desprezfvel. Tfpica para a transmis-
seo de férges nao axiais & a fundagac em tubulges, A grande capa-
cidade de cerga indice muites vézes um projeto com mencs de 6 tu—
bulSea, o que jé& traz em 8i a degeneraggo e & neceasidade de se
preveremn forgas internes nao axiais pare cargas erbitrérias. Maias
frequente ainde & e degeneraggo pelo falo de haver sé tubuloes
verticeis, motivedo pela execugso complicade de tubulces inclina-
dos-

No texto que se segue, falaremos siménte de estacas, fican
do subentendido o caso de tubulses, caractierizaedo pela maior capa-
cidade. As estacas tratadas até agera, com fdér¢es normeis sempre

exisis, serao chawadas estacas simples, sendc éste § dedicado &s

egtacas fletidas.
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A introdugso de férgas nae axiasis nas estacas pode ser
provocada por »

a) engastamento de extremidade superior no bloco

b) engastemento da ponts no terremc

c) reagao laterel do terrenc sdbre as estacas, devida ac

movimento eléstico do bloco.

Introduziremos todos ésses ef-itos mc cdlculo como proporcionais
a0 movimento eldstico. Sempre serd possivel eacolher conveniente—
mente 08 pardmetros respectives para nao se afester muito de rea-—
lidade ne zona interessante. Neturslmente surge aqui o defeito co-
mum de todes oz célculos basesdos ne lei de HOOKE de formecer ten—
soes mfximes, fércas internas, etc., mas de nao indicar s prépris

capacidade de caerga, que se encontre numa zona onde nao hé mais

proporcionalidade. Um dos pardgrafos seguintes serd dedicado & de~
terminagao da capacidade,

Para podermos considerar o efeito de rigidez dume estace
sobre & rigidez totel do estaqueamento, imaginemos um sigtema in-
dividual de eixos com x mo eixo da estace. 0s valorés individuais
sgh déste sisteme sao os pardmetros nue cerscterizam o comporta-
mento da estaca, e a transformagao dos valores S p Pare o sisteme
comum x', y', z', permite obter os valores comuna S;h devidos &
soma dos efeitos das estacas.

Comecemos com a estaca articulada no bloco e engastada no

terremo, como imdice a fig. 25. A posigao indiceda do sistems im-

Fig. 25 - Estaca articulada no bloco,engastads no terrenc

dividual é x no eixo da estaca e e origem 0 ne erticulegac. A es—

tace forme um "estagueamento™ degenerado, sendo nao nulos apenas
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08 coeficientes Sxx’ Syy e Szz’ porgue & resisténmcia comtre giro
na articulagao, Saa’ pode ser desprezsadd. 0 fato de o eixo de es=
taca ser uma rete implica em Sxy = 0, e, se o perfil de estaca for
simétrice (cfrcnﬂquuadrado, por exemplo), teramos tembée S__ =

= Szzo Nume estace cuje segzo nac tenha simetrie circuler (retdn-
gulo, perfil H do ego, ete.), coloca=se 7 e ¢ nos eizos centrais
de segao pera menter Sxy = 0,

A articulagio que serviu purs & origem do sisteme indivi-
dual &, aoc mesmo tempo, C. E.do "estaqueeamerto® formado pela esta-
ce individual. Podemos observer que Sxx ¢ idéntico & rigidez s da
estaca simples.

Quendo & eastace for articuledes ne ponta ¢ engzstads mno
bloce, naeda se mudas no formulédrio, mas e origem dewe ser coloca-
de na ponta de estace para coimcidir com o C. E. A Férga Syy que
atus ne bloco ¢ produz o desloca-
mento trensversal unitério pode
ser imaginada como sendo apliceade
num brago rigidc sclidério com o
bloce, comoc ae vé na fig. 26,

Paszsando agora para ume

estaca engastada em ambas as ex-

tremidades; temos de fscolher con Fig. 2 - Estaca articulade
venientemente a pozigao da origem na pon:c
pere obter a matriz individual meis simples posafvel. Isto 88
pode ser feito por um célculo preliminar,
Colocando provisériamente a origém na extremidade superi-
or da estaca, teremos o3 seguintes coeficlientes nao nulos da ma-—
triz iodividuel: S, S_, S 5 8, ., S, S..5 Spps S, (vide fig.27),

A1

SaQ .,
Sec giro unitdrio

/4

Fig. 27 - Coeficientes de rigidez individual
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0s eixos y e z 580 supostos eixos centrais da seggo de estaca. Se
esta seggo tiver simetria circular, teremos S__ = Szz e Szb =S !
- ~ bl - - y
(negativo, de acdrdo com as convengoes feitas).
Como me sabe da teorie de transformagso, os centros elfs=—
ticos de estaca encontram—se nas profundidades

= —x! = mx™ m -~ o
X, x syc/syy e X, =X Szb/szz

Limitar-nos—emos ao caso em que ésses valores sao iguais, o que a-
contece, naturalmente, pars segoes de simetria circular, e sinda
nos casos gerais em que o engastamento no terreno pode ser repre-

sentado por um engastamento perfeito na profundidade é;.

TTIIYIYTIT
[

Fig. 28- Coeficientes de rigidez para a origem no centro elastico

Colocando a origem 0! no C.E., obteremos ume metriz com
elementos mao nulos apenas na disgonal principsal, sendo
S! =8
xx X
8
Sb

58 =8 ,8' =8 ,8' =8
¥y ¥y’ Tzz zz° “aa aa

= - $ o= -
b shb xoszb’ scc Scc xosyc

A fig. 28 mostra o movimento eldstice pera os coeficientes
de rigidez atuando como fdrgas ou momentoe no bloco, e aplicados
num brago rfgide ao;itério com o bkpco (naturalmente Séc pode a=
gir diretamente no bloco).

Podemos, portanto, escolher sempre os eixos individuais da
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estace de forme que se cbtenhe & watriz individual com elementos
nao nulos 86 na diagonal principal. Iate permite convenciomar uma
nova notagéc dos coeficientes individuais da esteca, necesadria
pera simplificar a redagao das férmules respectivas ao estaquea—
aento.
Notacoes.
Oi = origem individual de estace i, colocaaa na articula-—
ggo, se houver, caso contrério, no C, E, individual
(tratemos sé do caso normal em que coincidem ambos os
C.E.).

= eixe individual x colocado no eixo da estaca i.

4 H
IS

) 2y = eixos individeais y, z, colocados nos eixos cen-
treis da segao da estaca, ou, naes segges com Si-
metria circular, colocades arbitrdriamente no
plano normal e T, sendo de preferéncia um désses
eixos paralelo mo plamo y/z do sistema comum do

estaqueamentc.

Ty Y30 3 < coordeuadas de Oi no sistema comum x/y/z.

e distdncia de 0, & extremidade superior da estaca.

i
estaca sem articulageo estace com articulacgeo
s_.. 0 0 06 0 O s .0 0 ¢ o
i i
s .0 © O s 0
3
s .0 ¢

'8

Iy
[*3

4]
°
O O O 0 o o

o o 0 O OH
o)

o o O © O

o O O O

o o ©nN

o o o o o

o o o o ©

z
¢
5 0
Y

S. = matriz individual de rigidez dao esteaca i, sendo

o

5 = rigidez contre cempressse exial

S_.,8_. = rigidez conirae deslocamentc transversal medido
" x . De altura do C.E,
idez 2ontira terggo

idez zonire giro em térmec do eixo y
- 11 1% 1 b1 i 1% ¥ 7
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Pare estacas com segae de simetria circuler {cfrculo, polfgeno re-

gular), temos Brj = Bugs Spy < O

il

Esforgos

N

M
T

i

2

29

el

ixx ixy i ¢ ¢ o

i i i o 2 0

= Iy J=

izx i sy sz 4] ¢} 0 =
iuz i oy iaz 1xx ixy in

e i‘by ihz iyx iyy iyz
icx ¢y ic:z txx lzy 13#

matriz individued de transformagee da estace. 05 elemen-
tos igh sao es componentes dos eixos individusis tomados
como “vetores™ mo sistems comum.

vetor individuel do esférge selicitsnte ma estaca i, sen

., P

do as componentes Pxi’ Pyx i

vidual © 3°

solicitantes na extremidede superior ,aa estaca:

aplicedes ne origem indi

~
compressae axizl me esteeca

Qyi = momento fletor e fSrca cortanite pare flemac mo pla~

no x/y

M ., 0 ; = momento fletor ‘e f8rgs corteate pars flezao mo pla-

no x/z

.. = momento de torgao
=i

¥,
i

= vetor do movimento el&stico do bloco expresso no sistems

Na determinagac dos parémetros de rigidez s

individual x:\.i/'y'i By .

xi? @yi..r.aci,

que caracterizam o comportamentoc da estaca, intervém raciocfnios

de mecdnice dos solos que nao serac iratedos agui. S8 queremos ob-

servar que o efeito de engastamente pode ser levado conta por

um comprimente efetivo £ o? considerando~se a estaca perfeitamen-

te engastada nesie profundidade .{vide as ffgmras 25 e 27). Ne de-

termivagaoc de 3.5 convén desprezer o atrito lateral e calcular

com o comprimento tota1d . Yerifica-se facilmente que, com easas

supesigoes, resuliam os pardmetros de seguinte maneira ({ndice da
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estaca suprimido):

a) estaca com articulagae

s - EE
x ¢ )
3 EJ e e o o 0 o o o (93)
syzsz= 3
ZO

(J = mowents de inércies da secao,

F = drea de se¢ac da estaca),

b) estace sem articulagao N
EP
x@-l;/z sx“T
s, =a =22BL 0 (g9)
y z 23
o
5, =5 =L
b c fo
. GJ,
e 7 J

(& = médulo de clasticidade tramsversal,

J, = momento de inércia comtra torcao.

E" = comprimentc efetive de engastamento contra
torggo).

A relagﬁo entre J e !0 neo pode ser dade nume forma ge-
ral, per exemplic é; = 1/2 a 2/345 ;s porque depende da relaggo en~
tre a rigidez da estaca & flexaoc (EJ) e e compressibilidade do 80
lo., Além diste, o préprio métode de trabalhar com um comprimenio
efetive Ze 86 wmerece confianga quando abaize deste profundidade
houver camades bem meis resistentes. Normalmente, a resisiémcia
lateral dea camadas superiores aumentaréd os valores sy =8, ¢ di-
minuird a disténcia Tye .

Entre a8 componentes do vetor P do esférgo solicitante e
&sses esforgos mesmos, existem, na extremidade superior da estaca,

es relagoes:
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N="P 3
x
B =P + 3P
c oy
:Py }.o'o-ot--(%)
Pb -x P

= P
= P J

Ed® WF P oy
a

As férmules para My e Mz resultem do fato de Py e Pz'serem aplice—-
das no C.BE. {vide fig. 28).

0 itinerério do préprioc cdlculo & ¢ seguinte: trensforme-
se a matriz individual Si de cade estaca pars o sistema comum por
meio de TiSiT:r, resultande & matriz de rigidez do estagueamento
por scma dos elementos respectivos obtidos:

2 tr
S = Z'risiri ..coooc-o(gs)
=3
- head e —_— -
Depois de resolvidas es equegoes R = S v, transforma-~se v em v,

para cada estaca, efetuando

tr. —-
—;i='ri' 000000001(97)
0 vetor do esforgo solicitante numa estaca 1 & dado por
— - tr —
Pi = si'i L Si’i v e © © © ® © 0 o 0(98)

e os eaforgos respectivos pelas equagaes {95).

Esta perspectiva de um cdlculo trabalhosissimo exclue a
aplicagac prética em casep gerais. Apesar d&ste peazimismo, nzo
considerames perdide o esfdrgo mo desemvolvimento deszsas férmulas,
porgue sé o conhecimento des relagoes gereis permite-mos aprovei-
tar inteiramente as poasibilidades de um cédlculo aprozimade, obje-

tivo deos préximos §§.

5.3.2. Processos aproximados

Um primeiro estudo das possibilidades de um célculo apro-
ximado conduz & idéia de determiner o movimento eléstice do esta-
queamento com estacas simples, e de calcular depois as solicita~

goes interrais das estaces swponde exmistente tal movimento eldsti-
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co. Em outras palavras, consideram—se, ne determinecaoc de S, 36 os
coeficientes individuais s8__., supondo 8_. = 8 . = ,., = 8 . = 0,

- xi’ i zi ci
mag na retransformagec de v em Pi’ conta~se com todos o8 coefici-
entes.

Este processo, nac muite complicedo, & bem andlogo aoc mé-
todo cléssico de determinar es solicitagoes secunddries em treli-
¢as devidas aos nds rigidos. Nao seguiremos éste ceminho porque
encontra=-se um defeito grave: nos estagueamentos degenerados,por
cargas fora do quadro permitido, onde o estudo zeria interessante,
o. processoe faelha completamente porque a matriz S eproximeda perma-—
nece com valores nulos mnoa coeficientes egsenciais, obtendo-se,
assim, movimentos eldsticos infinitos. Por outro ladsa, as pequenas
solicitagaes devidas =0 engestamento em estagueamentos nao degeme—
rados, ou em degenerados com cergas permitidas, poderiam ser cal-
culadas por éste processo, mas tais solicitagses quase nunca in-
teressem porgue s2o mesmo secundérias,

Limitando-nos ao caso interessante de estaguemumento dege—
nerado, podemos proceder da seguinte maneira: separamos da carge
total R a parte RN que pode ser recebida 86 por férgas normais
nas estaces e determinamos as férgas internas pare gste carga per-
mitide BN, como se foszem estecas simples, Flca ume p&rte RF =
= R - RN’ que deve ser recebida por flexao nes estacas. A aproxi-
magao consiste em desprezar s flexao no estude do efeito de.ﬁ;, o
que estd em concordéncia com a boa experiéncie do engenmheiro com
e "inteligéncia do material”, Naturalmente, na consideragac de-ﬁ%,
tentaremos tembém usar aproximagges o mais possivel pare simplifi-
car o cllculoc.

Como & meis diffcil indicar regras gerais para a aplicagao

do processo, passaremos para alguna cescs especiais,

5.3.3. Cavalete plano carregado no seu plano

Cavelete plano & ux estagqueamento com 2 ou mais estacas
coplanares cujos eixos encontram-se num ponto, que é o C. E. 4
— .
carga R, que & uma forg¢a no plano do cavelete, serd separada numa

fSrga‘Ek, passando pelo C.E., e RF’ que é um momwento aplicado no
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plano.,

Determinam-se as forgas normais N mes estaces devidas &
parte-ik da carga, por simples decomposig¢aoc de f£érgas no caso de
dues estaces, ou por intermédio dos coeficientes sxx’ S, S__ pa-
ra mais de duas estacas, colocendo e origem mo C.E. Neturalmente,
a suposigao de as estacas serem simples, base déste célculo, neo
fornece menhuma rigidez Scc pare resistir &.ﬁ;.

0 coeficiente Scc resultae da resisténcia transversal das
estacas provecada por um giro unitério em térmo de C.E. = 0, Tal
gire provoce na esteca um deslovemento lateral e um giro, como
mostra a figura 289,

0 celculista enfrentard o
cavalete carregado com momento
principal para julgar o efeito de
ums pequena oxcentricidade imvo-
luntéria da carga, porgque ninguem
vei projetar voluntariamente cava
letes com grande excentricidade
de carga. Para julgar tal efeito
secundério, convém fezer uma aprg
ximagao grosseira, gaphendo assim
um cdlculo simples. Supomos sc'=0

ficando como reagso da estaca mo

giro unitério do bloco, &8 a for-
ca eisyi’ segundo a fig.29, onde
s  és reagao parae o deslocamento  Fig.29 - Giro mnitério
unitério, e e, é a disténcie do

C.E. individual so C.E. comum. Devemos, portamto, simplesmente dig
tribuir o momento Rg = M sdbre teis forgas atvantes com os bragos

e, Resulta:

e.8_ .
P = —=it3i_ ¥
yi n

S e

i1 1

e o wmomento na extremidade superior de estaca &
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X .e.8_.
M, =P x =—222FL M ,.,,,..(99)
yi yiTod E o,
> eSa_.
isy 'Y
Normalmente, & rigidez syi contra deslocamento horizontal é cons—

tante em todas as estacas, ¢ tembém a distamncia X, do centro elds—

tico, resultendo agsim:

[
M. === M s s e e s e oo o (892}
yi B 5
> °
i=1
No cavalete rleno o célculo segunde a teoria geral também
é relativamente simples. Déduziremos e matriz S respectiva, fgue
pode servir para justificar o célcule eproximede, introduzindo os
dedos numédricos de um certo problema.
He transforme.gg.o por meic de Tig trata~se de uma mudange

ne planc zac/y9 e ¢s elementos que intervém mesta operages s@ol

vator =, vetor 75 veter z,
i = cosdh i = —gend! i =0
= - xy xz
i = gen & i = cos8 ¢t i =0
NS ka4 yz
o o i = &
o N ZZ
3 = 0 i = @ °
cx ey
jcog X ~-gen& 0
Ti =llgen & coB ¢ 0
_ 0 e
Com " .
8z£ 0
i3 Syi
Si = ¢ 0 8 .
ci

resulta, pela execugao da multiplicagzo matricial

=3 cosgd~+s aenza-' (s_.~2 )sena-cosq" —~e.8_.sendy
i ¢ vi < ! xi yi < ty iyl ‘
2 2
5,19 . (s .-z .)sen® cosx: i s_.sen‘e;+s_.cos ;! ve. s .cosy,
20411 zl yi < y XB ¢ Tyl y iyi <
2
- e.s_.sen & | + e.3_.co38 «- s e+ 8
¢ t - Lyl 2 | yr 3 [
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Somando as contribuigoes de tédas as estaces para cada elementc,a-
cha-se a matriz S do estaqueesmento.

0 cdlculo eproximado explicado etrés usa s seguinte matriz:

2
zgxicos O(i 0 0
2
S = 0 ZSIisen O(i 0
2
0 0 Zsyiei

A a.prox:unage,o é expihcada pelo fato de ser sempre s <<s , e tam=
bém s «s 2 ’ e<<e « Além disto; os valores

= Z(sx. -5 i) sendicos%‘i

1

= -—Ze 55 sencl

s2o nulos para cavaletes sxmétrxcos.

& comparagac do S__ exato com o syy aproximedo indica cla—
remente que o c&lculo de caveletes com pequene inclinagao das ea—
tacas, carregadas com forgas horizontais comsiderfveis, nazo pode
ser feito com a suposiceo de as estacas serem simples, mesmo se a
forga estiver aplicada exatamente no C. E. Para mmC( pequene co—
me¢a a2 predominar & parcela sy cos CX em relagao a sxisem G(i,
mesmo se for syi bem menor que Sii° Isto significa que, em tais
cavaletes, sempre serd mobilizada & resisténcia das estacas con—
tra deslocamento horjzontal, criando-se, szsim, flexdo nes esta-—

cCase

5.3-4. Estaqueamento com t8das as estacas paralelas

Supomos que tddas as estacas (verticais) temhem os C.E.
individueis na mesme profundidede X .. Colocamos o eixo x no eixo
de gravidade das estacas ¢ o9 eixos § e z nas diregoes principeis
determinedas segundo (82).

Seja a carge umc fﬁrgafcom posigEo arbitréria, Pare a—
char ume solugso aproximada, temos de decompor esta forga numa
componente vertical V = Rx recebide pelas forgas internas N, e nu~
mwe horizontal H recebida pela flexao. Aqui tembém convém supor
s, = 0 em comparagao a sy aplicedo mo seu braco x, © ainda sy =

= constante = 1 em tddes as estacas,
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Pela suposiggo provigdéria de as estacas serem simples (sem
rigidez & flexao), mem.todes os
graus de liberdade do movimento do
bloco sae suprimides, ficendo li-
vre tode deslocamento herizeomtal .
Tel movimenio cria mas eataces,re—

zlmente mec simples, forzaz aplieca

das na profundidade T resultan ~

tes de multiplicagao By pelo deslo — :

P
cemento, Daf segue-se gue =8 uma "o T\O/Y /(D/‘.'._ Ei
y >

férga H aplicads num plano desta

profundidade pode ser recebida ape

nes pele flexao nas estacas.

Determinam—-se H como indi-~ P S—

.‘.y‘-_
ca a..fxgv 30, e o seu brago b eo Fig.30-Estaqueamento com esta
centro des estacas. & forga H apli cas verticais.

cada no centro produz um deslocamento de tramslagao, cam distri-
buiggo uniferme das férgas sébre =3 estacas,sendo ¢ momento de fle-
280

B

Mtra.nslaggo % n
0 momento H.h cria um gire com distribuicae de eafdrge proporcional

aos raios r {vide fige 30)

r

M = X Hh
. 3

gire ] zr”

Pare Bacilitar & superposigac dos doiz momentcs & melhor decowpor
H em B.y = Heos w e Rz = Hsen w , calculendo as componentes Py e Pz

do eafdérgo sclicitante. Temos:
2 2 2
Sa.a. - ZE'i =Zyi M Zzi
S =8 =n {ndmero das estaces)
¥y 22
Va T m!/saa

v_ = Heosw /S
¥y

o
#

Hsep w /szz
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Ne estaca i &:

v =v-zv=Bc°sw-z thP orque §5_ = 1
yi ¥y ie n i S r2 yi porq b4
i
Y. =V + y.¥ - Hsen Ih =P
zi ~ Yz T 7i%a T T o T3 S 2 zi
i
z. h

M_:xP.:Hx(M-l )
yi o yi [} n Z r2

i e s o s s o o o +{200)

y. h

M. =xP_ -He (SB2 .,
zi o zi (<) n 2: r2

Ti

Usando as compomentes de R segundo a convenggo normal, teriamos:
R R
M i 7%, ( L - ___Ji_g. z. )
y n S i
. e o o o o s o » (100a)
(- —2se3,)
¥ =x (—2 -—2-—-7,
zZ1 ] n 2 i
5

No célculo exato do caso em questao, temos, como trensfor-
magac de Si’ ume translaggo no plano 'y/z° 0s eixos individuwais y_,

zg 830 supostos paralelos aos comuns y, z. Segunde a equa.gao (27):

1 0 0 0 0
0 0 0 4]
Ti - 0 0 4] 4] (4}
0 PR S ) 1 0 0
+z, 0 1 0
i
4 equagao (96) fornmece:
n
sxx =} Zl 5yi (igual ao céleulo aproximado)

=S, TSy =S =5, =S, . =85,=5_=0

S
e
n
S =8 _ =S s&_. (igual ao cél.aprox.)
1
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Sya = - E:syi z; = 0 para simetria ( = 0 no cdl. aprox.)
= = " " = [} 1t o h)
Sza -3 syi 7 0 (=0 J
2 2 2 2
S E:Bai + z:syi(yi + zi) (=2 syi(yi + z;) no cél. aproX.)
2 2
Shb = zsbi +5 S¢i%4 (=% S5 %3 1o célc. aprox. )
S =238 .t>8 y2 (=% s 32 w o on " )
cc. ci xivi xi v1i

A comparec¢ao com os resnectives velores do cdlculo sproximade ins-

pira muita confiengs ndste cflculo simples. Naturalmente, hd casos

em gue ¢ cdlculo aproximade mao pode satisfazer. Per exemplo, quan

do & resisténcis laterel da camada superior for baixa ou nule (&~

gua), o desprézo da rigidez individual & torgao nso & mais permi-
P

tido - principalmente quande 56 h& 2 ou 2 estacas (tubulges).

5.3.5. Estaqueamento com estacas paralelas a um plano

Geralmente tais estaqueamentos tém um plano de simetrie,
sendo todas as estacas paraleles a @ate plano. Colucendo x/y no
planc de simetria, temos degeneragﬁo por Szz = 0. Todos 08 outros
coeficientes da diagonel principal sao diferentes de zero se n&o
heouver meis alguma particularidade na disposigao das estacas.

Faremos 36 um cdlculo aproximado désie caso. 0 Gnico grau
de liberdade deixado livre peles esiacas supostas simples & o des-
locamento v . Néste deslocamento, serac mobilizedas as férgas 8,2
aplicadas nos centros elésticos.

0 cdlculo consistie em determinar o eixo de gravidade de
taeis forgas, escolher 8ste eixc como eixo 2 {origem no planc de
simetria), determinar as componentes da cdrga R em relaggo a esse
sistema de referéncia, calcular o estaqueamento da meneira msual
para as componentes Rx’ R, R&, Rb’ Rc e distribuir Rz uniforme~

mente sbbre as estacas (sy = sz = constanie), tendo-se:

Rz
M, =x — e s o s s o e s o o (101)

em todas as estacas.
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5.4. Calculos segundo a capacidade

§5.4.1. Teoria geral

Em todos os ramos de Estética o projeto com base nas ten-
soes admissiveis comega & ser substituidduper un estudo da capaci-
dade, tomendo—se uma certa fraggo déste valor como carga admissf-
vel.

Para podermos definir & capacidsde, imaginemos um estague—
amento solicitade por ume cargae em posi¢ao invaridvel, mes de va-
lor crescente a partir de zero., No imfcic teremos um acréscimo de
deslocamentos proporcional ao acréscimo do velor de carga. Depois,
na estace meis carregada, acontecerd um escoamento pléstico, por
exemplo per afundamento me terremc, ¢, em consequéncia, os deslo-
cementos do bleoco aumentem mais fortemente que & carga.

Chemaremos de capacidade o valor da carga

valor da carga para o qual os des—

locementos crescem sem aumentar e

dade

carga. Pere umes outra pesigac da
€5600m. na -

carga, neturalmente a cepacidede regime _| gstaca mais §

propor solicitada &

também &€ outra. cional I
0 ponto de partida do mos-— c

so estudo da capacidade dum esta- movimento do bloco

Fig.31-Defini¢do da capacidade
de carga
estaca isolada. Nao aiscutiremos em detalhe as comsideragoes de

queamento serd a capacidade duma

"resisténcia" e de "mecdnica dos solos" pelas quais &sse valor
serd determinado, Queremos apenas relembrar o fato conhecido de
que, em certos casos, a capacidade de um grupo de estacas pode ser
bem menor que a capacidade duma estaca vézes o mimero delas. Isto
sempre acontece quando o estaqueamento pode falhar por formagao de
uma superficie comum de escoamento do terrenc, Em tais cases, a
determinacao da capacidade & um problema da "mecdnice dos solos™,
e a8 consider&gges déste § nao podem ser splicadas,

Quando & capacidade duma estaca & atingide por escoamento
do préprio material da estaca, tel capacidade & um velor fixo, mac

havendo influéncia reciproca entre as estacas. Até npa flambagem de
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estaca® parcialmente erterradas podemos comsiderar gque a carga Nfl
seja mentide nos deslocementes crescentes de bloco, se as condi-
¢oes geométricaz de extremidade asuperior nac se modificarem duran-
te &gte movimento.

0 valor do coeficiente de seguranga, relaggo entre a capa-
cidade de carga e a carga admigsfivel, tembdm pao serd discutide e~
qui. S8 desejamos lembrar que éste coeficiente nas precisa aser
mito grande pele mesmo motilvo que permite & existénecia dos conhe~
cidos pequenos valores déste fator ne mecénica dos solos: a proba-—
bilidade pegquenea de ult}apassar a carga prevista, devido & grande
porcentagem de carge merts nas fundagoes. Naturalmente, o coefici-
ente de segurenga deve cobrir zs incertezas do cdlcule ¢ da pre-
visao dos pardmetros ceracteristicos, se esta previsac nac tiver
sido feita com o pessimismo necessério.

© niicleo estético do problema de determinagac da capaci-
dede dum estaqueemento dado epresentae-se da seguinte forma: E da-
de a capacidade Ci de cada estaca. Também & dada & posigao de car—
ge pelo vetor r semi-unitério, isto &, ri + r? + ri = I, seguirdeo
as outras componentes as regres de um "vetor de estaca®, conforme
(6). ¢ velor méximo possivel de carga, expresao psr.a;éxo = K-;: é
aquele pere o gquel os deslocamentos crescem sem eumentar R, 0 pro-
bleme consiste ne determipagec de ¥, chemado capacidade do esta-
gueamento.

Temos de penser ainde nume particularidede que pode surgir
ne determinaggo de capacidede K. Geralmente a cgpacidads das es—
taces & tragao & bem menor gque equela % compressaoc. Neos estaquea-
mentos com tragio nes estacas intervém, portento, outro valor li-
mite C'. No que se segue colocaremos sé a letra C pera simplificar

a redagao, ficando subentendida a substituigae de C por C', se for

©c caso.
Imaginemos o estagueamentc sob a &ggo de uma carge cres—
- - ) * . -
cente ' = Rr com 0 < R <K, Seja a esteca m & mais solicitade se-

gzunde um cflculo normel (eidstice). Suponhemos gue, para um certe

valor & vaatinja Cmﬁ Para cargaz R >R o estagueamento nao

1’ i’
segue mais a8 regrag do cdlculo “"eldstice", mas as forcas nermais
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podem ser determinades da seguinte forma: Nm = Cm ngo & meis in-
cbgnite, e sim forge dada, gue pode ser incluida ns carga. Temos,

portanto, de fazer um cdlculo para a carga.
BR=Rr~ Cm Py

Néste cdlculo teremos uma surprese bem desegradével : Para efeito
de célculo, o estaqueamento nao contém meis a estaca m, sendo no
lugar dela aplicade uma férge comstante Cm. Aseim, todas as vante-
gens de mimetria, etc., sao perdidas, obtendo-se um caso geral.
Podemos selvar e situaggo recorrendo ao método de eataca ficticie
de ASPLUND, que resoclve brilbhantemente tais casos de falta de uma
estaca para estabelecer a simetria. Mas quendo outras estacas a-
tingem o velor constente C, o método de ASPLUND torma-se muito di-
ffcil,

Geralmente os casos intermedidrios de eaccamento parciel
neo interessam, mas s§ o valor K. Dando-se & R = varidvel valores
sempre crescentes, tira—-se cade vez mais estaces da sua funggo de
elemento eléstico da estruture, até restar um estaqueamento isgs~-
tdtico, que contém, nc caso geral, 6 estacas. Uma desses ainda po-—
de atingir o valor N = C, sendo néste momento atingido o limite
R =K,

0 problema contém dues partes: primeiro reconhecer quais
580 s n -~ 5 estacas com N = C, segundo calcular K, Comegaremos
com & segunda parte, suponde feita a escolha das 5 estaces "sobre-
viventes™ por intuigao, o que & possivel em muitos casos. As soma-
térias ‘que contém as n-5 estacas com escoamento serao designadas

‘por > , sendo m & respectiva estaca genérica, e =8 somatfries
es

gue contém &8 B astatas eldsticas sEof/_;, com a estace genérice i.
e

A carga que deve ser recebida pelas 5 estacas i no momento em gque

se atinge a cppacidade &

R=Kr -Z cupm

0 equilfbrio de R com as 5 forgas incégnltas N exxge.

R Z Nip.
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A equagao vetorial:

7

e s s s s o o o{102)

e

Kt - cp =S N
%; wlm 2;

equivale a 6 equagges formadas com as compoﬂentes, nas quais en-
contramos como incéguites K e os G valores Ni. Uma solugdo comple-
ta dessas 6 equagses nao & necessdria porque sé interessa a incég-
nita ¥, Aplicando;se, por esemplc, o processc de eliminagao de
GAUSS, coloca~se K no Gltime lugar do esquema, parande o célcule
quando for determinade K. Em muitos casos prdticos hé possibilida—
de de simplifiéar o problema, como veremos mais tardes

Voltamos sgora para a primeira parte, que € a escolha das
estacas m. As § esiscas i que licam eldisticas até o fim encontram—
se, paturalmente, entre as menos carregadas na fase de todo o esta
queamento ser eldstico, mas nao hé meio de fazer a separaggo certa
com base apenas num cdlculo eldstico. 0 caminhe orlodoxoe seria de-
terminaf, num primeiro célculo eléstico, a estaca mais carregada
m, repetir tal cdlculo com N_ = Cm, determinando Necomo méximo,
base de movo célcule com Nm = Cm’ N, = ql, e percorrer deste form
todes as fases intermedidrias até sobrarem 5 estacas i.

Se & determinasao de K por meic de escolhas arbitrérias
nao for muito complicada, recomenda-se outro procedimento: Deter—
mina~se o valor K para tddas as escclhas consideradas possiveis de
serem as verdadeiras. A escolbha certa & aguela que formece o valor
minimo de K.

Passaremos agora aca casos particulares, ne pesquiza de

simplificagoes do processo geral,

5.4.2. Casos simples de solucio direta

Em primeiro lugar temos de citar o caso de estagueamento
isostétice, que contém, mo caso geral, & estacas nao coplanares
ou 3 no plamo, e no casc particular de cavaletes, 3 estacas no es-
pag¢o ou 2 no plano (estacas paralelas entre si formam também "ca~
valetes", com C,E. no infinito)., Basta, em tais cases, fazer um
unico cdleulo eldstico, adotando, por éxempio, R = 1, Designande~

se as forgas normeis resultentes déste cdlculo por Ni a cepa-
3

l’
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cidade seri dada por simples proporcionalidade:

K= Cu/N, | e e ... (103)

sendo m a estaca na qual esta fragao tem o valor minimo.

Também simples é o caso de estaqueamento com dois planos
de simetria onde a resultante da carga é uma férga aplicada na in-
tersecio déstes planos. As estacas que atingem ao mesmo tempo. com
o.crescer da carga, o valor limite C, formam sempre um grupo simé-
trico cuja resultante é uma forca axial. Seja x o eixo de simetria;
portante T = X. A capacidade K resulta da projegio de tddas as for-

cas C; sbbre o eixo x:

K =23 C; pyj e e e .. (104

Finalmente, temos o caso mais simples possivel: t&das as
1 - -
estacas de mesma capacidade, paralelas e carregadas no eixo de

gravidade, onde temos simplesmente:

5.4.3. Estaqueamentos com planoc de simetria carre-

gados neste plano

Para cargas no plano de simetria, o estaqueamento compor-
ta-se como se f6sse plano. No cdlculo elastico tinhamos projetado
as estacas sdobre o plano, acrescentando o fator,coéQS {8 = &ngulo
da estaca com o plano). No cédlculo plédstico &ste fator é sé cos 5,
porque duas estacds simétricas.com a fdrga normal N = C tém a re-
sultante 2€cosd .

A determinagio de K como problema plano é bem simples. O
estaqueamento torna-se 1sostiatico quando sobrarem 3 estacas, das
quais ] atingird o valor.limite C. Acha-se K, portanto, por.sim-
ples decomposigdo duma férca. Numericamente, temos 3 equagdes,

conforme (102):
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Krg-¢ 2 pm=ZNipxi
es ed

Kr_-C =S N.p_.
y Z Py 2, %Py

X T, < c X Pem =2 N.p
es

. YR

As somatérias dos segundos membros contém 86 duas parcelas, cor—

ci

respondentes &s duas estacas "sobreviventes®.

Em muitos casos recomenda=-se & solnggo gréfice. A fig. 32

2
N

Fig.32 - Cepacidede pare 3 estacas
mostra um estaqueamente com estacas aplicadas em 3 retas. E dade
a reta de aplicaggo da carga pelo vetor T. A posiggo desta reta em
relaggd 208 3 pontos de influéncie j4 indica que a estaca 1 serd a
mais solicitade. No caso limite teremcs o cavalete composto pelas
estacas 2 e 3, carregadoc pele soma das fdrgas KT e ClE;’ ou séja,
a forga KT + CIEE deve passar pelo pontw {1). Procura-se, portan~
tc, o ponto A de interseggo do eixe da 2 laca 1 com a rete de apli

cagae da carge, coloce-se o valor C, na ..nhe de 1, e obtém-se K

1
de meneira indicada na fig., 32. £ pecessdric esinda verificar se a
-estaca 3 nao & decisiva para a capacidede, porgue esta estaca tra-
balhs & tragao com valor provivelmente mei ur que e cepacidade in-

dividual Cé. A construgao & indicada & direite da fig., 32, e o me-
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por dos-dois valores de K & o certo.

A determinagaq gréfice da capacidade dum estagueamento
plano com mais de 3 estacas pode ser reduzida ao caso precedente,
como mostre & fig. 33. Supomos reconhecidas as estacas 1 e 2 como

aquelas que entram em regime plastice. Determina—se a resultante

paralela
8 2e 3

Fig.33-Capacidade de um estaquea- Fig.34-Capacidade no caso de es-
mento plano. tacas paratelas.

das forgas normais méximes destas estecas, desempenhando esta re-
sultante o papel de estaca pléstica.

Quando forem paralelas as estacas afetadas por escosmento,
basta colocar & resultante na posiggo certa. No caso de parale—
lismo des duas estacas "sobreviventes”, & fig. 34 indica a solu-—
¢80,

Na aplicagao pritica désses processos grificos, note-se o
grende inconveniente de serem tédes as linhas quase verticais,fi-
cando incertos os pontos de intersegao. Convém fezer a cemstru-
ggo gréfice numa escale deformada, por exemplo a herizontel 5 o
10 vézes maior gque & vertical. Nesta anamorfose o paralelismo
nos poligonos das forgaes fice mantido, precisando—se tomar cui-
dado apenas nos comprimentos dos segmentos gque representam for—
¢as. Convém colocar no desenhe sempre a projeggo vertical das

forges, por exemplo C.cos<{, , que nao fica altereda na snamorfose.
H
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No caso de cavalete plano, esta deformagao do desenmho n3o

Fig. 35 - Cavalete pleno

é necessiria porque nio h4d pontos de intersecio, ficéndo todo o
processo grafico resumido A construgido de poligonos de férgas.
Indica-se na fig. 35 a determinagio da capacidade de um cavale-
te plano.

5.4.4. O conjunto dos valores da capacidade

A capacidade K &, paturalmente, uma fungio da posigio da
carga, expressa pelo vetor semi-unitirio r, na forma B=KT. E-
xiste uma relagio semelhante, como aquela encontrada no §.2.7.,
para a carga admissivel R, em fungio da posigido dada pori;, K tam-
bém & uma fungio (escalar) dos 5 parametros de que depende T. Aqui
também éste espago 5-dimensional & dividide em zomas, havendo dis-
continuidade da fungio K nos limites dessas zoras. Cada zona é re-
lacionada a uma estaca responsjivel pelo valor K nesta zona.

No problema eldstico as estacas responsiveis sfio as mais
carregadas para uma certa posigio T. Aqui as respomsiveis sio a-
quelas que entram em dltimo lugar em negimé pléastico.

O problema parece ser complicado demais para se poder ti-
rar um proveito pritico. Retomaremos o assunto para o caso plamo

em outro capitulo.
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5.5. Estaqueamentos com apojos adicionais

5.5.1. Sistemas isostaticos

Quando o bloco nao pode exercer livremente o movimento e~
listico correspondente.& carge e & rigidez, temos um estaquesmento
com apdio adicionel, 0 epdic edicionel pode ser uma estrutura ane-
xa, ou o préprio terrenc iatera] do bloco. Se as férgas reativas
que agem entre o bloce e o apoio resultam sé de consideragSes de
equilfbrio, temos sistema isostdtico (o préprio‘estaqueamento pode
ser hiperestdtico). Tal caso s6 & possivel quands o estequeesmento
for degenerado com certos graus livres de movimento.

A solugSo sempre & simples, observado o principio de que o
apéio adicional deve forumecer as componentes necessirias para
transformer & carge dada em carge "permitida"™ ao estaqueamento.

Como caso tipico trateremos do estaqueamentc com eztacas
paralelas e com bloco enterrado,
conforme & fig. 37. A cerga dade
gerd decomposta, no plano hori-
zontal de aplicagéo do empuxo,
nume componente vertical recebi-
da pelas estacas ¢ numa horizoo-

tal transformede em empuxo. Vé-

se que & posiglo de linbe de a-
plicageo de V depende da alture Fig. 37 - Terreno como apoio
h do empuxo reativo. Convém fa- adicional
zer o célculo pare dois valores extremos de h, devido & incerteza
da determinagao desta alture. 0 momento R de torgao do estaquea-
mento serd inteiramente recebido pelo empuxo. Para facilitar tel
efeito, & conveniente evitar uma forme circular do bloco, Natural-
mente, deve ser estudade @ resisténcie do terremo & ésses efeitos
horizontais, e o efeito eventualmente prejudicial do deslocamento
necessdirio para provecar as reagoes do terremo. A

No fig. 38 estd representado um cavalete plano carregedo

por férge vertical YV ¢ momento M. Para receber o momento, temos os
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seguintes elementos & disposigao:

e rigidez daz estacas comtra gire — lffi.. C.E
e contre deslocamento horizontal, ~ &\

e & reag@o do terremo laterel ao /
bloce. A distribuigao do momente h /V‘ \

. h.m

proporcionalmente &8s respectivas 7 1 A 7777
ZZ ] 2\

) E 7] D
tre o gire. Em muitos cases pre~ /‘ \

sbbre &sses 3 elementos far-se~4

contribuigSea para @ rigiaez com-

domina ¢ efeito do empuxo, resul-
tendo E = M/h. Basta, portanto,

] Fig.38-Cavalete carregado com
calcular tel estagueamento pars &

nomento
férga vertical V e uma forgas hori-~
zontal H = E. Naeturalmente o efeito do gireo obtido agui também de~-
ve ager eatudade.

"Bz Jugar do terreno, ¢ papel de apéic edicional tembém po-
de ser desempenhado por elementos csiruturais, come vigementoa,
etc. Nésses casos, o deslocamento obtido & meis comtroldvel e ge-

relmente gem efeito prejudicial,

5.5.2. Sistemas hiperestdticos

Sempre que um eataquesmento ndo degenerado fer ligade & u~

me outra estruturea resgultaréd um sisteme hiperestético. Todavia,

1 iee | 560

P=4oc0<t

.

~

Fig. 39 - Fundaegao s8bre estacas com "viga-alavanca”
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estaqueementos degeneredos pedem fezer parte de tel sistema,

Por exemplo, & fig. 39 represente o case ceracteristico da
fuadagao dum piler de ediffecio situado ne merge= do terrenc. 0 e-
feito de excentricidade do carregamerntco é recebido pelaviga-ala~
venca”, ligada & outre extremidede do hlecé vizinhe, Normelmentie,
caleculem—-ge as carges nag esteces como se tivesse a vige apfie ar~
ticulado mo centro do estaqueamento:

400, Mz 89 t.

1
N==3 5,60

Pars caleuler o sistema composte de bloco e vige, confor-

P= 4 OO% @) b)

i

=| (p

I

Fig.40 - Sisteme composto de bloco e vige

me fig. 40, edotemoz como vaelor hiperestético o momento de engas-—
temento de vige mo bloco. Num célcule eproximedo, convém imtrodu—
zir & seg@o de viga mum tergo do vae e calecular cemo se fosse
J = cte. Tel processo seria certc pars ums projeg&a horizontel
trienguler de viga {elturs = cte.). Adoteremos velores muséricos
pere ter ume idéia do efeito do engestamento.
a) Estaces de concreto armado, 95 = 0,5 m, comprimento
= 10 m,
b) Vige de concreto armedo com & seg¢ao 1,20/1,20 m, mo
tergo do veo.

k!
Viga: J = -lé%glég = 0,173 m4.

No estaqueamento temos:

0,196
10

EF
s_-——€—-= E = 0,0196E
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S, = s(ox0,52% + 2%0,78%) = 2,038 = 0,040 E

Giros eldsticos mo pomto de aplicagao de X; :

s 0,04E = E
cc

§ . 4e0x1.28  400x1,23 12 300
10

Soe 110 a1
11 Scc 3EJ 0,04E " 3x0,173E E

g -.210 12300 oo .

1 . 41,4
$is ?
Solicitagéo mes estacas:
296

R, - 400 + 222 - 453 ¢
B_ = 400z1,22 - 206 = 192 to

453 192
Nl == + 2,03 x0,52 = 90,8 + 4¥,3 = 139,99 ¢
2
3
N, - 283 _f192 4 20 . 90,6 - 74,0 = 16,6 ¢

4~ 75 " 2,08

Este reaultede difere muite do célculo aproximedo, que
forneceu N = 88 ¢ em tédes &s esteces. Neturalmente este diferen~
¢a cresce com o didmetro das estacas ¢ diminue quando creacem o
comprimente das estaces e & segic da viga.

A diferenge sensivel entre o cdlculo eléastico exato e o
célcule usual de prdtice pode provecar duas resg&es mentais no lei-
tor eriticos

12 possibilidede de reagir: Deve ser apandaonado o costume
de projeter bloccs mé forme de fig. 39, porque prédticemente 86 tra-
balheam as eatacas da file exterme. 0z inimeros ecstaqueamentos essim
projefados 86 resistiram gragas 208 mnossos grandes coeficientes de
seguranga,- ¢ as estacasg da file interme 880 priticamente indteis.

22 possibilidade de reagir: 0 cédlculo eldsticu "exato” nao
serve, 0 problema deve ser atacado sob o ponto de vista da capaci-
dade, Sob a a¢ao de uma carge crescente, comece e haver escoamento
na file externe, atingindo-se finalmente a distribuicéo uniforme da

carga sébre as estacas. Assim formecerd o cédlculo aproximado a base
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certa do prejeto.
Ao mosso ver, & segunde opimnisc merece mais confisnce,mes
nao queremos negar que ume disposi-
¢8o de tddes as estacas muma 86 fi-
la, como se mostra ma Tig. 41, &
estaticamente mais clara. Mmitas
vézes, porém, tal disposigac ndoc &
possivel por falte de espago, além
de ser bem anti-ecomdmico um bloco
comprido sdébre 3 ou meis estecas,
per cause dos fortes momentes fle-

tores,.

A decepgao que tivemos com
o célculo elédstico do exemplo de

figura 39 nao deve formar em nés a

idéia de que tal célcule jamais te- )
réd valer. Se, por exemplo, um bloco Fig.41-Estacas numa ¢ file
de estacas for spio duma estrutura

engaesteda (arce ou pértico), um

célculo eléstico do conjunto fornece os esforges solicitentes na
segae do engastemento. Mesmo quendo a intuiggo'indicgr que o bloco
pode ser comaiderado come "rigido" em relagio & estrutura em ques-—
tdo, convém verificar éste fato por um célculo apreximade. Netu—
ralmente, se o préprio arco'ou.pértico for projetado com base num
cédlculo pléstico, entao um cdlculo eldstico do cbnjunto ngo tem

mais sentido.
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6. EXEMPLOS NUMERICOS

1° Exemplo

H-20t 1V=250t

1,5 m
?OE
N
3

el
<o
w
™
u
>
et
ok
2 15 m 1 3
[ A______JL/
T H=20t

Fig.42 - Dcdos do 1° Exemplo

4 disposigao das estacas foi escolhida sob o ponto de vis-—
ta de obter niimeros simples, o que facilitaria a percepcao do an-
damente de cdlculo. Tddas as estacas sno supostas da mesme rigidez

S =1, e do mesmo comprimento = 5 m,
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Vetores des eastacas

coordencdas Componentes do vetor da estace
Estace
x| 5| = P, 25 P, B, 2y P,
m m iz = m il
1 o] +1 | +1,5| 1,00 © o ) +1.5 | =1,6
2 (o] o «1,5| 0,80 |-0,36] +0,48| +0,54] 41,2 | @
3 o| -1| +1,5| 0,80 -0,60] o +0,80 | 31,2 ' 40,8
4 ol +1| o 0,80 | +0,60| © 0 2 -0,8
5 ol ol o 1,00 © 0 0 o 0
e o] ~1| o 1,00 | © 0 ) o +1,0
7 o] 2| o 1,00 | © 0 0 ) +2,0
Célculo dos coeficientes de rigidez
s__ = 4x1,0% + ax0,8? = + 5,92
S;, = ~0,810,38 = - 0,288
S__ = +0,8x0,48 = + 0,384
S 0,8(0,54 + 0,90) = + 1,152 m
Sy = 1,0X1,5 + 2%0,8x1,2 = + 5,42 "
S_, = +1,0x2;0 =+ 2,00 "
s 0,362 + 2x0,6° = + 0,8496
S, = -0,36x0,48 = - 0,1728
S . = -0,38x0,56 ~ 0,60%0,90 = - 0,7344 &
syb -{0,36 + 0,60)1,2 = - 1,182 ©
S, = ~0,6X0,8x2 = - 0,98 "
5,, = 0,48 = + 0,2304
S, = +0,48x0,5¢ = +0,2502 m
S, = +0,48x1,2 = + 0,576 ©
S, =0
s, = 0,54% + 0,0 = +1,1016 m>
S (0,54 + 0,9)1,2 = 4+ 1,728 "
S, = 40,9%0,8 = +0,72 "
Sy = $1.5° + 2x1,22 = +5,13 ®
Sy, = -1,5%1,0 + 1,2x0,8 = ~0,54 m
S 2(1,0% + 0,8%) + 2,6% =+ 7,28

a
[+
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Matriz S de rigidez do_estagueamento
x b4 z e b c
z { + 3,92 ~0,288 + 0,384 + 1,152 + 3,42 + 2
- 0,288 | +0,8496 | - 0,1728 | - 0,7344 | -~ 1,152 | - 0,96
z + 0,384 | -0,1728 | + 0,2304 | + 0,2592 | + 0,576
+ 1,152 | -0,7344 | + 0,2592 | + 1,1016 | + 1,728 | + 0,72
+ 3,42 -1,182 + 0,576 + 1,228 + 5,13 - 0,54
¢ + 2 -0,98 0 +.0,72 - - 0,54 + 7,28

Come contrdle, temoa:

S v S
X

e

+ 8§, =+ 5,92 + 0,8496 + 0,2304 = 7,0000 = Ts
“ Sy + S, =+ 1,152 - 1,152°= 0

e L,
Az compomentes da carga R saoc:

R = + 250 ¢
X

R =0

hA
R = %+ 20 ¢
zZ

R
a

= + 20%x1

= + 20 tm

R = + 20X1,5 + 250x0,5 = + 155 *

R
¢

= + 250x0,5

= 4+ 125 *

4 tabela meguinte (elim. seg. GRAUSS) foi celeulede com meis de—

cimais, suprimides me redagdo de tabela.




Solugdo daa equagoes de equilfbrio pela eliminagdo seg. GAUSS,

valorea auxiliares ;g' x y z a b e Z 22 mem,
a_ = 1/5,9200 = +0,1680] x) + 5,0200) ~ 0,2880 | + 0,3840 1,1520 3,4200 | + 2,0000 12,5880 | + 250,00
[ ) + 0,8496 [ - 0,1728 |~ 0,7344 | = 1,1520 | - 0,9600 2,4576 1)
.. 0,2880 m__ = + 0,0486  x)u - 0,0140 + 0,0187 |+ 0,0560 0,1664 | + 0,0073 0,6124 12,16
v ® 1/0,8356 =+ 1,1968} 5 = y) + 0,8356 | - 0,1541 0,6784 0,9856 | - 0,8627 1,8452 12,16
zZ) + 0,2304 |+ 0,2592| + 0,5160 ] 0,0000 1,2768 | + 20,00
m, =~ 03840 m =~ 0,0849 | x)m__ - 0,0249 {~ 0,0747 0,2218 | - 0,1297 0,8165 | - 16,22
Mg o 0,1541 mo, =+ 0,1844 7)myz - 0,0284 {~ 0,1251 0,1818 | - 0,1581 0,3403 |+ 2,24
0, " 1/0,1111 =+ 5,6476) 2 = 7) + 0,1771 |+ 0,0594 0,1724 | - 0,2888 0,1199 6,03
a) +1,1016 { + 1,7280 | + 0,7200 4,2264 |+ 20,00
@, = =1,1520 m__ = = 0,1946 | x)m_, 0,2242 0,6653 | ~ 0,3892 2,4496 | - 48,85
myy =+ 0,6784 ;= +0,8118 ;7).;;yu 0,5507 0,8002 | - 0,7004 1,4980 | + 9,87
m, =~ 0,0604m =~ 0,3352] 2)m 0,0199 0,0578 | + 0,0968 0,0402 | - 2,02
m,, = 1/0,3068 = +3,2503 ) Z =) 0,3068 0,2045 | - 0,2727 0,2386 | - 20,80
b) 5,1300 | - 0,5400 9,1820 | + 155,00
my =~ 3,4200 m == 0,6777 | x)u_, 1,9757 | - 1,1554 7,2721 | ~ 144,43
LI 0,9856 m L=+ 1,1798 'i)myb 1,1626 | - 1,0176 2,176?/ + 14,35
mp =~ 01724 @ = - 0,0735 ‘i)mzb 0,1878 | + 0,281 0,1168 [ - 5,87
my, = ~ 0,2045 @ = - 0,6687 [ B)m , 0,1364 | + 0,1818 0,1691 | + 13,86
ay, ® 1/1,8875 =+ 00,5028 Z = D) 1,6875 | - 2,2500 0,5826 | + 32,02
°) v = Kin = a7 + 17,2800 | + 18,5000 | + 125,00
m =~ 200008 =- 0,378 x)m“ vy = Kimyy + vampe = + 78,39 - 0,8757 4,2527 | - 84,46
L 0:8621 my, =+ 1,0324 y)myc va = Kimgy + vy + vamge = - 60,78 - 9,8907 1,9051 [ + 12,56
Tee T Y 02889 B = * 1,6313 —i)mzc vy T Kt Yama P e t Ve T 56,85 = 0,4712 0,1857 1 + 9,83
o ® *+ 0,2727 m =+ 0,8889 | B)u vy T K+ von, ¥ ovamy, b oo ¥ vamye T 97,53 - 0,2424 0,2121 | - 18,48
Bpe * + 2,2500 m = + 1,3333 i))mbc v T Kt vy ¥ Ve Y Yot T YTt Yo T-L203 | - 3,0000 0,7500 | + 43,89
LI 1/2,0000 a + 0,5000 + 2,0000 2,0000 | + 88,30

o™ o

ojduwaxy .1

- €01 -



104 -~ Ezemplos ngnéricos

C&lcule das férgas nas estaecas conf. equ, (13a)

volal
estaca P.v_ pyvy P,v, Pe¥a Pp¥p P.% - XN

1 — 1,20 ] 0 0 +117,59]~ 44,17+ 72,2 ¢
2 - 0,96 | - 35,11 |+ 27,29 - 43,62 + 94,07 ] + 41,7 "
3 - 0,96 | - 58,52 0 - 72,70 j+ 94,07 + 35,34}~ 2,8 X
4 ~ 0,96 | + 58,52 0 0 0 - 35,34|+ 22,2 ™
S - 1,20 0 0 0 0 0 - 1,29
6 - 1,20 0 0 0 0 + 44,17+ 43,0 ™
7 - 1,20 0 0 0 0 4 88,34/+ BT,1 ™
Quahdou houver virios casos de carga, em vez do céiculo de

v e N, determina-se a matriz recfproca partinde dos valores auxi-

lieres da e]limina.gao (quanto & easses férmulas, vide, per exemplo,
LUETKENS, Methoden der Rahmenstatik, Berlim 1948, p. 67},

Bee

[3be
Pac
JAETS
f37e
[Sxe
[Sb
[ab
/7 zb
fi7o
/£ =b
[3 e
(3 ze
Pya
/Pxa

= Pee = 4 0,5000
-/'?ccmbc = ¢+ 0,8667
= pccmac +Bbcab = 0

E/?ccmzc +£€P°mzb +/?&cmza = + 0,1667
= fec®ye * Boc®yo * [Facya * 2%z = + 1,3333
= [fec®xe ﬁ(?bcmxb +/?acmza WAET +Z?ycmxy = - 0,5000
= Bocmpe * =y = + 1,4815
" Poc®ac +['>bbmab = - 0,3951
=ﬁbcmzc *Ebbmzb +pa.bmgza. = - 0,2222
=Pocye */Robsb */atya */Darys = + 2,0741
= [Soe®ze * Rpp®xb * [FabPza */CebTret [Fyplyy = = 08889
-/?acmac */Sabab- ¥ Pae = + 3,5226
= Lac®ze * Lab®zb */Paaza = - 0,7963
= Pac®ye * [Fatyb /ey */S2a"ys = + 2,2469

x/fgcmxc +l§abmxb +f?&amxa +/2zamxz+/?yamxy = - 0,2963
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ﬁzz -Ezcmzc +/-?zbmzb +ﬁzsmzm Ry = +6,4028
Lyz = Pzc®c T Fzb%yb ¥ [Fuaye */2 22"z +0,4444
RBxz =[02c%xc * Bab®xb ¥ Lza"xa ¥ 22"z Yy sy = =0,1667
= I = 9 9
RYy [}yc-yc + /.?ybmyb + Byumya + /?yzmyz + myy +6,925
Bxy = Rycmxc + [?ybmxb + /.?yamxa + /?yzmxz + /-?yymxy = ~1,7778
== * FxcPxe T FxbPxb  Sxa"xa *[2 22"z Y Py sy R T +0,8333
Matriz reciproce S“1 de rigidez
x h4 z & b c
+ 0,8333 ~ 1,7778} - 0,1667 | ~ 0,2963 | - 0,8889 )~ 06,5000
- 1,7718 +-6,9259 | + 0,4444 | + 2,2469 | + 2,0741 | + 1,3333
z | - 0,1667 + 0,4444 | + 6,4028 | - 0,7963 | -~ 0,2222 } + 0,1667
a | -~ 0,2963 + 2,2469 ] - 0,7963 | + 3,5226 | - 0,3951 1]
b | - 00,8889 + 2,0741} - 06,2222 | - 0,3951 } + 1,4815] + 0,6687
e | - 0,5000 + 1,3333 | + 0,1667 o + 00,8687 | + 0,5000
Multiplicando esta matriz pelos vetores des estacas resul-
tam o3 vetores de influéncia, por exemplo, para a estaca 1:

xl

s}

hg ]

o e e

cl

Resultem os seguintes valores:

*/©xcPx1 +ﬁycpyl *fPacPa1 Y/ PazPal t oo

B aPsl *LyPy1 *P2xPr1 H/FaxPel *SBbxPul T exPel
PxPn LRyyPy1 * oo
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_Cm;gg@gmtioghzetmue influéncia
f::a fx f7 fz fa fb fc
1 0,0000 0,0000| - 0,6667 | - 0,8889 | + 0,6667 0,0000
2 00,0000 00,0000 + 2,0833 00,0000 0,0000 0,0000
3 0,0000 0,0000 | - 1,2500 | + 1,1111 ©,0000 0,0000
4 0,0000 | + 1,8687 0,0000 | + 1,1212] O0,0000 0,0000
5|+ 0,8333 |~ 1,7778 | - 0,16867 | - 0,2963 | — 0,8889 | - 0,5000
6 |+ 0,3333 | ~ 0,4444 0,0000 | - 0,2963 | - 0,2222 0,0000
7 |- 0,1667 | + 0,8889 | + 0,1667 | — 0,2963 | + 0,4444 | + 0,5000

Ag forges intermes resultem cemo Ni z_ﬁ.x fi’ por exemple, pa eg~

tace 7, pare o carge deda
N, = 250(-0,1667)+ 0 + 20x0,1667 + 20(-0,2983)+ 155X0,8444+125%0,5=
= ¢+ 87, 1t o

Néaste caso geral ndo tem velor prdtico e determimacZo des dire-
¢oes principeic do deslocamento, do giro, dos eizes centrdis e
eixos eldsticosz. Para as diregoes principasis do deslocamento e as

direcoes doz eixos centraim, resulteriem os seguintes cosemes dis

retores: ‘

Uy = + 0,99384 qu = - 0,05840 9, =+ 0.06847
qyz = + 0,072192 qyy = 4+ 0,97274 qyz a - 0,22037
Qe =~ 0,05373 qzy = + 0,22442 9, =+ 0,97301

0Os coeficientes principais da matriz trenaformada seriam:

S!'_ = + 5,93908
xx

B

S = + 0,84373
vy

#

S' =+ 0,16477 , S?_=S' =S' =0
2z Xy Xz ¥z
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22 Exemplo

Todas &s astacas 6‘\\ @
Y \‘roo
o= 152 /
equ. (2): |
t:mxﬁ*S = gen 15%0845¢2 /
= 0,1830 é"»‘"
Ha=15%
(=]

= 4
— 4) 4 5
2 £
II~Z )
—; I?ajs) .
T SR G R O 500 M
%8<] 4
0,50 -
b
~— > ®

,oAP.a o]

Fig.43 - Dados do 2° Exemplo
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1. Componentes desz estacas

Exemploes numéricos

z =0 P p P P Py, P
Estace) y z x y z @ b ¢
m m m |
1 |+1,0|+2,5|+0,9659| +0,2588| +0 ~0,6470| +2,415| -0,9659
2 [+1,0]+1,0 " 0 +0,2588) +0,2588| +0,966{ -
a |+1,6}-1,0 " 2 -0,2588!-0,2588| -0,966|~ ©
4 |+1,0|-2,5 " |+0,2588] 0 +0,6470]-2,415|- ©
5 [-1,00+2,5 " 1.0,1830]+0,1830]+0,2745|+2,415|+ *
6 |-1,0[+1,0 n 140,258 0 -0,2588|+v,966|+ "
7 |-1,0{-1,0 w |+0,2588] 0 +0,2588|-0,966]+ &
8 |-1,0l-2,5 © 1.0,1830|-0,1830 |-0,2745-2,415{+ "
2, Coelicientes de rigidez

S =8 =8 cos215° - 7,464

= [+

sxy = 2x0,9659(2%0,2588 ~ 0,1830) -~ + 0,6464

S =S _=S§S,=S =S =§S =S, =8 = 0

Xz e xb x¢ hE ya yb z2c

S = 2x0,18302 + 4x0,2588°% - + 0,3349

¥y

S = -2x0,9859X0,1830 = - 0,3536

yec

s = 2(0,25882 + 0,18302) = + 0,2010

ZzZ .

S0 = 2(@,25882 + 0,1830%0,2745) = + 0.2345

S,p = 2{6,2588%0,966 + 0,1830x2,415) = + 1,3839

S, - 2(0.8470% + 0,2745%) + 4x0,2588> = + 1,2560

S.p = -2x2,415(0.6470 - 0,2745) = - 1,7992

Syp ® 4(2,415% + 0,966%) = +27,06

3. Carges no plenc de simetria
triz S =
cargas ne Xy¥sC

R_= + 450 t x y c

“R = + 48 " + 7,464 |+ 0,6464 0
b4
R, = 450%0,8 ~ 48x1,5 + 0,6464|+ 0,3349 - 0,3536

= + 63 tm c 0 - 0,3536|+ 7,464
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Nove sisteme das coordenadas:

2X0,6464 o
R A e = =
equ. (41): tg 2(? L] 7,464 — 0,335 0,18185..0 ¢ = 5,14

sen ¢/ = 0,0896
cos (p = 0,9960

equ. (42) : x, - -0L354x7,§§4 5 = -1,267 =
7,464%0,335 ~ 0,6464
. - 0,354X0,6464  _ _
Yo —3 0,110 m

7,464%0,335 - 0,6464

v —
: . 4464 ~ 0, 2
equ.(37): s - 12484 £ 0,335 i.\[( 1284 = 9.939) " + 0,644

¥y
s' = 7,502 S* = 0,2768
XX Iy
equ.{40): S!_ = 7,464(1 + 0,110%) + 0,3349x1,267% -
- 2x1,287(0,3536 + 0,6464%X0,110) = 7,016

R;:%Ocosgo+485en(p = 452 ¢t
L =
Ry 430 aenp + 48 coa P 7,48%
R! = 450(0,30 - 0,110) ~ 48(1,50 ~ 1,267) = 74,4 tm
452 7,49 74,4
. [ - = 1 ei——— o Y et
equ.{43): Ve = T.528 60,2 V5 = 5,768 27,1 v} 7,016 @10,81
equ.(44): v_ = 60,2 cos ¢ ~ 27,lsen ¢ ~ 10,61x0,110 = 56,3
v. = 60,2 sen(p + 27,lcos (p + 10,61X1,267 = 45,8
y 9 L P 5 @ s 3 9
v_ = 10,61
[+
Contréle: o
7,464X56,3 + 0,6464x45,8 =450 ¢ = Rx

0,646x56,3 + 0,3349%45,8 ~ 0,3536X10,81 - 48 ¢ = R
- 0,3536x45,8 + 7,464X10,61 =63 ta = R_

Naturalmente poder-se-~iem obter os valores Ve Voo ¥ também por

[

solugdo direta das 3 equegses correspondentes & matriz S, y,¢°
3J 9
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4, Cerges num plano rmormal ac plano de simetria

carge Rz =15 ¢ z e b
R, = 15%0,5 = + 7,5 tw metriz + 0,2010{+ 0,2345+1,3839(=
Bb = 13%X2,8 = + 42 " Sz eb = + 0,2345 |+ 1,2580]-1,799 (=
b Ael | -
+ 1,3839|- 21,7992 427,06 |b
Novo zistema des coordenadas:
11,3838 00,2348
= = 49098 Cm emtSRED
x¢3 0,2010 6,80 m yo 0,2010 + 1,167 =
equ. (49): sp. =S, = 0,200
S;a = 1,256 - 1,187Tx0,2345 = 0,8825
Sg, = 27,06 - 6,89x1,3839 = 17,53
0,2345x]1 ,383%
[ - = -
S 1,7992 -4-———-&——-—0’2010 3,414

2x3,.41

equ. (50): tg 2'1}' = m = 0,422%... v 311,2l°.,

seny = 0,1944
coz vy = 0,9808

ae
bb

W
s ~ 0,3058

Coordenades do ponto de aplicageo de

i
g

s . L33 0,98 5 \ﬂ

17,53 - 0,98 )2 + 3.414
]

2

e
Spy, = 18,

ﬂg = 13 ¢:

_y;'[‘ = -{6,89 - 2,80)cosy + (1,167 - 0,50)comyy=

Cargae no nove zisteme:
ul
R =R
z 2

+ 15 ¢t

i
Ra = - 1,448%15 = - 21,73 tm

)
Rlb = - 3,879x15 = - 58,18
Movimento elédatico mo movo sisteme:

mo_ 13 _ . w 21,73
V. T 08070 - ¢ Th85 v, 0,3058

= - 71,13 v

204

= (6,89 - 2,80)sen y - {1,287 - o,so)cosy =+ 3,879 m

~ 1,449 ”

W 58,18

b 18,204

2

-3,20
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Coordenadas de velha origem mo novo zistema:
xﬂ_- 8,89 cosy - 1,167 seny = 6,53 m
L - = ]
Ve 6,89 seny + 1,187 cos¥ 2,48
Movimento.eldstico no velho sistema:

v, = 71,6 + 2,48x71,1 + 6,53x3,20 = + 272

z
Ve --71,} cosy + 3,20 seny = - 89,0
b = -71.1 sensy - 3,20 cos vy . = - 16,96

Observageo: E interessante cbserver que o zimal megative em va'in-

dica uwm giro .anti-herério, apesar de H2 egir no sentido herérie em

relagio 2o eixe x. Intervém de fato a agao de H2~em relag@o ac ei-

o eldatico x" . .

Contréle: 0,2010x272 - 0,2345x69,0 — 1,3839x16,96 = 15 = Rz
0,2345x272 - 1,2560%x69,0 + 1,7992X16,96 = 7,5 = R_
1,3839x272 + 1,7992x69,0 -~ 27,06%x16,96 = 42 = Ry

A solugao direta das 3 equagoes correspondentes & Sz a.p Seria ne-
¥

turalmente néste case bem mais simples.

5. Férces mormeis nes estacas

some
Estaca 56,3'px 45,8 py . 272 P, v-69,0 Py -16,96 Py 10,61 P = N
t t t t t t

+ 54,4 + 11,9 4] + 44,7 - 40,9 - 10,2 +59,8

2 + 54,4 0 + 70,4} - 17,9 - 16,4 - 10,2 +80,3

3 + 54,4 0 - 70,4] + 17,9 +716,4 |- 10,2 + 8,1

4 + 54,4 | + 11,@ 0 - 44,7 + 40,9 - 10,2 +52,3

5 + 54,4 | - 8,4 | + 49,8] - 18,9 - 40,9 + 1@,2 +46,2

6 + 54,4 | + 11,9 o + 17,9 - 16,4 + 10,2 +78,0

7 + 54,4 | + 11,9 0 - 17,9 + 16,4 + 10,2 +75,0

8 + 54,4 | - 8,4 | - 49,8] + 18,9 + 40,9 + 10,2 ‘] +66,2
colune 1 2 3 4 5 8

A soma das colunas 3, 4 e 3 represente o efeito de H2 = 15 t. Os
efeitos de ¥ = 450 ¢ e de Hi = 48 t representsdos juntos pelas
colunas 1, 2 e 6 ne€s podem ser zeparadas néste célculo. Para cascs

de carga varidvel, recomenda-se a determinaggo de metriz reciproca
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ou dos vetores de influéncia.

32 Exemplo
Serd celculado um trecho de 2,40 m

de largura. Néste trecho hf
1 estece n? 1| grupo I (n® 1 e 3)
1 0w o2l g =g, o = 202

I
1 " " 3| grupo I11(n2 2 e 4)
n "
2 4 831 = 3y, X =0
I

C.E., na interse¢ao dasz linhas de
gravidade. Altura do C.E, :

1,00
tg 202

= 2,75 m

€arga pars 2,40 m largura

V = 60x2,4 = 144 t(aplic. mo C.E,) G _
E=10x2,4 = 24 " o ‘:L I
¥ =2 10%0,75x2,4 = £ 18 tm g‘;ﬁ l e :

=0,563 m

AV
s . 2 2 , l
J = 2x0,568%+ 1,60° + 2x0,80°= 4,47 TﬁAaa —j)

Grupe I {equ.(58) com s = 1)

raios des estaces 1: 0,60 cos 20°% @« —— %}

- , & 0,50
¥ % 144%0 + 24%1 + 18 (_ 0,562)
sen 20¢ 4,47
= 35,1 ¥ 2,3 = + 32,8 até + 37,4 ¢ Fig.44 - 3° Exemplo
<+
N3 = 35,1 - 2,3 n " n
Grupo II
1 144 sep 202 -~ 24 cos 202 + 18
No=3 sen 208 1,47 "1,60)
= 26,0 % 6,4 = + 19,6 até + 32,4 ¢
+ _18 +
N, = 26,0 2 ———-0,80 = 26,0 = 3,2 + 22,8 " 4+ 29,2V
4 ? 4’47 s ? 5 2 H
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4° Exemplo

xewplo

49

\ sentido-®

T

s excentricidade
~ O%0 noO

H1= 40t
e

Nl
’ unmﬂ.‘.. gbi

=Bl v

>

X

000N A0 a0 a0

AN ///////MM N wm///u///// ////&

Q

] Q0

|

excentrici- 0,30
dade
V=i

Lz =
(o11yugn) 3G€ 7 °H

45 - 4° Exeamplo

Fig.
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S, = 6+ 8cos” 158 + 6 cos” 129 = 6 + 7,4641 + 5,740 = 19,20

S_ = 8 sen® 15¢ = 0,5359

7y
syc = - 4(1,4 + 1,0) sen 152 cos 152 = - 9,6X0,25 = - 2,40
S, = 6x1,4% « 4x1,4% coz® 15 + 4x1,0% coa® 15 = + 22,8

S,, = ¢ sen® 152 (1,42 + 4,22) =45, 26

S = 6 men® 122 = 0,2594
z2Z

S,, = 2 sen 122 cos 122(0,7 + 2,1 + 3,5) = 0,2034X6,3 = 2,56

o8, = x2,8% ¢ 4 c0s®150(1,4% + 4,2%) + 2 cos? 122(0,7%42,1%43,57)-

= 31,4 + 73,2 + 32,8 = 137,2

1# C.E. conf.(42a): =! = ¢ 2,40/0,5359 = + 4,48 m

con?., (40a): s:_ = 22,8 ~ 2,40%/0,5359 = 12,04
22 C.E. SO 2,56/0,2594 = + 9,88 m
sy, = 137,2 - 2,562/0,2504 = 111,9

i
Y
5
% R —
‘2 i\ R
[ : ©
% o0& cos. 15° -
I =O,19 . - 03,
hel
o /L‘ : g
1591357 -eg
229 \ o
Q‘lgi Y
, » v =3
£ N L/ Al
@ 55 9 Y QS
9o 99 2o S o\g oY o8 5]‘?(\2\@
[ X O - -‘o.‘ 3%} AR A W A\ - q Q,J{/)/ ln, \ w
< w o o w Wy L von oy L438e] o
o Y - u

Fig.46a - Posiglo dos C.E.
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A dﬁ@p@@ig&@ simples do eotegueamento permite obter &sses
regultcdos tembém de uma mareirs mais direta. A fig. mostra o este-
queamente projetado sdbre oz plames K/y @ y/ze Em cada trago repre—
sentente duma estace désses estegueamentos pl'a.nom é inécrita e ri-
gidez gue & igual & some des estacas aplicadas meste reta multipli-

cado peleo cosz do éngulo gue forma & estaca com o respective plemeo.

Sty = 2 [1,866(4,22 + 1,4%) + 2x1,0x1,372 + 2,0X2,82] = 111,89

2 2
s, = 2 [3,0x1,4% + 2x2,0x0,10 1= 12,04

a) efeito - de V = 1600 t {excémtrico)
B_= 1600 t, R = 0,3x1600 = - 480 tm,
B, =+ B,15x1600 = + 240 t=

1800 480

240 ... _
- 1800 e . g 4 === 1o = g
Nl 19,20 cog 15 111’9X4,2 cos 152 + 12’041.),__19 7.3 ¢
N, = 80,8 - 17,4 - 8.8 =504 "
ng = n + " + 3.3 = ¥3Li3w
N20 = w + L - 2.8 =94.2
1600 480 -
= 2 o 1 N : =
By =1g,5 cos 12 11,8 X 1437 5.7 "
ﬂlS = 81,6 + ‘5.9 =a7.8 "
1600 480 249
N¢ = 19,2 = T11,9°28 12,04 »% = 434
N = 83,3 - 12,0 + 27,9 = 99,2 "
NIG - 4] kS " - " = 67,4 o
NIT = L < L] + " ’123,2 w

-As estaces regtantes tém forg¢as normeis memores.
b) efeito de H = 40 ¢ (excéntrico)

R} = 40 t, R.c =0 ... & pequena excentricidade de 0,02 m
seréd desprezeda
R = + 40X0,40 = 16 tn

. 40 i

= + T—=oTa 2 - 8 2 = X -
l‘wl + 50,5359 sen 13 5,:2_5 4,2 sen 15 + 6.0
Np = - 19,3 + 3.3 =~ - 150"

]

N19= + LU + 4] + 122,-6- w
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Nog = - 18,3 = ¥ ==-22.6%
ap eatacaa 7, 8, 13, 14 tém forge menor, as restantes férga nula.

c) efeito de B, = 35t

B! =35t RI=- 35(9,88 - 7,00) =-101,5 tm

: . oS 101,5 .
Na * 0,2594 °°0 122 - 111,9‘*1’37 = + 26:9°¢C
Ng = 4 2891 < 1’2 = 4 29’3 o«
Nio = - " - " = a-29,3"
le = - o . « . -326.8 0
103,38

B o et X e - @
M 111,80 422 cos 13 = ~ 3,7
Fg o= - 3,7 -3, ®
ng = + " = 4+3,7 ®
N20~- + " .48, "

0s valores extremos sao encontrades por superposigio deaz 3

efeitos.

52 Exemplo

0 estaqueamento & simétrico ao plano x/y. Pela introduggd
das estaces equivelentes temos de consideraer na tabela 56 18 este-
cas em vez de 32. De fato usaeremos & tabele 86 para owter o8 coe-
ficientes Sze’ Sjc’ scc’ Szb’ S&a, sab’
cientes S__, S , S:- , 8 sao obtidos com mais facilidade pela
xx’ yy® ¥ ZZ
tabele trigonoméirice nc fim do livro, sem usar as estaces equiva-

Sbb de rigidez. 0s cogfi-

lentes. O projeto foi escolhido de forma a obrter S = 0, Pela es-
colha da origem torna-se também Sza =0 porqde o planc x/z é plamo

de gravidade de tddas es estacas com p25£ 0.
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52 Exemplo

do 5° Fzemplo

- Dados

Fig.46



:
| Estajtigh)  x = 0 p P p p P Po ||8 PP|8 P sp- |spp) splsppl 80D
}—ca —dez y(m) z(m) x y z a b c [ ypc c z'H ) at b b
al{e)1,4 [+3,0]+2,00( +1,000 0 +2,050 {~3,00{|~ 4,20 + 12,60 + 5,88
B 3,2 |-2,0]+1,55 +1,000 +1,550 |+2,00{|+ 6,40| O + 12,80 + 7,68
c(7)|1,4 |[-7,0}+1,05] +1,000| O 0 0 +1,050 [+7,00||+ 9,80 + 68,60 + 1,54
D(8)]1,25|+4,0f+1,2 | +0,961 +0,276|+1,102 | +1,154 (-3,85/|~- 4,62 + 18,52[+0,40 }+1,52 |+1,59 |+ 1,66
E 2,5 0 |+1,0 |j+0,981 +0,276| © +0,961| 0 0 0. 0 |+0,66{ 0 0 + 2,31
F(2)}1,25(-4,0}+0,8 | +0,961 +0,276{~1,102 | +0,770 |+3,85/|+ 4,82 + 18,52[+0,27 1+1,82 |-1,08 | + 0,74
G@4){1,4 [+3,0] o +0,9891-0,148| 0 0 0 -2,97||~ 4,11{+0,62 | + 12,35| 0 0 0 0
‘B ,2 {-2,0] o +0,980{-0,148] O 0 0 +1,08l+ 6,27)-0,94 | + 12,54] © 0 0 0
1(19){1,4 |-7,0] o© +0,989|-0,148| © 0 0 +6,02+ 9,568{-1,43 | + 67,05 © 0 0 0
J@t){1,28|+4,0]-1,2 | +0,961| o -0,276{-1,102 | -1,154 -3,85 - 4,62 + 18,52(+0,40 [+1,52|+1,59 | + 1,66
K |2,6 0 {-1,0 }|+0,961] o© -0,276| 0 0,961 o0 0 0 |+0,66| o0 40 + 2,81
L@9)|1,28]~4,0{-0,8 || +0,9681] © -0,276|+1,102 | -0,770 |+3,85)+ 4,62 + 18,52(40,27 |+1,62 ~1,08 | + 0,74
M@ 1,4 |+3,0|-2,05 || +1,000 0 0 -2,050 |-3,00]|= 4,20| © + 12,60 © 0 0 + 5,88
N »2 [=2,0([=1,56 | +1,000 0 0 -1,5501+2,00}|+ 6,40 0 + 12,80 o 0 0 + 7,68
0@9)[1,4 |=7,0[-1,06] +1,000 0 ] -1,050 {+7,00[[+ 9,80 0 + 68,80| o0 ] 0 + 1,54
P(1) 4,914 |+5,0[+2,25 | +0,974]+0,2258] . 0 -0,506 | +2,192]-4,87||- 5,27|~1,22 | + 26,35 +0,28 |-1,23 | + 5,34
0 1,778 +5,0| o +0,074]+0,225 0 0 0 -4,87|~ 8,43]~1,95 | + 42,17 0 0 0
R@6) |1 11]+5,0}-2,25 [ +0,074{+0,226 +0,806 | -2,192|-4,87)\~ 5,27|-1,22 | + 26,35 +0,28 1~1,23 | + 5,34
T = +18,77|-6,14 | +448,89|+2,66 |+6,64 (-1,40 | +50,30
i ch Syc Scc Szb Saa. sab sbb

811

so2119wnu sojduwazy
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X vy ¢ z e b
x |+ 30,91] 0 |+ 16,77 z |+ 0,176 0 | + 2,66
0 |+0,33]- 6,14 a| o0 |+6,64|-1,40
c |+ 16,77}~ 6,14+ 448,89] - b |+ 2,66| - 1,40 | +50.30

Estudaremos 86 o efeito da carga horizontal H = 50 t pera-
lele a0 eixo z. As Z0rges nes estaces assim obtidas deverac ser
superpeatec ds forgas resultentes das outras componentes da carga
total. OIreppectivo célculo seria bem fécil porque x. y, z s&o di-

regoes principais.

Temos:
"R =R =20
x y
R = 4+ 50 ¢t
%

R& = + 30X3 = + 250 tm
Rb = 4+ 30x2 = + 100 tm
B =0
¢ ) -~
Resolveremos diretemente as 3 equagao z), a), b) sem

trensformagao, usando o método de elimimagao seg. GAUSS,

Valores auxiliares m |equagaq v v v s bﬁmemg;o
N z a b ]
1 :
%2078 " " 1,316 z) + 0,76] '0- |+ 2,66]|+ 3,42 |+ 50,00
a) 0 |+ 8,64j- 1,40]+ 5,24+ 250,00
m =0 z)m .0 0 -0 ]
za b:1=9
I —
B, = §.64 = + 0,151 a + 8,64/~ 1-40|+ 5,.24{+ 250,00
b) + 2,86 [~ 1,40|+50,30 |+ 51,56|+ 100,00
== ~2,66x1,316--3,50] 2)m -~ 9,31 ]~ 11,97|~ 175,05
m = +1,40x0,151=40,211 B)m_, ~ 0,20+ 1,i1{+ 52,75
1 —
Sy = 30,70 ~ * 0,0246 | b) +40,70 |+ 40,70~ 22,30
‘v, = - 22,30x0,0246 = - 0,55
v, = 250x0,151 - 0,55x0,211 = 37,6

v, = 50x1,316 -~ 0,55(-3,501) + 37,6x0 = 87,7

Nas férmulas pera as férgas nas estacas equivalentes ape-

rece como fator a rigidez s. Substituinde s por 1 resulte a firga
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Exemplos numéricos

na respectiva eataca real,

25

o= 2 w % =

14

=

18

gseus velores absolutos.

+

4

0

o

o
0,276x67,7
0,276X67,7
0,276X67,7

10,276x67,7

0

0

- 0,506¥37,6 +

+ 0,506x37,6

0 +
0 +

0 -

[4] -

+ 1,102%37,6 +

1,102%37,6 +
1,102x37,6 =

1,102x37,6 ~

0

0

2,192x(=0,55)
2,192x(-0,55)
2,050x(~0,55)
1,050%(~0,55)
2,050%(-0,55)
1,050x(=0,55)
1,154X(-0,55)
0,770x(-0,55)
1,154x{-C,535)
0,770%(-0,55)
0

0

As fiérgas normeis nes estacas reastantes

62 Exemplo

Fig.

<

- 20,2 ¢

= + 59,5 ©

e - 59,5 ®

-~
320 mMOROres nos

= (C-E)y, _
o] ( .) Hy-3°t

1150 1,50 | 4,501 4,50k g

47 - Dados do 6° Exemplo



Eateca| comprim. rigidez|coordenadas cemponentes dos vetores das estacaes
o s % y ® Py Py Py Py P P,
m @ ] a
1 11,2 102 | 1,43 + 6,10 +3;00 +0,80|+0,986 0 +#0,174 | + 0.621] O =2,964
2 [12,8 152 | 1,26 " le1,80 +0,90‘+0,966 + 0,259 0 = 0,234+0,860{-0,129
3 16,2 09 { 1,06 ” 0 |+0,80(+1,000 0 0 0 [+0,000] O
4 13,0 1682 | 0,89 ® |=1,50|+0,90)|+0,068 |~ 0,269 0 + 0,234+0,860|+0,120
5 18,7 108 | 1,02 # [=3,00}+0,90|+0,985 0 +0,174 | - 0,621 0 +2,964
6 17,0 102 | 0,94 143,00 |-0,90|+0,9856 0 +0,174 1= 0,621 0 =2,004
7 13,6 162 [ 1,18 " |+1,60|-0,80(+0,9606 |+ 0,269 0 + 0,234(-0,869(-0,129
8 16,6 02} 0,97 f 0 |=0,80(+1,000 0 0 0 «0,900( 0
9 19,5 16921 0,82 " |=1,80(=0,00{+0,966 |- 0,259 0 = 0,234|-=0,860|+0,12¢0
10 20,5 102 { 0,78 “ 1-3,00|-0,90)+0,088 0 =0,174 | + 0,521 0 +2,0084 -

c1dmaxg .9

- 1381 -
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Ezcolhemos e origem num dos ceniros eldsticos do estaquea-—

mento simplificado para faciliter o cdlenlo. A rigidez s das esta-

cas & inversamente proporcional ao comprimento. Para obter valores

s em tormoc de 1, formemos g = ﬂG/f',rsemd@ 18 m o médie aritmética

dos comprimentos-

S
XX

+ 0,9662(1,25 + 0,89 + 1,18 + 0,82) + 1,000%(1,05 + 0,97)

S
xy

S
Iz

=

Coeficientes da rigidez
0,9852(1,43 + 1,02 + 0,94 + 0,78) +

0,966%0,259(1,25 - 0,89 + 1,18 - 0,82)

0,685%0,1736(1,43 + 1,02 ~ 0,94 - 0,78)

S_, = 0,9850,521(2,43 - 1,02 - 0,94 + 0,78)

S_p = 0,966X0.869(1,25 + 0,89 - 1,18 - 0,82) +-

+ 0,900%1,000(1,05 - 0,97)

S .= 0,985%2,054(-1,43 + 1,02 - 0,94 + 0,78) +

+ 0,986x0,129(~1,25 + 0,89 ~ 1,18 + 0,82)

S
has

S
¥z

S
ya

,syb
S
ye

ZZ

S
za

S.
zc

=

0,259%(1,25 + 0,80 + 1,18 + 0,82)

S, = ©

0,259x6,234(-1,25 - 0,89 + 1,18 + 0,82)
0,255%0,869(1,25 - 0,89 - 1,18 + 0,82)
©,259%0,129(-1,25 - 0,89 - 1,18 ~ £,82)
0,17362(1.43 + 1,02 + 0,94 + 0,78)
0.1736X0,522(1,43 -~ 1,02 + 0,94 —~ 0,78]

0,1736%2,954(~1,43 + 1,02 + 0,94 ~ 0,78)

s, = 0,521%(1,43 + 1,02 + 0,94 +0,78) +

+ 0,2342(1.25 + 0,89 + 1,18 + 0,82)

Sep = 0,234x0,869(-1,25 + 0,89 - 1,18 + 0,82)

s
ac

0,521x2,954(-1,43 - 1,02 + 0,94 + 0,78) +

+ 0,234x0,129(+ 1,25 + 0,89 ~ 1,18 - 0,82)

0,19

1,75

0,28

1,36

0,15

1,12



b

6¢ Exemplo

+0,9002( 1,05 + 0,97 )

b

[+

+0,129%(1,25 + 0,89 + 1,18 + 0,82)

Sy, = 0,8697(1,25 + 0,89 + 1,18 + 0.82) +

Spe = 0,869x0,129(-1,25 + 0,89 + 1,18 - 0,82}

S, = 2,954%(1,43 + 1,02 + 0,94 + 0,78) +

Cargat Rx = + 600 ¢
B =- 30"
y . -
B, =+ 25"
Ra =+ 251,20 = + 30 tm
R = + 600x0,20 = + 120 "
R, = + 600x0,60 = + 360 "
Matriz:
x y z a b [ R
+ 8,93]+ 0,18/+ 0,12/+ 0,13|~ 0,19/~ 1,75||+ 600
+ 0,18{+ 0,28 0 |- 0,01 0 .- 0,14]- 30
z |+ 0,12 0 [+ 0,13]+ 0,05 0 |- 0,13+ 25
+ 0,131~ 0,014+ 0,05{+ 1,36]|~ 0,15|- 1,12)+ 30
+ 0,19 0 | 0 |-0,15]+ 4,77 0 i+ 120
e |- 1,75]- ©,14|- 0,13{- 1,12 0 |+ 36,48]}+ 360
Iteragao:
- % |- 0,018|- 0,012|- 0,013 |- ©,019|+ 0,176
~ 0,643 X 0 '+ 0,036 0 + 0,500
. 0,923 0 x |< 0,385 0 + 1,000
- 0,086 |+ 0,007~ 0,037 x (+0,110/+ 0,824
- 0,040 o 0 + 0,031]. x
+ 0,048+ 0,004+ 0,004 |+ 0,031 0 X
vg(1)+ 60,4 |- 107,1[+ 192,3{+ 22,1 |+ 25,2 |+ 9,8

L}

L}

- 123 -~
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Forgas nas estacss

Estq v.p_ vypy Y.P. |%aPa | “bPb | "cPe z:vgpg N =3} |N aprox-
ca {s = 1)
1 |+ 61,8 0 |+ 24,2{+ 12,6 0 |- 40,8 + 57,8]+.82,7|{+ 80,3)
2 |~ 60,6/- 36,1 6 |- 5,6{+ 20,4/~ 1,8+ 37,5+ 46,9](+ 47,5)
3 |+ 62,7 0 0 0 |+ 21,2 0 |+ 83,9+ 88,1|/+ 85,6)
4 1+ 60,6|+ 36,1 0 |+ 5,6/+ 20,4]+ 1,8 +124,5 +110,8 +117,9)
5 |+ 61,8 0 |+ 24,2/~ 12,6 0 |+ 40,8/ +114,2|+116.5|:4114.5)
6 |+ 61,8 0 |- 24,2/~ 12,8 0 |- 40,8 - 15,8{- 14,8} - 15,5)
7 |+ 60,68/- 36,1| 0 [+ 5,6/~ 20,4]- 1,8+ 7,9]+ 9,3](+13,5)
8 |+ 62,7 0 0 0 |- 21,2 0 |+ 41,5+ 40,3 (+ 39,2)
9 |+ 80,6|+ 36,1 ¢ |- 5,6/-20,4]+ 1,8+ 72,5|+ 59,5{(+ 62,3)
10 |+ 61,8 0 |- 24,2/+ 12,6 0 |+ 40,8+ 91,0+ 71,0} {+ 67,6)

Ne dltima columa

280

> eacentados os

normeis resultantez de um cdlculo com a= 1 em

vator=8. das férgas

todas es estacas.

Note-se a pequens influémcie da variagac de s, apesar de termos

variagoes de comprimentcs das estacas emtre 11,2 e 20,5 m. O em~-

genheiro projetista deve contentar-se. mormalmente, com 68 valo~

res aproximados obtidos com & hipétese de s= comstente.
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7. 0 PROJETO DO ESTAQUEAMENTO

7-1. Generalidades

4 solugzo Stima dum projeto de estagqueamento depende de
consideragces de:

a) Reasisténeie

b) Economia.

A estética nio intervém porque o ¢stequeamento nso & visfvel nor—
wmelmente, Este fato torma meis racional o problems de achar & me—
lhor solugso.

Quanto & resistémncie, é de motar que & ruptura do estaque-
amento pode ser provecads por resisténcia insuficiente do bleco,
dez estacas ou do sole. Nao trotarcmos aqui dos casoes de sclo fre-
¢o nas pontas, em que o estudo da resisténcia do estaqueamentio §
probleme de mecémice dos solos.

Ma comsideragac da gcomomie, além do préprio comsumo de
material, intervém como fator importante a posgibilidade de uma
execuggo simples. Por exemplo, téda regularidade na dispouiggo do
estagueamento simplifica o movimento de médquina cravedora, imcli-
negoes além dum certo limite encarecem sensivelmente a execugao,
ete.

03 dedos bésicos do projeto apresentam—se na seguinte for-
ma

1. Velor e posigto da cerge.

2. Dados adbre o bloco.

e} Dados geométiricos, éomo cotas do topo do bloeco, impostes, por
exemplo, pelo pisc do sub-solo, cctas da base do bloco,, impostas,
bor exemplo, pelo nfvel ddgua, c espago disponivel.

b) Dades sébre a resistémecis do material do bloso.

¢) Prego doe materiasis do bloco.

3. Dados sobre o 8o0lo e a8 estacas a serem usadaas

a) Dedos geométricos, como didmetro, disténcia mfnima entre eixos,
espago disponivel, inclimageo méxima, profundidade da camada resis-
teute, ete.

b) Cerge admissivel 3 compressao e & tragao.

¢} Prego das estocos,
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0 problemea consiste em escolher; dentire as disposigSes do
estaqueamento resistentes &s cargas dedes, a meis econdmica. In-
felizmente nao podemos atacer €ste problema ne sua forme meis ge-—
ral. 0 motivo & & complexidade do assunto, como logo perceberemos.

As dificuldades surgem principalmente nos dades "Velor e
posicac da carge". Normalmente a "carga'" & deda por umea tabele
que contém os velores resultantes do célculo da superestrutura.

No caso de um galpgo industriel, por exemplo, achamos na tabela as
componentes de R referidas a ume certa origem ~ por ex.; "pé da
coluna® — resultantes dos seguintes casos de carregamento: péso
préprio, sobrecarga, vento da esquerda, da direita, choque late-—
ral e frenagem nas ponte rolante, e outros. 0 péso do bloco, que
depende naturslmente de solugao adotada, deve ser acrescentado 3
carga morta., Namo h§ possibilidade de fazer uma combinagae critice
désses velores porque, para cads estaca, uma ouira combinaggo pode
ser critica. Neturalmente h4 também casos simples — por exX., fun-—
dagao dum muro de grrimo ~ com sé 2 ou 3 casos a cdmbinar.

Metemdticamente fzlando, & carga-ﬁ‘é dada se, para téda
posig¢io dum vetor semi-unitério T, £ér comhecido o valor R, de
forma que-§= R ¥, isto &, deve ser dada a fungao R = £(¥), que
€ uma fungio des 5 varidveis que definem T. A condigac de resis—
téncia exige que a carga admiséfvel, definida de mesma maneira,
ﬁ; = EA;% seja maior gque a carga dada em tods o espago S-dimen—
sional. Usando a capacidade em vez de carge admissfvel, pode
dar-se defini¢ao anfloga da resisténeia.

No que comcerme ao bloco de concreto armado, um tratamen—
to sistemdtico do mfmimo custo também seria muito diffcil. Convém
em todos os casos, adotar dimensoes de bloco tais que o efeito de
ciselhemento possa ser recebido apenas pelo comcreto, Dimensoes
menores sao anti-econdmices devido o ntdmero grande de barras do-
bradas que se tornam necessirias. As vézes um bloco bem pesado
conduz & solugSO menocs dispendiosa porgue o péso do bloco reduz
a variagao da carga. Se esta variaggo j& £or de infeic pequena,

pede ser aconselhdvel o prinmcipic contrério, ou seja & redugao da
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parte morta da carge, por exemplo por um bloco vasado {caixa), ou
por. cutras dieposigSea construtivas.

Vista & complicagac do essunto, 36 estudaremos sistemiti-~
camente 03 casos meis simples possiveis. Tal estudo permitird cer-
tas conclusdes de carfter um pouco msis geral. Sempre ficaréd como
Gltimo critério a elaboragao de vdrios projetos paraleles, obten-

do-ge o meis jnteressante deles por ume comparagao do custo,
7.2. Cavalete

Se a "carga® consistir em forgas cujas resultentes sejam
coplaneres e pasasen sempre pelo mesmo ponto 0, e disposigac indi-
<ede do estagucamento & um cavalete plano com 0 como ponto de im-—
tersegao dos eixos das estacas.

Poara ze ter uma idéia des possibilidades de receber cargas
por cévalete@, szo indicadas ‘me figura 48 az zonas admissiveis pa~
ra 3 tipos particulares de cavalete. Supce~se que tddes as estacas
tenhaz cerge admisaivel & compresséc A = 50t, & tragao A® = -20t.
Tdde fdérga cujo vetor apliceds em 0 for contido ma zone hechurada,
serd admissivel comec carga.

0s primeires doiz caveletes ssc isoatdticos e o cbtengao
grifica da zone edmiszfvel é explicede pele prépria figura. No
terceiro case, esta zona fol obtida por um ¢élculo segunde & e-
quagsn (60}, e julgemos que mao & necessdrio explicd~lo aqui de-
talbademente. Para cada parte continmus do limite de zona, & res-
ponsével ume estaca, Nos ponteoa de discontipuidade do limite en—-
tra em mgaoc outra estaca. A

No caso de se usar como critério de resisténcia a capaci-
dede, em vez da carga admisaivel, podem obter-se figuras andlogas.
No caso de cavaletes isosiéticos, taim figuras teriam o mesmo as-
pecto, mas nos cavaletes hiperésitdticos prae.No que ze segue, limi-
tar-nos—emos ae cllculo com & carga admissivel, sendo &ste o méto-
de mais wsual por enquantc.

Imaginemos aplicadc mo ponto 0 & carga‘ﬁ.en tédes as posi-
coes possiveis, Pela extremidade déste vetor & dade a "szona de

carga”, 0 cavelete tem dimensces suficientes guande for a zona de
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L 3464} 3464

Fig.48 - Zonas admissiveis do cavalete
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cerga inteiramente contide na zona admissivel do cavalete,

A forma mais simples de zome duma cargea veridvel & triepn-
gular, e resulta de ume carga morts vertical V = conatante e duma
forga horizontel gue veria entre I H. Estuderemos &ste ceso siste-
piticamente porque é éle encontrade com frequéncia na prética (pi-
lar de ponte, por exemplo). '

A comparagao de aspecto
ds zome de carge com &= zonas ad-
missfveis conforme a figura 48 en~
zine gue 86 a2z posigoes extremas da
resultante devem ser comsideradea,
Se os vértices E do tridngule da

carge estiverem contidoz na =zona

admissivel, todo o tridngulo es~
teré. Anotsremcs com @ o angulo

e ne Fig.49-Zona triangular da
extremo que forma a resultente carge

com & verticel, de forma que
tg? = Wv
Para carge simétrica, naturelmente um cavalete siméirico
seré a solugdo indicade, Estudaremos as duas possibilidades mos—
iradas no figura 50, Comegemos com & pesquisa da inclimagzo Stima

des estaces no cavelete isostético. Temos, conforme a equagdo
(56a):

) = (i T 22
2 cosX sen of

Fig.50 - Dois tipos de cavalete simétrico
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Como indicador do custo do estaqueamento usaremos e some des car-
ges admissfveis individuais das estacas T A, que &, nc caso pre-

i i a some dos valores N ; portanto:
sente, igusl (ou meior) & s néx.? P

1 g Q
- - - v
T A=F Nogz, = Nlmé.x. * széx., V esx * Senx )

Formando

sen & _ cog X )

d
— 3 A=V tg
d coszc( _ S sen2°(

e fazendo igual a zero esta expressao, resulta:
3

tga;g=’\/tg?: e s s 0 6 s s o o o (105)

0 sinal de ségunda deriveda no imtervalo interessante
0 <X < 452 indice que se¢ trate de minimec., A equaggo (105) for-
nece, poftantop a.inclinaggo des estacas que conduz & minima some
das forg¢as normeis nas estacas.

A relegec V/s A poderia ser chamada de "rendimentc" do
estaqueamento. Usaremos o reciproco do rendimento sob o nome de
"multiplicador de dimemsiornamentc" m, Serie meis légico, porém
menos prétice referir m @ R em vez de A. Conhecendo m pare um

estaqueamento qualguer, o ndmerc necesadério de estacas, caracte-
rizedas pela carge individual admissivel A, & dado per:

mY
A

No cavalete simples temos:

=-—ZV—A= (1 +tg? /tgc( )/;:osc( o o o = (1106)

Este valor & minimo para o conforme (105).
Parae resolver de maneirs andloga o cavalete hiperestdti-
co da fig. 50, vemos de formar,; segundo (60), o valor auxiliar
s .
2
A - 251

¢ as forgas normais sereo

1 (Vcos = + H v cos X + % ‘
N, = == z = = P i2e)
‘}s 2 "A s cos?x Sen X 2 A+ cos® K sen =
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AV

N =
2 + conzd

2

No problema em questao temos os dois paré&metros X e Z a
serem convenicnvemente escolhides. Pode—ze mostrar gue & procura
de uma "inclinagdo 6tima™ nao tem memtido rezl. O respective mul-
tipliceador m diminue sumentando o at€ 902, o.que significe gue as
estacas laterais deveriem ser horizonteisz, o que neo & possivel.
Por &ste motivo, congideramos dade a imclinsgac méxime alcamgével
pele tipe da estace & ser useda sem .sumento considerdével do custo.
Para &Este valor fixo de X , procuramcs a relagao §time entre & ri~
gidez das estacas.

A respeito desta rela;ZQ A , convém . ohserver gue geral-—
mente tddas as estacas empregades no mesmo cavalete terac a mes~
ma rigidez, mas o gue cheamamps de "estaca l. 2, 3" na Pigura 50
serzo pe realidede files de vériez estacas colocedas no mesmo
planc, de modo que os valores 8y> 855 34 aerac preporciconeis aocs
nimercs das estacas de fila respectiva.

Az carges ir lividuais sdmissfveis A1 = Ag, 4 serae sem

2

ddvida propercionais a 8, = 8g5 By de forma que

1
2@1 A 2&1

0 multiplicador de dimensionsmentc & definide por

34
v

o = oo-ooo-ooo(107)

No caso precedente {cavalete isostfiice), confundiu~se csta ex-

pressge com Z:Nméx /V, masg ne cavaleie hiperestdtico o valor li-

mite Nm = A gerd atingido su mas estaces exiremes ou me central

éx.

Temos, portanto:
Ca it
v

v A

substituinde A , resulia:

1+ A
v

m =

2A1 ouw
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1+ A
- B = =7 A2 segundo o caso.

Praticamente intervém ad & primeire forma de m. Temos com A‘Jl“
= N H
Tmdx
¢ of.
m=(1e) (202Xt g,
/ ) em
A + coa ¢

Derivande em relaggo a A ; obtim-se pera um o dedo & distri‘bﬂiggo

étime da rigidez emtre 8, e exXpresss por:

1 2

2 = (tgd -:gg—-' 1) 0052N o & o © o o 0(108)
Introduzlmdoz na expressaze de m, obtém-me:

ms {1+ 2\ tge tgg + tax tgQ Jeesx . .(109)

As. equagoes (108) e (109) &80 representadas na figura 51,
onde se vé que gquase sempre o cavalete asimples é o mais econdmico.
S§ pare imclinagoes muitc pegquenss da resuitante e imclinagoes re—
lativamente fortes des estaces, o fator m ebaixe um pouco, colo-
cando parte das estacas ma pomigao cemtral, Em vez do valor 2 s
indica-se me figure diretamente & perte em ¥ das estaces e serem
colocedas no meio,

Para mostrer a aplicagg.q do diagrama, imaginemos o se—
guinte exemplo: Ne fundegzo dum pilar de ponte age uma carge ver—
tical V= 1 150 ¢, e wme horizomtel H = 2 40 t ne direcac lomgi-
tudinel, Férgaz transveraais serao desprezadas. Dimensiomar ¢ es—
taqueaments com estacas de:carga admigaivel A = 80 t, com imeli-~
nagao méxime X = 62,.e comparar com % = 242,

Temos: ¢ = arctg 40/1158 = 2,08
Pars ¢ = 2% ect = 62, o disgrame indics m = 1,35 ne zoma de cava-

lete simples, Precifa-se de

o= }_E_@‘s%!ﬂ_ = 19,98 < 20 estscas

Pare @ = 22, o = 242, ceimos na zome de caevalete hiperestético
» " 9

sendo m = 1,16; portanto:

m =1 ’-::)(1150 = 18,7 estacas ¥ 17 estacas,

des quais 32% estdo no meio (diagrams de baixo):
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no mefio: ©0,32X18,7 = 5,3 7 5 estacas
oz lado: 0,34X16,7 = 5,7 = 6 n
outro ladeo: 8 "

total 17 estacas

A economia obtida por cumento deX & de 3 estacas. Nasg

inclinegoes meis fortes da resultante, wm sumento de X tem meis e--

feito.
No cavelete tebrico, oz ecizxos des estacas encontram-se na’

alturs de aplicagio de H, Priticamente deslocam—sze as estacas de

meneira que o centro eldstico fique na altura pecessdris pars po-—

N
A / \

=D a2
O O3

T, Lo o I
s o

)
= Si, 2o estocas x=24° |{Pestacas
Fig.52 - Resultado do Exemplo
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der receber também eventuais momentos na&o previstos no cédleulo,
como indice a figura 52.

A fipalidade principal do disgrama de fig. 51 & ilustrer
o efeito da variagao dos pgrémetros (Xed ), dos queis depende
o cavalete. Para o préprio dimensionamento existe um método apro-
ximado bem meis simples. 0 fate de ser aproximado naoc comstitue
defeito grave porgue sempre é recomendével verificar um estequea—
ménto escolhido por determinagao das férc¢as nmermais.

Queremos abranger com e férmule aproximada o caso jé meis
geral de um cavalete espacial com ume f&rga vertical V ¢ duas for-
ges horizonteis z Hy’ z Hz. As inclinaegoes respectivas das estacas
sgoc{ygcx . Entao o niimero necesséric das esteces &:

I H

zZ
S ¥ z .
refirrrr-alhdre. e + o 0<z) o s 0 o o o o o (110)

n

Pare C no demominedor de V, tome-se o dngulo memor. A férmule &
exele para o cavalete plemo simples, aproximada pars oa outros
€a808.

No exemplo tratedo anteriormente resultaria:

o = 88
(1150 40 V. o .
n 55 Y T qu)' 80 = 19,5 = 20 estacas
of = 24°
1150 40 .
n cos 24° ¥ Sen 240) s 80 17,0 estaces.

Até agere temos falado do cevalete §imétrico. Se o trién-
gulo da zona de carge for inclimado {case de empuxo!), poder-se-
ie aplicar o8 mesmos métodos, prevendo um cavalete simétrico em
relegso ao eixo de simetria da zona de carga. Muitas vézes isto
nac & possivel por ceusa da inclimagao médie da resultente. Se es—
ta inclinagao.for maior gue o valor o alcangével pelas estaces,
necessiriamente haverd tregac nelas. Se o‘tipo da estaca ou do so-
lo meo permitir tel tragao, o dnico remédic comsistiré em eumenter
V por um bloco pesado.

7.3. Carregamento dado por f8rcas e momentos

Néste § gueremos elaborar algumas sugeatoes a respeitc do
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Fig. 53 - Estaqueamentos equivalentes

projeto dum estaqueamento carregado por forgas ¢ momentos, sem
pretendermos fazer um estude sistemdtico.

Procuraremos mostrar em primeiro luger que o problema de
minimo custo ndo pode ser aqui resolvido sem a comsideragac do
custo do bloco..Por exemplo, 08 3 estagueamentos representedos me
fig. 33 resiastem, com Nméx. = 100 ¢, 2o meamo carregemento de
¥V = 400 ¢, ¥ = 240 tm. S6 uma considera¢zo do custo do bloco e
des estacas pode indicar a solugas mais ecomdmica. Assim, por e—
xemplo, se o solo resistente for muite profunde {estacas compri-
das}; e primeirs solugto tem meis vantagem epesar da solicitagac
forte do bloco,

Supomos que tddas as posigees de resultente da carge es—
tejem contidas num plemo. Entac e solugzo sdegquads & um estaques—
mento simétrico em relagao & &ste plamo. Imaginemos indicadas me
plapo de carregamento téda posigeo poszivel da resultente por um
trago. A parte do plene coberta por trages serd chamada de "faixa
de carregamento” (hachurads ne fig. 5¢). Este representagac gréfi-

ce dds posigoes de R & prética ew vdrios casos, apesar de nag ser
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muito 18gica por felta da indicaca6 de intensidade de R.
0 nimero minimo de estacas

com que temos de conter seriam as N
estacas dum cavalete projetado pa~ )
ra o caso ficticie de todes a=
cargas R serem aplicedas no mesmo
peato. Este niémero serd na reali-
dede sumentado pelc efeito doa

momentos. Este efeito & @Epresse

na fig. 54 pela laergura ds "fai-
xe de carregamento", Se tivermos
uma faixe com um ponto de largu~
ra nula, recsiremes nc cazo de R, Re Rs

R
cavalete, ;X?e

Chegamos & conclusac de Fig.54-Faixa de carregamento

que o aumente provocado pelo efeitc dos momentos serd minimo se

colocarmes o centro eldstico do estagqueamento no meio de parte

meis estreite da feixa d= carga.

Se tddas as f£érges componemtes de R estiverem contides em
2 plencs vertieais, normeis entre 3i, convém desenhar & faixe de
carge em duas projegae& ¢ escolher convenientemente os 2 centros
eldsticos.

A disposigeo das estecas de tal menmeire a obter um certo
centro eldstice & fécil quendo se seguem as dispoaigoes simples
indicadas ne capituls referente acs eataqueamentos plenos.

Geralmente convémecelocar as estacas que ngoepassam pelo
I\ A

/ N\ /

\.
2 TGS i
o o :

O

Cc © &0 a4
¢ O &0 a5
0] O

Fig. 55 - Comparagdo da distribuigdo das estacas
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centro ecléstico com o msior brago possivel. Por exemplo, entre o®
dois estaqueamentos representados na fig.-ss, a dispoaigao b) &
mais resistente aoa momentes per ceusa do maior brago das estacas
externas.

7.4. Estaqueamento sem tragao

Muitas vézes o tipo da estace ou do solo nao permite fér—
¢ee normais de trageo. J4 falemos dume des condigges pare eviter
tregao: as estaces devem ter inclinagao maior que & de resultente
ds carge.

Um dos casos gue permite um critério certo para eviter
tragac & o estaqueamento composto 86 de estacas verticeis e car—
regado apenas por forges verticais, A "faixa de carga" ocupa um
espago cilfindrico. Aplice-ge anilogamente a teoric do micleo des
Segoes como nume barre prismética carregeda por ume férga excén-
trica. 4 "secao” de berrs anfloga & aqui discontfnuas e composts
pelas estaces, Nao desenvolveremos esta teoria elementar porgque
neée hé muite aplicagao. S6 queremos mencionar ¢ fato de que, numa
disposiggo das estacas nc perimetro dum poligomo, tode o poligonec
é a0 mesmo tempo o ndcleo.

Outre caso gue pode ser tratado sistemdticamente & o esta
queemento plamc com estacas aplicades 86 em 3 retas. A posigao des
pontos de influénecia, que sEoAqs pontos de interseggo dos eixca,em
rela¢ic & faixe de carga, jé& indica se hd ou n2c tragao. Segundo e
férmule (59), as férges normeis resultam pelss momentos de carge
em relagio aos pontos de influénmcis.

Na figura 38, em tods o ponto de influéncia, indice uma
fleche o sentido dum eventuel momento correspomdente & comgressgb
da respective eataca. Em consequdncia, téds faixa de carga gue o-
cups spenas a parte nao hachurada do plenc 5§ produz compressao
nas estaces. Naturalmente o sentido das resultantes deve ser sem—
pre o mesmo - de cima pare baixo.

Observegao: a fig. 357 resolve tembém o problema anfloge
de suspender por 3 fios um corpo mével num planoc e de carregamen—

to varidvel, Os fios 86 aguentam tragEo, nae bompressgo. Geralmente.
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Fig. 56 - Estaqueanentos sem traggo

estudos de modélo. de estequeamento podem ser efetuados com mais
facilidade por fios se houver 86 forges normais de mesmo sentido.
Pare projeter estaqueaments plano sem tragac escolhem—se
3 pontos na margem da faixe dada e obtém~se os eixos des estacas
unindo o8 pontos., Por escolha conveniente désses pontos, as di —

mensces do bloco devem ser mantidas em limites razodveis.
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sen a.

° 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a tg a sen .| cos a .cos a sen a|2sen a|ksen g [6sen a |8sen q cos a |2cos a |kcos a |6cos a [8cos a
4 05,0699/ 0,0698(0,9976{0,0696 ] 0,0049|0,0097{0,0195]|0,0292 10,0389 | 059951 1,9963 %,9805|5,9708 |7, 9611
&5 | 0,0787(0,07850,9969]|0,0782] 0,0062|0,0123[0,0246|0,0369 10,0492 | 0,9938|1,9877 [3, 9754 |5, 9631 |7, 9508
5 0,0875|0,0872]|0,9962(0,0868 | 0s0076]0,0152| 0, 0304 |0, 0456 {0,0608 | 0,9924{1,98483,9696 |55 954k |7,9392
55 | 0,0963)0,0958|0,9954 | 0,0954 | 0,0092]0,0184}0,0367{0,055L [0,0735 | 0,9908|1,9816|3, 9633 |5, 9449 |7, 9265
6‘ 0,1051{0,1045(0,9945(0,1040} 0,0109|0,0219{0, 043710, 0656 10,0874 | 0,9891 |1,97811{3, 9563 |5;9344 |7, 9126
67 | 0,1139]0,1132{0,9936}051125 ] 0,0128]0,0256]|0,0513|0,07691{0,1025 | 0,9872|1,9744 |3, 9487 |5,9231|7,8975
7 0;1228(0,1219{0,9925|0,1210] 0,0149|0,0297]0,0594 10,0891 |0,1188 | 0,9861 |1,9703|3,9406{5,9109 |7,8812
= 0,1317]0,1306{0,9914|0,12G94 | 0,0170]0,0341|0,0681)0,1022{0;1363 § 0,9830|1,96659(3,9319|5,8978|758637
8, 051406|0,1%92{0,9903]0,1378 | 0,0194]0,0387|0,07765]0,1162 {0,1550 | 0,9806|1,9613 |3, 9225|5,8838 |7,8450
87 0,1495{051478|0,9890|0,1462 | 0,0218|0,0437|0,0874(0,13110,1748 | 0,9782|1,9563|3,9126|5,8689 {78252
9, 0,1584|0,156410,98770,1645 | 0,0245{0,0489]0,097910,1468 {0,1958 § 0,9755{1,95111%,9021{5,8532|7,8042
97 0,1673|0,1650]0, 9863 |0,1628 | 0,0272|0,0545}0,10900,1634 052179 | 0,9728|1,9455|3,8910{5,8366 {7,7821

10 0,17630,1736]0,9848|0,1710] 0,0%02]0,0603]0,1206{0,1809|0,2412 | 0,9698{1,9%97|3,87945,8191 |7,7588
10 0,1853]0,1822|0,983310,1792 ] 0,0332]|0,0664)|0,132810,1993 10,2657 | 0,9668 11,9336 3,8672 558007 (757343
Il 0,1944(0,1908(0,9816|0,1873 | 0, 0364 {0,0728{0,14561{0,2184|0,2913 § 0,9636|1,9272]|3,8h44|65,7816|7,7087
117 05;2035(0,1994[05,9799{0,1954 | 0,0397|0,0795|0,1590]0,2%85/0,3180 } 0,960%|1,92065|3,8410|5,7615K |7,6820
12 0,2126]0,2079{0,9781|0,20%4 | 0,0432|0,0865|0,1729]0, 2594 10,3458 | 0,9568 1,9135(3,8271 557406 |7, 6542
12 0,221710; 216410,9763|0,2113 ]| 0,0468|0,0937/0,1874]0,2811]0,3748 | 0,95%2|1,906%(3,8126{5,7189|7,6252
13 0,2309]0,2250(0,9744|0,2192] 0, 0506{0,1012{0,2024/0,3036|0,4048 | 0,9494(1,8988{%,7976|5,6964|7,5952
135 | 0,24601|0,2334]0,9724)0,2270] 0,0645]0,2090|0,2180/0,327010,4360 | 0,9455(1,891013,7820|5,673017, 5640
14 0,249%|0,241910,9703}0,2347 | 0,0585]0, 11710, 2341|0,3512{0,4682 § 0,9415|1,8829(3,7659|5,6488|7; 5318
14% 0258610, 2504 10,968110,2424 | 0,0627{0,125%{0, 250810,37611055015 § 0,937311,8746{3,7492(65,6239{7,4985
15 0,2679]0,2588(0,9669{0,2500{ 0,0670]0,1340]0,2679|0,4019]0,5359 | 0,9330|1,8660{3,73%21{6,5981 |7, 4641
16 0,2867]0,275610,9613|0,2650] 0,0760]0,16520]0,3039[0;,4559{0,6078 | 0,9240(1,8480|3,6961|5,5441|7,3922
17 0,3057]0,2924{0,95630,2796 | 0,0855/0,1710]0,3419{0,51290,6838 | 0, 9145(1,8290|3, 66581 6554871753162
18 0,3249]0,3090{0,9511|0,2939 ) 0:0955{0,1910/0,3820{0,5729|0,7639 | 0,9045|1,8090]%,6180{5,4271|7s2361
19 0,344310, %256 {0,94550,%078 ] 0,1060{0,2120{0,424010,6%60{0,8487 )| 0,8940|1,7880|%3,5760{5,3640|751520
20 0,364010,34201059%3971(0,3214 | 0,11701{0,2340|0,4679]0,7019{0, 9358 0,8830 1,7660{%,5321]6,2981 |75 0642
22 0,4040[0,374610,9272|053473 § 0,140%(052807|0,561% |0,842011,1226 | 05,8597(1,719313,438715,16580{658774
24 0,4452(0,4067]0,9135|0,3716 § 0, 1654 [0,3309|0,6617{0,9926]1,%235 | 0,8346|1,6691|3,338%]55 0074 |6,6765
26 0,4877(0, 4384 [0,8988|0,3940 | 0,19220,384%(0,7687|1,1530|1,5374 | 0,8078(1,6157|3,231%|4,8470|6,4626
28 0553170, 46965]|0,8829 |0, 4145 | 0,2204 |0,4408|0,8816 |1,3224 11,7632 § 0,7796|1,5692{3,1184 |4,677616,2%68

-lbi-
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sen O

cos @
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sen?
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cos?0
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0,06687

0,0714
0,0769
0,0833
0,0909

0,1000

0,1111
0,1250
0,1429
0,1687

0,2000

0,2500
0,3000
0,3333
0,4000

0,4286

10,4444

0,5000
0,6667
0,7500

1,0000

0,0665

0,0712
0,0767
0,0830
0,0905

0,0995

0,1104
0,1240
0,1414
0,1644

0,1061

0,2425
0,2873
0,3162
0,3714

0,3939

0,4061
0,4472
0,5547
0,6000

0,7071

0,9978

0,9975
0,9971
0,9965
0,9959

0,9950

0,9938
0,9923
0,9899
0,9864

0,9806

0,9701
0,9578
0,9487
0,9285

0,9101

0,9138
0,8944
0,8321
0,8000

0,7071

0,0664

0,0711
0,0765
0,0828
0,0902

0,0990

0,1098
0,1231
0,1400
0,1622

0,1923

0,2353
0,2752
0,3000
0,3448

0,3621

0,3711
0,4000

0,4616|

0,4800

0,5000

0,0044

0,0051
0,0059
0,0089
0,0082

0,0099

0,0122
0,0164
0,0200
0,0270

0,0385

0,0588
0,0826
0,1000
0,1379

0,1552

0,1850
0,2000
0,3077
0,3600

0,6000

0,0088

0,0102
0,0118
0,0138
0,0164

0,0198
0,0244
0,0308
0,0400
0,0541
0,0769
0,1176
0,1651

0,2000
0,2759

0,3103

0,3299
0,4000

0,6154]

0,7200
1,0000

0,0177

0,0203
0,0235
0,0276
0,0328

0,0396

0,0488
0,0816
0,0800
0,1081

0,1538

0,2353
0,33083
0,4000
0,5517

0,6207

0,6598
0,8000
1,2308
1,4400

2,0000

0,0285
0,0305

0,0353

0,0414
0,0492

0,0594

0,0732
0,0923
0,1200
0,1622

0,2308

0,3529
0,4954
0,6000
0,8276

0,9310

0,9897
1,2000
1,8462
2,1800

3,0000

0,0354

0,0406
10,0471
0,055
0,0856

0,0792

0,0976
0,1231
0,1600
0,2182

0,3077
0,4706
0,66058
1,1084
1,2414

1,3196
1,6000
2,4616
2,8800

0,8000].

4,0000

0,9956

0,9949
0,9941
0,9931
0,9918

0,9901

0,9878

0,9846
0,9800
0,9730
0,9615
0,9412
0,9174
0,0000
0,8621

0,8448

0,8351
0,8000
0,6923
0,6400

0,5000

1,0012

1,9898
1,9882
1,9862
1,9836

1,9802

1,9756
1,9692
1,9600
1,9459

1,9231

1,8824
1,8348
1,8000
1,7241

1,6896

1,8702
1,6000
1,3847
1,2800

1,0000

3,9828

3,0707
3,9765
3,9724
3,9672

3,9604

3,9512
3,9385
3,9200
3,8919

3,8462

3,7647
3,6696
3,6000
3,4482

3,3793

3,3403
3,2000
2,7693
2,5600

5,9735

5,0695
5,9647
5,0586
5,9508

5,9406

5,9268
5,8077
5,8800
5,8378

5,7692

5,6471
5,5055
5,4000
5,1724

5,0689
5,0103
4,8000
4,1538
3,8400

3,0000

7,0646

71,9594
7,9529
7,9448
7,9344

7,9208

71,8024
7,8769
7,8400
7,7838
7,6023
71,5294
7,3394

7,2000
6,8965

6,7586
68,6804
6,4000

65,5386
5,1200

4,0000

2,0000




