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PREFÁCIO 

O projeto dum estaqueamento requer raciocÍnios de mecânica dos so­

los e de estática. Para o conhecimento da parte do problema referente 

aos solos, basta consultar qualquer livro clássico dessa especialidade 

técnica, que contém sempre um capÍtulo destinado ao estudo da capaci­

dade das estacas. Quanto à parte estrutural, baseia-se ainda hoje sO­

bre os trabalhos de OSTENFELD (1921) e principalmente sObre o famoso 

livro de N0KKENTVED (1924). Mcdernamente foi o assunto retomado por 

ASPLUND (1947,1955) e HREl'lNIKO:OT (1949), mas parece que êsses estudos 
ainda não tiver.am muita repercussão na prática. 

O presente trabalho trata apenas da parte estática do problem8, 

considerando dadas as capacidades das estacas. Procurei atender aos 

interêsses do projetista prático organizando um formulirio dos casos 

mais freqüentes de estaqueamentos planos, uma série de exemplos nw;.é­

ricos que podem servir como modêlo de cálculo, e um~ tabela trigonomé­

trica no fim do livro .. 

E costume mencionar-se no prefácio as partes originais da publica­

ção, o que é difÍcil no caso presente. Para que soubesse, por exemplo, 

o que há de novo na minha exposição dos eixos centrais e elásticos, 

seria necessário um conhecimento perfeito da literatura sObre ligaçÕes 

elásticas, que, sinceramente, não possuo. (De fato, um estaqueamento 

liga elàsticamente o bloco com a terra). Em compensacão, posso apre­

sentar como prováveis novidades o "vetor de influência", o "método das 

estacas equivalentes" para grupos de estacas, o "cálculo plástico" 

(capacidade em lugar de carga admissÍvel), o estudo do "cavalete" mais 

econômico, e o projeto gráfico dum estaqueamento plano sem tracão. 

Querb agradecer ao meu assistente, eng 0 Lauro Modesto dos Santos, 
pelo seu auxilio incansável no próprio manuscrito e no cálculo dos 

exemplos numéricos. Agradeço também ao diretor da nossa Escola, Prof. 

Theodoreto de A. Souto, pelo apoio moral e material desta publicação. 

São Carlos, agosto de 1957 

Frederico Schiel 
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1. INTRODUÇAO 

i. 1. Generalidades 

A finalidade das fundações em estacas .ou tubulÕes é trans­

mitir as cargas da construção às camada~ profundas do solo. Predo­

mina, geralmente, nos tubulÕes e nas es~acas de compressão, a re 

sistência de ponta; estacas de tração resistem sõmente devido ao 

atrito lateral. 

Além da fôrça axial, também podem as estacas, e principal­

mente os tubulÕes, receber fôrças transversais e momentos. A fôrça 

transversal é transmitida em grande parte ao solo das camadas sup~ 

riores, que são, em geral, mais fracas. Para que o estaqueamento 

possa receber momentos, deve ser previsto, por meios construtivos, 

um engastamento dos topos superiores das estacas ou dos tubulÕes, 

alem de um eventual engaste das pontas no solo. 

No caso de estacas, o diâmetro é, geralmente, uma pequena 

fração do comprimento. Em consequência, a estaca é muito menos re­

sistente a fôrças transversais e a momentos do que a fôrças axiais 

Felizmente, existe a mesma relação quanto à rigidez longitudinal 

ou transversal. Resulta dai que fôrça transversal e momento desem­

penham papel secundário sempre que houver uma disposição do esta­

queamento que permita a transmissão do carregamento externo apenas 

por fôrças axiais nas estacas (analogia com o caso das treliças, 

nas quais predominam também as fôrças normais, apesar de não haver 

articulação nos nós). 

Este paralelismo entre resistência e rigidez, pelo qual 

super-solicitações dos pontos fracos são automàticamente impedidos 

pode ser chamado de "inteligência do material". A sua eficiência 

pode ser naturalmente impedida pela falta da mesma no engenheiro 

projetista, como mostra a figura l, O ponto de interseção dos ei­

xos das estacas foi escolhido na altura da resultante do vento. 

Para fôrças quaisquer aplicadas nêste ponto (supostas paralelas ao 

plano do desenho), as estacas podem ser consideradas articuladas 

como indica a fig. lb), obtendo-se as reações por simples decompo­

sição da carga. Mas "o vento assopra onde quer, e ouves a sua voz; 
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porém nao sabes d 8 onde vem nem para onde vae". A menor variaçao da 

altura h destroe o equilíbrio no sistema b), isto é; a) não pode 

Fig. 1 - Exemplo de estaqueamento 

mais ser substituído por b), e os momentos começam a desewpenhar 

um papel principal. Tudo isto poderia ser evitado com uma disposi­

ção das estacas segundo a figura lc). 
1.2. lnflu&ncia da rigidez estrutural 

Geralmente encontra-se como peça intermediária o blocG,que 

transmite a carga da estrutura ao estaqueamento. O bloco não exis­

te no caso excepcional em que as estacas ou os tubulÕes substituem 

os pilares da estrutura. Pelo número de estacas encontradas num 

bloco, resulta que os estaqueamentos são frequentemente hiperstá­

ticos. Nêste caso, a rigidez do bloco e a da super-estrutura têm 

influência importante sôbre o comportamento estático do sistema. 

Tomemos o exemplo da fig.2. Este estaqueamento plano é hi­

perestático, apesar de ter apenas 3 estacas, porque estamos no ca­

so excepcional, frequentemente encontrado, de as estacas serem pa­

ralelas. Eventuais fôrças horizontais serão recebidas pelo empuxo 

lateral da terra. Se as estacas forem curtas e o solo nas suas 

pontas muito resistente, o bloco será viga sôbre 3 apoios pràtica­

mente fixost aplicando-se a teoria normal de viga continua. Mas 

normalmente as estacas são compridas porque num solo resistente em 

pequena profundidade não se fazem estaqueamentos. Em virtude da 

grande rigidez do bloco em relação à rigidez das estacas, traba-
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]ham estas como se fossem molus, recebendo tôdas elas a mesma for­

ça no caso de carre~amento axial. Chamam-se tais sistemas geome-

c)~t . ---- ----
' -- _1,_~ vb 
l.! ----=-= :J-=r~ v 

~lt p 

F i g. 2 - S i-s tem as p la r. os h i p e r e s t á ti c os 

tricamente determinados, em analogia com os sistemas isostáticos 

estàtiaamente determinados. A determinação geométrica não é afe 

tada por aumento do número de estacas. 

Para podermos classificar os casos possíveis, necessita -

mos da noçao de ordem de grandeza da rigidez. Um critério numéri 

co de rigidez poderia ser obtido, por exemplo, pela maneira indi 

cada na fig. 2c): corta-se uma estaca e aplicam-se nas seçÕes do 

corte duas cargas unitárias opostas. No deslocamento relativo 

vb + vp' a parcela vb provém da flexão do bloco, vp da variação 

dos comprimentos das estacas. Se for vp>> vb' teremos uma rigidez 

Sb do bloco muito maior do que a rigidez Sp das estacas. Usaremos 

a notação sb~ S para indicar que a rigidez do bloco tem a mesma 
' p 

ordem de grandeza que a rigidez das estacas. Também influe a rigi-

dez da construção em cima do bloco (super-estrutura), que designa­

remos por Se. 

caso 

terreno Firme 

caso 2) 

As fôrças nas estacas re -

sultam como reações do cál­

culo do bloco como viga 

continua com apoios fixos. 

As fôrças nas estacas sao 

reações do bloco como viga 

em apoios elásticos. 
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caso 3) 

Sb~ SD 

I. Introdução 

As fôrças nas estaca3 resultam 

do equilíbrio do bloco como 

sistema geome~ricamente deter­

minado. 

,-.:_..,.,:'-=-.: .,..,_: ~:-:--_.:-':-. ~:'""· :"'": .. -._.. _-+ .. ,-:-:--=' .. -::_ ,-:-__ -_. .. (Caso mais frequelllit,e) 

O bloco é viga isostática car­

regada do lado superior pelas 

cargas dos pilares, do lado in­

ferior pelas fôrças nas estacas 

determinadas segundo 3). 

O bloco é viga hip.erestática a­

poiada nos pilares da constru­

çao e carregada pelas fôrças 

nas estacas determinadas seg.3) 

A super-estrutura é sistema e­

làsticamente apoiado no bloco. 

A E:ubdiviaã'o do caso 3) eB 3::.) e 3b) s5 interessa ao cil:l-

culc co bloc.o e da super-estrutura; e est:ê.tica do estaqueamento ~ 

ig~al em amboB os eesoao A mesma subdiYisão poderia ser feita no 

caso 1). 

Temol!l suposto o so2o na ponta âas estacas pràticamente in­

compressivel. Pode-se levar em conta o recalque da ponta por um 

aumento ficticio da compressib:H idade da estaca. Est~ método 11HJ.O é 

aplicável nc estudo da influência recípro~a das estacas entre si. 

Normalmente, no caso de fundação em esta,cas, a camada do solo na 

p~nta é suficientemente resistente para que se possa desprezar ês­

te efeito. NGs casos contrários, raramente encontrados, precisamos 

apl ica.rr os p:;rocessos desenvolvidos para fui··1açÕes sôbre solos com-

pressiveis. 
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Na concepção da fundação t-em o eng2nheiro projetista muito 

mais liberdade do que no resto du construção, porque não existem 

exigências de arquitetura. Ele deve evitar o quanto possível os 

casos intermediários (por exemplo, sb~ SP) para excluir a influ 

ência de fatores incertos, para obter uma construção estàticamente 

clara (que é, geralmente., também mais econômica), e p!l.ra reduzir o 

volume· do seu serviço. 

Trataremos aqui apenas do caso Sb>> Sp ("bloco.rigido"} , 

que forma a própria estática dos estaqueamentos com os seus pro -

cessos típicos, considerando os outros casos como parte da estáti­

ca geral. Também não trataremos da resistência do solo e das esta­

cas, supondo dadas, para cada estaca, a sua capacidade de carga e 

a sua compressibilidade elástica, 

2. O ESTAQUEAMENTO GERAl 
2. 1. Geometria do estaqueamento 

Na prática um estaqueamento é dado por uma planta baixa 

que localiza as extremidades superiores das estacas e indica suae 

cotas ("plàno de arrazamento"). Indica-se para cada estaca o "ân-

gulo de cravação" OI. , que é o ângulo formado pelo eixo da 

com a vertical. (vide fig. 4). 

h ® 

Fig. 4 -Representação de um estaqueamento 
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Fixamos no bloco um sistema dextrorso de eixos x, y, z, 

sendo x v·e:rtical e positivo para baixo. Os ângulos que forma o ei­

xo da estaca com x, y, z, denominam-se ex, p, l. Se for necessá­

rio, o número da estaca será acrescentado como índice. O eixo du­

ma estaca forma com os planos das coordenadas os ângulos comple -

mentares dos anteriores, ou seja: 

com o plano x/y o ângulo 90 1' 
com o plano y/z o ângulo 90 ar 

com o plano x/z o ângulo 90 /3 
Para os ângulos que aparecem nas projeçoes do estaquea -

mento usaremos as notaçÕes W, Ã , /A , conforme fig. 5. Temos as 

segu~ntes relações: 

2 2 2 1 cos O( + cos j3 + coa 1 

cust..J 

cos t-
cos.il. 

---y 

coa {J / sen ex 

cosr:J./sen jJ 

~ cos or./sen 1 

~ 

yx 

tgt..J 

tgf' 

tg Â. 

t.g ft sen f" = e os l' /e os f!, 

tg cL sen GJ = c os l' /c os oc_ 

tg ol cos w c os fl I c os oc. 

Fi g. 5 - Relação entre os ângulos 

} •• (1) 

Normalmente, a posição dtuna estaca é dada pelo ângulo de 

cravação ex. e por um ângulo projetado na planta baixa, por exempl< 

úJ • Nêste caso, temos as rela~Ões: 

c os (J = sen o1 c os úJ cos;r = senO(. senw (2) 

Para simplificar o cálculo, convém referir tôdas as esta-

cas ao mesmo plano de arrazamento, por exemplo x O, porque o 

"bloco rígido" não é sensível ao deslizamento de fôrças ao longo 

das suas linhas de ação - vide, por exemplo, as estacas l e 4 da 

fig. 4, que consideraremos como fixadas nos pontos l' e 4'. Freei-
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saremos, naturalmente, levar em t:onta '~'ll mudança na determinaçãü 

da compressibilidade elástica das estacas, que é propor~ional ao 

seu comprimento. 

Um valor geométrico que interessa em certos casos é a dis­

tâLcia mínima d entre os eixos de duas estacas. No projeto, essas 

distâncias devem ser iguais ou superiores a um certo valor mínimo, 

imposto· pela natureza do terreno e pela exatidão do processo de 

cravaçao, para que uma estaca já cravada não fique prejudicada pe­

la cravação de outras vizinhas. Pelos conhecidos processos da geo­

metria analítica espacial encontra-se c ângulo~ formado pelas di­

reçoes das estacas i e j: 

c os cp = c os e:: E c os rxj + sen C( i sen ex j c os (wi- w) 

Fig. 6 - Distti.ncia entre duas estacas 

Com as distâncias di' dj medidas na planta baixa, determina-se o 

valor auxiliar: 

a d. 
1 

e a distância procurada é: 

tgcxi 
d.--.::...--'--

J tg Cl(j 

d = 
co111 O(i sen ex. sen(wi- w.) 

sen Cf 
a (3) 

No caso particular frequente. de cruzamento dos eixos de 

duas estacas em ângulo reto na planta, isto é,6Ji -úlj =.902, te-

mos, simplesmente: 
d./tgO(. - d ./tg (){. 

d = 1 1 J J (3a) 

-vl/sen
2

0(i + l/sen2 cl.. 
J - l 
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2.2. Rigidez da estaca 

Para avaliar a compressibilidade elástica de uma estaca 

faremos uso da noção de sua rigidez, que é a fôrça necessária pa­

ra produzir uma redução unitária do comprimento. Como nas estacas 

predominam as fôrças normais de compressão, daremos a tais fôrças 

o sinal positivo. 

Notações: 

e comprimento da estaca 

F área da seção da estaca (~) 

E módulo de elasticidade 

s = rigidez 

N fôrça normal na estaca 

Para uma estaca que transmite tôda a fôrça na ponta (sem 

atrito no fuste), e para F= constante, temos: 

sendo N = s para L\ .f 1' ou: 
F..F 

s EF/l 

coni a unidacie t/m. Na maioria dos casos interessam apenas os valo-

res relativos da rigidez; assim, para uma estaca i: 

E. F. l 
~ ]. c 

S. -----
~ E F f. 

c c ]. 

onde E , F , t sao grandezas de comparação convenientemente esco­
e c c 

lhidas. Muitas vêzes, a suposição s = 1 para tôdas as estacas é 

suficientemente exata. 

A transmissão parcial da carga pelo atrito no fuste e cer­

to efeito de compressibilidade do solo na ponta da estaca podem 

ser levados em conta na d@terminação dos s. 

(*) As letras S ou A, que parecem mais indicadas para o caso, sao 

reservadas para outras grandezas (S = rigidez do estaqueamen­

to, A= fôrça admissível na estaca). 
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2.3. Componentes de carga externd 

Como o bloco é suposto rígido, basta considerar apenas a 

resultante de tôdas as cargas externas. Esta resultar.te, no caso 

geral, não é só uma fôrça. Como se sabe, a "resulto.Tte" de um sis­

tema geral de fôrças no espaço pode ser representeda de várias ma­

neiras, sendo uma delas por uma fôrça no eixo ce•ttral do sistema e 

por um momento em relação a éste eixo. 

No presente estudo consideraremos sempre a carga dada pe­

las fôrças componentes na direção dos três ei~os do sistema de re­

ferência. e pelos momentos em relação aos mesmos. Usaremos as no­

taçÕes: 

R fôrça componente da carga total na direção de X 
X 

R " " 11 " 11 " " " y 
y 

R " " " " " " " " z 
z 

R momento componente da .:arga total em relação ao eixo 
a 

~ " " .. " " " " " 

R 11 fi " fi " fi " " " c 

Esta notação, embora possa causar estranheza à primeira 

vista. facilitará muito a sistematização do problema, como será 

visto adiante. Nos termos gerais, serão usadas para índices as le­

tras g, h. 

O conjunto dos 6 valores R (g = x, y, z, a, b, c) será 
g 

chamado vetor da carga R, sendo êste valor referido a um espaço 

6-dimensional. Usaremos como unidade a t (tonelada) para as compo­

nentes da fôrça na dire~ão dos eixos x, y, z, e tm (tonelada.me -

tro) para as componentes "na direção dos eixos" a, b, c. O espaço 

de 6 dimensÕes acima referido portanto nao é métrico. 

O sentido positivo de R (para g x, y, z) é 
g 

sentido positivo do eixo correspondente. Os valores de 

g = a, b, c) são positivos quando correspondem ao giro 

definido no sjs~ema dextrorso x, y, z. 

dado pelo 

R (para 
g 

positivo 

X 

y 

z 
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Para distinguir com facilidade os vetores tri-dimensionais 

(que também teremos necessidade de usar) dos vetore~ 6-dimensio­

nais, colocaremos um traço simples naqueles, reservando a flecha 

para êstes. 

2.~. Componentes do vetor da estaca 

Uma estaca é geomêtricamente dada pelos cosenos diretores 

do seu eixo e pelas coordenadas do seu ponto de aplicação no blo­

co. Usaremos outros parâmetros fixado~es da posição da estaca de­

correntes da definição das componentes da carga externa. 

Imaginemos retirada uma estaca e aplicada na direção do 

seu ~ixo uma fôrça unitária de tração no bloco. O valor desta fôr­

ça é 1, sem d~ensão, não lt. As 6 componentes desta fôrça, deter­

minadas conforme as d·efiniçÕes do parágrafo precedente, e anotadas 

com Px• py' Pz• Pa• pb' pc' são as componentes do vetor da estaca, 

ou, mais simplesmente, componentes da estaca. 

As três primeiras componentes da estaca sao os cosenos di­

retores do seu eixo; calculam-se as três últimas, que representam 

momentos em relação aos eixos coordenados, pelo produto vetorial 

dos vetores tri-dimensionais r (x, y, z) e p (p ' p ' p ) ; portan-x y z 

p = c os 0(. Pa yp-q} X z y 
p = c os f3 pb z Px - x Pz . . . (6) 

y 
p "' c os I' PC x Py y px z 

onde p , p , p sao nÚIIIeros sem dimensão, e Pa• pb, Pc sa.o compri-
X y Z 

mentos. 

O vetor da estaca ]), definido pelas 6 componentes px' Py• 

Pz• Pa.• pb' Pc• nao pode ser um vetor unitário porque num espaço 

nao métrico a. noção de vetor unitário carece de significado. Bas­

tam 5 parâmetros para caracterizar o vetorif, pois, entre os cose­

nos diretores existe a relação: 

2 2 2 
Px + Py + Pz = 1. 

Chamaremos tais vetores de semi-unitários. Já para o vetor da. car­

ga R, tôdas as 6 componentes são independentes entre si. 

As componentes Pa' pb' pc permitem uma interpretação geo-
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roétrica, que pode ser útil num cálculo gráfico. Imaginemos dad11 u­

Ja estaca pelas coordenadas x, y, z,do seu ponto de aplicação, pe­

lo ângulo de cravação C( e pelo ângulo W que forma a projeção do 

seu eixo na planta baixa com o eixo y. Conforme a relação (2), te­

mos: p = seno< cosW, p = senO( senW e (6) fornece: 
y z 

Pa senCX (y senw- z cos w). 

Mas a expressao entre parêntesis é a distância da projeçao 

do eixo da estaca no plano y/z à origem das coordenadas, distância 

que chamaremos de d 8 • Anàlogamente podemos definir db e d
0

, fazen­

do as projeçÕes nos planos x/z e x/y. Assim, teremos: 

• • • • • • • • • ( 6a ~ 

As distâncias da' db' d
0 

podem ser medidas no desenho; devemos to­

mar o cuidado de atribuir a êsses valores o sinal positivo quando 

uma tração na estaca tende a girar o bloco no sentido positivo, e 

negativo no caso contrário. 

De forma análoga poderiam ser obtidas as componentes Ra 

R , R
0 

da carga, multiplicando a projeção da fôrça R(R , R , R ) -o X y Z 

no respectivo plano pelo seu braço. 

Quando fôr necessário indicar a estaca à qual se referem 

as componentes acima definidas, usaremos o número da estaca como 

segundo índice. Por exemplo,jp. é o vetor da estaca i, com as com­
li. 

ponen tes p . , p . , p . , p . , pb. , p .• 
Xll. y1 Zll. ali. li. Cll. 

2.5. Movimento elástico do bloco 

Supomos pequeno 

o movimento elástico em 

relação às dimensões do 

bloco. Segundo os teo -

remas da Cinemática,tal 

movimento é 

Fig. 7 - Movimento helicoidal elementar 
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sempre um "movimento helicoidal elementar" em relação ao "eixo ins 

tantâneo". Sendo dados o deslocamento paralelo 6 a êste eixo e o 

giro f em tôrno dêle, o deslocamento K ~ K' dum ponto K à distân­

cia a do eixo resulta de uma translação e de uma rotação, como mos 

tra a figura 7. 

Para os nossos fins, a representação do movimento elástico 

pela posiçao do eixo e pelos valores Ó ecp na o é prática. Defini-

mos um vetor 6-dimensional v representante de um movimento elásti-

co, com o seguinte significado das componentes: 

v deslocamento elástico do bloco na direção do eixo X 
X 

v " 11 " " " " " " y 
y 

v " " !! " .. " " " z 
z 

v giro elástico do bloco em tôrno do eixo X 
a 

vb " " " " " " " " y 

v " " " " " " .. " z 
c 

As componentes v , v , v sao comprimentos; v , vb' v sao x y z a c 
grandezas sem dimensão. Observamos aqui uma diferença em compara -

çao com os vetores 6-dimensionais tratados anteriormente. Em R e p 
a dimensão das 3 primeiras componentes transforma-se na dimensão 

das 3 últimas pela multiplicação por um comprimento; no vetor v, 
pela divisão por um comprimento. 

O movimento definido pelo vetor v pode ser real ou virtual 

servindo, nêste último caso, para estudos de equilíbrio. Por exem­

plo, o trabalho virtual U que executa uma carga R durante um movi­

mento v é igual à somatória dos trabalhos das componentes: 

U = Rxvx + Ryvy + Rzvz + Rava + ~vb + Rcvc 

Podemos também dizer que o trabalho é o produto escalar da carga 

pelo movimento: 

••• (7) 

Esta relação permite estabelecer o efeito de um movimento 

do bloco sôbre uma estaca dada pelo vetor P• Aplicando o vetor p 
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em lugar da estaca retirada, o trabalho de Jj durante um movimento 

-;?'"é obtido pela aplica~ão da equação (7}. O !!:!oviment,o v tem por 

consequência certo deslocamento do ponto de a~licação de]p. A pr~ 

jeção dêste deslocamento sôbre o eixo da estaca é a variação do 

seu comprimento causada pelo movimento 7. Esta variação -6 t é i­

gual ao trabalho àepporque a fôrça é unitária; portanto: 

./:;~ = v~x + YJPy + vzpz + vapa + vbpb + vcpc =~x P • • .(S) 

De acôrdo com a convenção adotada para o sent,ido de P, L).l positi­

~.ro .significa encurtamento. Note-se que tôdas as parcelas da equa­

ção (8) são comprimentos. 

Podemos dizer que um movimento caracterizado por v = 1, 
g 

sendo nulas tôdas as outras componentes de 1t, provoca um encurta-

mento p . na estaca i. g1 
2.6. Rigidez do estaqueamento 

O comportamento elástico do conjunto das estacas torna-se -conhecido quando podemos indicar para tôda carga R o respectivo 

movimento v do bloco. A relação entre R e v é linear pela exiatê!t_ 

cia da lei de HOOKE para o material das estacas, 

Como vimos no § precedente, um movimento v = l provoca 
g 

encurtamentos p . nas estacas. Multiplicando pela rigidez s
1
. 9 re­

g::t 

sulta a fôrça na estaca. As componentes da fôrça s.t:> . nas "dire­
rgll 

çÕes" x, y, z, a, b, c, são obtidas pela multiplicação por p::;:i , 

p .••• p ., porQue êsses coeficientes são as componentes respec-
Yll Cll • 

tivas duma carga unitária na estaca, Juntando o efeito de tôdas 

as estacas, isto é, somando separadamente as componentes corres­

pondentes às "direções" x, y ••• c, obtemos um jôgo de 6 compo 

nentes da reação total criada no estaqueamento pelo movimento 

v 1. Observamos que as 6 componentes da carga que provoca 
g 

v 1 são respectivamente iguais às 6 componentes da reação,mas 
g 

de sentido oposto (equilíbrio). As componentes da ação do bloco 

sôbre as estacas denominam-se coeficientes de rigidez do estaque­

amento, e terão a notação Sgh. O s:egundo indice significa a. cau­

sa ·(vg = 1), o pr.mei~ e direção da componente. Consequentemente: 
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n 

L s.p .ph. 
i=l ~ gl 1 

• • • • • • ( 9) 

sendo a somatória estendida a tôdas as n estacas. 

Em resumo: para_Provocar um movimento v 
g 

1, sendo nulas 

as outras componentes de,;, precisamos carregar o bloco com uma 

carga cujas componentes sao: 

R 
X 

R 
y 

R 
z 

s gx 

s 
gy 

s 
gz 

R 
a 

R 
c 

s 
ga 

sgb 

s 
gc 

Daí resulta por superposição as relaçÕes entre a carga R e o movi­

mento elástico v: 
R 

X 

R 
y 

R 
z 

R 
a 

R 
c 

s v 
XX X 

s v 
yxx 

s v 
ax x 

+ s v 
xyy 

+ s v 
yyy 

+ sayvy + sazvz + saava + sabvb + sacvc 

+ 8byvy + sbzvz + sbava + sbbvb + sbcvc 

+ 8cyvy + sczvz + scava + scbvb + sccvc 

• • (lO) 

Estas 6 equaçÕes d~ equilíbrio podem ser escritas na for­

ma abreviada: 

(lOa) 

sendo S um tensor*)cuja matriz é composta pelos elementos Sgh'que 

sãn os coeficientes de rigidez. Chamaremos S de ri~idez tensorial 

do estaqueamento. 

A operação (lOa) chama-se "multiplicação escalar" do ten­

sor S pelo vetor~. O resultado dessa multiplicação é o vetor R. 

Os coeficientes Sgh podem ser ilustrados num modêlo com 

;r) O cálculo tensorial com vetores tri-dimensionais foi introdu­

zido no cálculo dos estaqueamentos por S.O; ASPLUND, "A Study 

of three-dimensional pile-grups", Mem. Assoe. Intern. Ponta et 

rharpentes, 1947, vol. 8, pág. 1 - 16. 
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)( 

Fig. 8 - Modêlo de ilustração 

vínculos fictícios, como mostra a figura 8, O eixo z é materiali­

zado e fixado por dois mancais fictícios, Aplicando-se no bloco um 

momento externo S em relação ao eixo z, o bloco vai efetuar um 
CC 

giro unitário em tôrno dêste eixo, sendo impedida pelos mancais 

qualquer outra componente de ~. Os 5 coeficientes S com 
gc 

g = x,y,z,a,b, aparecem em forma de reações nos mancais, como.por 

exemplo, Szc no apôio fixo, Para outra componente unitária do mo­

vimento, para um deslocamento paralelo a um dos -eixos, por exPmplc 

ter-se-ia que prever outro tipo de vínculos fictícios, 

tinto de 

Por razões formais, escrevemos nas equações (lO) S dis -
xy 

s ' yx apesar de ser sempre 

sgh = s hg 

o que resulta - de acôrdo com o principio de MAXWELL - da equaçao 

(9). A matriz do tensor s é, portanto, simétrica: 

s s s s sxb s 
XX xy xz xa XC 

s s s s syb s 

s = llsghll-

xy yy yz ya yc 
s s s s 8

zb 
s 

xz yz zz za zc 
s s s s 8

ab 
s 

xa ya za a a a c 
8
xb syb 8

zb 
8 ba sbb 8

bc 
s s s s 8

bc s 
XC yc zc a c CC 

O número de elementos diferentes en~re si numa matriz simétriCti 

quadrática de n
2 

elementos é n(n + 1)/2; no no~so caso, 6.7/2 =21. 

Usaremos nêste trabalho apenas matrizes quadradas, que podem sem­

pre ser interpretadas como representativas de um tensor, Isto per­

mite-nos usar os termos "tensor" e "matriz" como sinônimos, e em-
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pregar a mesma notação para ambos. 

Devido às relações entre os cosenos diretores, os 21 ele­

mentos Sgh da matriz S não são independentes entre si. Imaginemos 

que se substitua p por 1/1- p
2

- p2 em tidas as equações (9):re 
X ' y Z -

sulta uma matTiz também simétrica de s2 elementos, dos quais ape-

nas 5.6/2 = 15 são distintos. Portanto, entre os 21 Sgh devem e­

xistir 21 - 15 = 6 relações. Duas delas são suficientemente sim-

p1es para poderem servir como contrôle de c6.lcu1o: 
n 

s + s + s L S. . . . . . . • (11) 
= yy zz i=l 

]. 

s +, syb + s o . . . . • (12) xa zc 

Exprimindo p em função de p e p , resulta a relação(ll): 
X y Z 

S = ~ s p
2 = '\ s{I - p2 - l) = '\:""" s - S - S = L X L y z L yy zz 

Para provar (12), introduzimos os valores de ~a' pb' Pc 

conforme (6): 

sxa = [ s PxPa = L s P:xPzY - [ s P:xP:vZ 

syb = [ s P,_Pb =L s P,_PxZ -L s P,-Pzx 

Szc = [s PzPc = [ s PzPi'- [ s PzP:? 

Somando, resulta valor nulo. 

Observação: o número de parâmetros eucontrados convida a 

especulaçÕes interessantes em analogia à teori.a "raricdnstant" e 

"multiconstant" da elasticidade dos corpos alótropos, nos quais 

são usados, respectivamente, 15 e 21 parâmetros independentes. 

2.7. Determinação das fôrça nas estaéas 
Obtém-se a fôrça normal numa estaca ~ultiplicando-se o seu 

encurtamento t::.l segundo a equação (8) pela sua rigidez s: 

N. 
]. 

s.;:; X P,; = s . (v 10 • + v _p . + • • • + v p . ) 
4 ~ 1 r x1 y- y1 c c :1. 

• (13) 

onde v , v , ••• 7 , sao as soluçÕes das equaçoes de equilíbrio 
X y C 

(10), Felizmente, os estaqueamentos da prática têm quase sempre 

certas yarticularidades, pelas quais a solução do si.tema de 6 e­

quações a 6 incógnitas será sensivelmente simplificada, No caso 
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particular de serem todos os Sgh = O, com g f h, ficando sõmente 

os elementos S na diagonal principal da matriz S, temo&: 
gg 

v 
X 

R R R 

v 3 R /s 
C C CC 

Ni = si ( ~xx PX1 + ~ Pyi + • • • + s:c Pci ) • • • • • (13a) 

Veremos depois que êste cálculo simples não é alcançável, no caso 

geral, por nenhuma transfcrmação de coordenadas, 

Quando houver necessidade de se considerar muito~ casos de 

carregamento, convém determinar a "matriz recíproca" s-1= jjJ3 gh~ • 

Os elementos desta matriz são d~~inidos como soluçÕes das equaçoes 

(lO), colocando nulas tôdas as parcela~ constantes (carga), com 

excepção de uma, que será igual a 1, como indica o esquema: 
:cyzabc 

SoluçÕes: 

v =flxx v 
X X 

v =/3 v 
y yx y 

. 
v" /3 c = ex 

=/3 xy 

=!J yy 

v X 
v 

y 

. v 
c 

=!JXC 

=flyc 

.JJ CC 

o 
o 
o 
o 
o 
l 

A matriz reciproca também é simétrica:}?gh -~hg 
Para uma carga dada pelas componentes do vetor R, obtém-se, 

por superposição: 

v 
X 

v 
y 

. 
v· 

c 

={J R + /3 R 
XXX xyy + 

.. n. R +fl R 
F'yx x flyy y + 

,. 11 R 
rzx X 

+~ R + ••• +f'l. R Ycy y )~cc c 

ou, brevemente: 

••••••• (14) 

o ••••••• (14a) 
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~gh' interpretado fisicamente, é a componente vg do movi­

mento elástico produzido por uma carga Rh 1. Os valores recípro­

cos 1/ p gh também são uma sorte de coeficientes de rigidez. Compa-

remos, por exemplo; 1/ fJ zbcom Szb: a carga R(O ,o ,Rz =1/ fJ zb'O,O ,o) 

provoca 17(v ,v ,v ,v ,vb = 1, v ) a carga R(R ,R ,R =S b'R ,R ,R ) xyza c xyzz a,-~c 

provoca ~(o,o,o,o, Vb=l, o). Também podemos dizer que Rz = 1//J zb 

é aplicado no sistema real, e Rz = Szb no sistema com vínculos 

fictícios que obrigam a serem nulas tôdas as componentes de V, com 

excepção de vb. 

Introduziremos agora o valor~= S-1 R na forma abreviada 

da equaçao (13), para obter N. Naturalmente, não ganh~remos nada 

na redução do comprido caminho do cálculo numérico, mas, em com­

pensação, obteremos a relação entre as fôrças axiais nas estacas e 

a carga externa. 

Pelas propriedades demonstradas na álgebra matricial, nêste produ­

to. que contém, além do fator escalar si, o tensor S e os vetores 

Ele j)i, os fatores podem ser comutados desde que a matriz S seja 

simétrica, que é o nosso caso: 

Chamemos 

N. 
]. 

--"!ao- -i-.x;.. 
f_ = s.S p. 

]. ]. ,]. 

o o o • o o o • (15) 

•• o IJ o • (16) 

de vetor de influência da estaca i. Este vetor desempenha um papel 

análogo às ordenadas da "linha de influência": basta multiplicar 

escalarmente a carga por f. para obter a fôrça axial N. na estaca 
]. ]. 

i: 

N.=RXf. 
]. ]. 

• • • (17) 

O vetor f também pode ser definido cinemàticamente, como 

as linhas de influência. Imaginemos cortada a estaca i em questão 

e aplicado no corte um par de fôrças iguais e opostas de tração. 

Deixamos crescer estas fôrças até que o deslocamento relativo seja 
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unitário (o fato de não ser isto possível na realidade, pelo con­

tacto das partes cortadas, não impede a aplicação mental), O vetor 

v, que representa o movimento do bloco devido ao deslocamento uni­

tário local, é idêntico ao vetor de influência f". porque, tomando 
li. -

v:~ como movimento virtual, o equilíbrio de uma carga R com as 
]. 

fôrças N nas estacas será expresso por: 

O = -N. 1 + R"xf., equaçao idêntica à (11). 
li. ]. 

Os nossos vetores 6-dimensionais podem ser agrupados da se­

guinte maneira: 

1!! espécie 

carga -R, componentes R ,R ,R (t) 
X y Z 

R ,R ,R (tm) a ·o c 

vetor da estaca p, 

2!! espécie 

movimento elás­

tico 

vetor de influ­

ência 

v, 

r, 

" 

.. 

" f ,f ,f 
X y Z 

(sem di- p
5

,pb,pc(m) 
mensão) 

{sem di­
mensão) 

v ,vb,v (sem) 
a c d. 

f ,rb,r (1/m) a c 

A representação do movimento elástico correspondente ao 

vetor f pelo "eixo instantâneo de rotação" correspondente pode 

tornar-se interessante para se estudar o efeito da posição duma 

carga móvel. Chamemos êste eixo correspondente a fi de. eixo de in­

fluência da estaca i. Para cada ponto K do bloco, escolhido como 

ponto de aplicação duma fôrça, existe uma direção critica em rela­

çao a uma estaca i, dada pela direção do deslocamento de K no mo--vimento fi' como indica a figura 1. A f~rça em K- suposta cons-

tante em tôdas as direções, para efeito de comparação - aplicada 

na direção critica produz maior efeito sôbre a estaca i. 

Chamemos de x, y, z, as coordenadas do ponto K. Obtemos o 

movimento de K somando o efeito do deslocamento paralelo dado por 

fx,fy,fz' como o efeito do giro dado por fa,fb,fc' sendo êste últi­

mo expres&& pelo produto vetorial: 
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~fa' fb' fc)(x, y, zfl 

Chamando de k , k , k as cozponenies do movimento de K na direção 
X y Z 

critica procurada, acha-se, pela execução do produto vetorial: 

k f + fbz fcy X X 

k "' f + f X f z . . . . • (18) y y c a 

k = f + fay fbx z z 

o eixo de influência é dado pela condição de a direção cri 

tica dada por k~, k , k coincidir com a direção do vetor de giro 
~ y z 

f
3

, fb' fc. Dai resulta que: 

.(19) 

sao as duas equaçoes do eixo de influência com x, y, z como coor­

denadas correntes-

Fôrças aplicadas como cargas no ponto K e contidas no pla­

no normal à direção critica não produzem fôrça normal na estaca em 

questão. Em particular, tôda fôrça cuja reta de aplicação encontra 

o eixo de influência num ângulo reto não tem efeito sõbre a estaca 

relllpectiva. 

Quando tôdas as fôrças normais nas estacas forem determi­

nadas, a comparaçao com as fôrças admissíveis nas est~cas indicará 

se a carga do estaqueamento é ou não admissivel. Seja a carga dada 

por um vetor semi-unitário r na forma R = Rr. Para a es1taca i, se­

ja A. a fôrça admissível de compressão, A! á fôrça admissível de 
1 1 

tração. Se tôdas as fôrças normais Ni obtidas estiverem entre os 

limites 

A!< N. < A. 
1 1 1 

a carga R será admissível. 

Designaremos porRA o valor limite de R para o qual, em u­

ma ou mais estacas, será atingidó o limite A0 ou A. Pela inspecção 

dos valores N. encontrados, acha-se a estaca cuja fôrça normal 
]. 

mais se aproxima do limite, estaca que designaremos com o índice 

m. Temos: 
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R = R A /N 
A m 111 

ou RA = R A'/N , c~nforme o caso. m 111 

Substituindo N_ por Rx f = R 7x f , obtemos: 
- m m 

À 
R = m 
A~ ou 

111 

A carga admissivel RA 

A' 
m 

= rx't 
m 

depende, como é óbvio, da sua posi-

çao expressa pelo vetor semi-unitário r. No caso geral, RA é uma 

função de 5 variáveis de acôrdo com os 5 parâmetros de que depen­

de~ Esta função não é contínua. O espaço 5-dimensional é divi -

dido em certas zonas, nas quais sempre uma estaca específica é 

responsável pelo valor RA. Nos limites das zonas há discontinui­

dade, mas (provàvelmente) não haverá saltos do valor RA. 

Antes de prosseguir nêste texto, convém estudar o primei­

ro exemplo numérico do capitulo 6, até à determinação das fôrças 

nas estacas. A maior parte dos exemplos dêste trabalho está reun~ 

da nêsse capítulo para facilitar o seu uso como modêlos de cálcu­

lo. 

3. MUDANÇA DO SISTEMA DE COORDENADAS 
3. 1. Introdução 

Aplicaremos a mudança do sistema de coordenadas para sim­

plificar o cálculo dos estaqueamentos práticos, que já são mais 

simples pela existência de simetria ou por outros motivos. O fàto 

de que as transformaçÕes de coordenadas serão sempre casos parti­

culares não nos liberta da necessidade de estudar a teoria geral 

da transformação, vorque só esta permite as conclusões necessá -

rias. 

Como o cálculo matricial ainda nao ganhou na literatura 

técnica a difusão que merece, julgamos conveniente dar aqui algu­

mas explicaçÕes prévias. Na realidade, ~ó precisaremos de alguns 

elementos dês te cálculo, que p_ode ser interpretado como uma "no­

tação taquigráfica" de sistemas de equações. 

Além do expoente -1 para a matriz recíproca já explicada, 

necessitaremos da indicação da matriz transposta, que resulta da 

permuta de lugar dos elementos que ocupam dois a dois uma pos]ção 

simétrica em relação à diagonal principal. Usaremos o expoente tr 
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como notação. Para matrizes simétricas, como S, por exemplo, temos 

Resulta logo da interpretação dos elementos duma matriz 

como coeficientes de equaçoes lineares que a recíproca duma trans­

posta é igual à transposta da recíproca; 

(s-1)tr = (strr~ = 8-tr ••••••• ( 2o) 

porque a ordem das respectivas equaçÕes pode ser invertida. 

As ;êzes um vetor sofre duas transformaçÕes consecutivas, 

dadas pel~s matrizes A e B, de forma que o vetor obtido Bv será 

novamente tra~sformado para A(Bv). Substituindo-se as matrizes A 

e B por uma única C qu~ faça a mesma operaçao: 

teremos definido o produto de duas matrizes C = A B. Verifica-se 

a regra ensinada na álg'3~JTB matricial para formar os elementos de 

C inteTpretand·o tais elementos como coeficientes de equaçÕes line­

ares. Est,a regra diz que o elemento C h da 1 inha g e da coluna h é 
' g 

obtido como soma dos produtos dos elementos da linha g da matriz A 

pelos elementos da coluna h da matriz B: 

cgh = AglBlh + Ag2 B2h + Ag3 B3h +Aeo . . .(21) 

Calculando segundo esta definição o produto duma matriz S 

pela sua recíproca s-~, resulta a "matriz unitáriJl.", com l na dia-

gonal principal, e o par f!. '~o dos os outros elementos. 

l o o o o o 
o l o o o o 

s 8 -4 ~ 11 5ghllll fighll o o 1 o o o 
o o o 1 o o 
o o o o 1 o 
o o o o o 1 

Tal cálculo, que pode ser interpretado como verificação 

dos valores J3 gh' motivou a criação da palavra "matriz recíproca". 

(Encontra-se, às vêzes, o nome "matriz conjugada", não recomendá-
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vel para para evitar confusão com a transposta). 

A multiplicação matricial é associativa (não há necessida­

de de parêntesis na expressão~ B ~),mas não é· comutativa 

(A B + B A). S6 a multiplicação de uma matriz simétrica por um ve­

tor é comutativa. ~iate uma propriedade na álgebra das matrizes 

que desempenha papel análogo ao da lei comutativa da álgebra co­

mum. Esta propriedade é que a transposta dum produto é o produto 

dos fatores transpostos na ordem comutada: 

• • • • • (22) 

Nos casos particulares encon·traremos sempre matrizes S com 

vários elementos nulos. Para evidenciar a simplificação do cálculo, 

convém dispor as linhas e as colunas da matriz de outra maneira, 

juntando as equações dependentes entre si. Por exemplo, a matriz 

com S = S = S = S = S = S = S = Sac = O pode ser· re-xy xz xb xc ya za ab 
presentada do modo seguinte: 

X aly z b c 

X -I o o o o 
a = I o o o o 
y 

__ '= ___ 
o o = - - -

z o o I 
b o o I 

I 
c o OI-

De fato, trata-se de dois sist·emas de equaçoes independentes entre 

si. Diz-sre que a matriz é separável segundo as linhas tracejadas 

em duas sub-matrizes. S6 encontraremos separações em sub-matrizes 

quadradas. 

Usaremos uma propriedade evidente da multiplicação de ma­

trizes separáveis. Sejam A e B duas matrizes separáveis segundo as 

mesmas linhas e colunas. Seguindo a regra da multiplicação matricl 

al, resultam evidentemente nos quarteirÕes com elementos nulos no­

vamente elementos núlos, e nos outros quarteirÕes elementos forma­

dos peJa multiplicação das sub-matrizes; simbõlicamente: 



- 24- ~udança do sistema de coordenadas 

A B = !
111 ~·ll:_ Q J,.,Ul !dU_ Q 11 = jjll ~·~·11 :_ Q __ J\ r o : "A·ill 1 o : ,, B"rr. o : il A"B"IIl 

Para a clareza do formulário, é muito importante que se 

encontre uma notação conveniente. No cálculo tensorial usa-se a 

convenção de dar a letra seguinte do alfabeto a todo valor trans­

formado. Esta modalidade seria bem possível no nosso caso, desde 

que chamássemos os eixos x, y, z, a, b, c, de x
1

, x
2

, x
3

, ••• x
6

, e 

no sistema transformado de y
1

, y
2

, y 3 , ••• y
6

• Apesàr das vantagens 

lógicas, não usaremos tal notação, contrária ao espírito do enge­

nheiro, que costuma fazer uma associação direta entre a letra e o 

significado respectivo. Por exemplo, anotando-se a rigidez às vê­

zes com S, às ~êzes com T, ou com U, complicar-se-ia á compreensão 

Usaremos a seguinte convenção: todo valor transformado re­

cebe um apóstrofo. Por exemplo, o vetor da estaca no sistema x, 

y, ••• c, é p (p , p , ••• p ) , e no sistema transformado passa a 
X y C 

ser 't' (p~, p;, ... p~). Uma segunda ~::-ansformação será indicada 

por dois apóstrofos. Outras notaçÕes serão explicadas no texto. 

O primeiro passo na teor1a da transformação de coordena­

das é uma decepção, pois o sonho de todo calculista - obter uma 

matriz com elementos não nulos Sxx' Syy' Scc apenas na diago­

nal principal (equaçÕes independentes) - nao é realizável no caso 

geral. Vimos que os 21 coeficientes Sgh são reduzidos a 15 parâ-. 

metros inde-:;eadentes, por certas relaç~es entre êles. A "matriz 

ideal" teria apenas 6 c··eficientes t1 .:msformados. Para tornar nu­

los aquêles que sobram, em número de 15 - 6 = 9, precisaríamos 

dispor de 9 parâmetros fixadores da nova posiçao do sistema das 

coordenadas. Na realidade, só temos 6, de acôrdo com os 6 graus de 

lib~rdade dr; movimen~o no espaço. 

3.2. Tensor de transformação 
O problema da transformação apresenta-se do modo seguinte: 

para eixos x, y, z, com origem O arbitràriamente escolhida, fo!"am 

determinados os vetores p das estacas, o vetor R da carga, e a ma­

triz de rigidez S; procura-se. para outro sistema x', y', z', com 
....,. -a origem 0', os respectivos va1ore~ p', R', s•. 

Foder-se-;a, naturalmente, recomP.~~r o cálculo, obtendo~se 
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os valores desejados no novo sistema. De fato é êste, às vêzes, o 

caminho indicado de cálculo, mas, em geral, uma transformação dos 

valores p, R, S emp', R', S', é mais simples. Quanto ao vetor do 

movimento elástico17, precisar-se-á normalmente da retransforma-

ção de~· 
_,.. 

em v. 

A posiçao do novo sistema das coordenadas em relação ao 

antigo ou vice-versa pode ser dada pelas coordenadas r·espectivas 

da origem e pelos cosenos diretores dos eixos dúm sistema no outro 

Em princípio usaremos outros parâmetros fixadores da posiçao rela­

tiva dos dois sistemas. Para fixar o eixo x (antigo) em relação ao 

novo sistema, imaginemos aplicada uma fôrça unitária na direção do 

eixo x, e determinemos as 6 componentes no novo sistema do vetor 

][, como se fosse êste eixo o de uma estaca. Procedendo da mesma 

forma com y e 2r, obteremos 18 parâmetros (naturalmente não indepe~ 

dentes) da posição relativa. 

NotaçÕes: 

1) Origem. 

Coordenadas da origem 0 1 (nova) no sistema antigo: x
0

, y
0

, 

Coordenadas da origem O (antiga) no sistema novo : x~, y~, 

z • 
o 

z •• 
o 

2) Cosenos diretores. 

Letra q com dois índices, significando o primeiro o novo eixo, o 

segundo o antigo; por exemplo: 

q é o coseno do ângulo entre as direçÕes dos eixos y' e z. 
yz 

Desta forma, os vetores x, y, z, como estacas fictícias, 

terão, conforme (6), no novo sistema x•, y', z', as componentes: 

Vetor "X Vetor y Vetor z 
:z:' qxx q:z:y qxz 

y' ~X qyy qyz 

z' qz:z: qzy qzz 

a' qax y'q -z'~ qay y'q -z'q qaz y'q -z'q •• (23} 
o z:z: o o zy o yy o zz o yz 

b' qbx z~qx:z:-x~qzx qby z'q -x'q qbz z'q -x'q ' 
o x:v o z:v o xz o zz! 

I 

c'l q ex 
x'q -y'q 

O yx O XX qcy x'q -y'q 
O )'V O XV . • • I 

qcz x'o -y'q J o-yz o xz 
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Para transformar um vetor de movimento elástico do novo pa­

ra o antigo sistema, precisamos lembrar-nos da equação (8) para o 

encurtamento duma estaca resultante de um movimento dado por seu 

vetor. O "encurtamento da estaca x" é a componente de ; procurada 

na direção x, proveniente de um movimento~·; portanto: 

v q v' + ~v; + qzxv; + qaxv~ + qbxvb + qcxv~ X JClt X 

v ~v' + ~v; + q v' + q v' + qbyvb + q v• 
y yx zy z ay a cy c 

v ~v' + ~v' + qzzv; + qazv~ + qbzvb + qczv~ z Z X z y 

A transformação das componentes que exprimem o giro elástico é 

mais simples. Basta projetar as componentes do respectivo vetor 

sôbre os ei~os antigos, multiplicando-se pelos cose~os diretores 

correspondente<~: 

v ~v~ + ~vb + '-z:z:V~ a 

vb ~v~ + ~vb + q v' 
izy e 

v ~v' + ~v' + qzzv~ c z a z b 

Passemos agora à transformação .do vetor da. carga do anti-

go para o novo s1stema.. Já conhecemos os efeito·s das fôrçal!i unitá­

rias nas direçÕes dos velhos eixos: são as componen~es dos vetores 

-;:, y, z,conforme (23). Além das fôrças Rx' Ry, Rz' temos os IIDOmen­

tos R , P~, R , que se transformam por multiplicaçâp pelos cosenos a ., c 
diretores correspondentes. Esses momentos projetado:s deve• ser so-

ma dos com os momentos produzidos pelas fôrças R , ~' R ; porta.n-
.X . z 

to: 

R' s ~Rx + ~Ry + ~ZRZ X 

R' "'~R + ~Ry + qyzRz y X X 

R' = qZXRX + qzyRy + qZZRZ z 

R' qaxRx + qayRy + qazRz qJOtRa + ~~ + ~ZRC a 

Rb= qbxRx + qbyRy + qbzRz + ~R a + ~~ + ~ZRC 
R' = qcxRx + qcyRy + qCZRZ + qzxRa + qzy~ + qZZRC c 

Nestas transformações intervém visivelmente uma matriz e 
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sua transposta. Para a notação "taquigráfica" das equaçcc~s ãe 

transformação, estabeleceremos o tensor da transformação T, cem a 

matriz: 

T 

q= 

~X 
qzx 

qax 

qbx 

qcx 

qxy 

qyy 

qzy 

qay 

qby 

qcy 

qxz 

qyz 

qzz 

qaz 

qbz 

qcz 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

= 

tx l>- fN O O O I f 
~::;5ooo 
~~-;;;0001 
> > > ; 
o o o lx I>- IN 
-o-o-oooo 

ti.ci.ri.~~~ 
EEEEEE 
oooooo 
u u u u u u 

(24) 

Na segunda redação simbólica de T, usamos x, y, 2:, para os veto­

res 6-dimensionais conforme (23), x, y, z, para os vetores tri-di­

mensionais, com os cosenos diretores como componentes. Com o em­

prêgo de T, obtemos as seguintes expressÕes para a transformação: - -R' = T R e • • • • • (25) 

Como casos particulares da transformação de coordenadas, 

temos a rotação e a translação do sistema. A rotação, na qual a 

origem (; mantida,, é caracterizada pelo fato de serem nulas tôdas 

as componentes dos vetores X:, ---y, z que exprimem momentos; portan-

to, o tensor da rotação tem a matriz 

q= ~ qxz o o o 

~X ~ qyz o o o 

T(rot) qzx qzy qzz o o o (26) . . . . . . . . 
o o ;) qxx qxy ~z 
o o o ~ ~ ~ 
0 0 0 qzx qzy qzz 

A matriz T(rot) não é simétrica (por exemplo, qxy I q__), mas go-
-1. tr -yx 

za da propriedade: T(rot) = T(rot) , o que resulta do signifi-

cado dos consenos diretores. 

Na translação, o paralelismo dos eixos implica valor 1 

para os cosenos diretores com indiées iguais e valor O para aquê­

les com índices diferentes. Convém substituir diretamente as co­

ordenadas relativas das origens, que são, nêste caso de transla-
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çao, iguais em valor absoluto e de sinal oposto: 

X == -x' ; yo -y~ ; z = -zf 
o o o o 

Pondo nulos os respectivos cosenos diretores, temos: 

qax o qay -z' = z qaz y' = -yo o o o 

qbx z' = -z qby o qbz -x' X 
o o o o 

qcx -y~ = yo qcy x' = -x qcz o 
o o 

e a matriz do tensor de translação é: 

1 o o o o o l o o o o OI 
o 1 o o o o o 1 o o o OI 

T(transl.) 
o o 1 o o o o o l o o :1 .. (27) o -z' +y~ 1 o o o +z -yo 1 o 

o o 
+zl o -x' o 1 o --z o +x o 1 

~I o o o o 

l-Y~ +x' o o o l +yo -:x o o ô 
o o 

Procuremos agora o processo para. a. transformação da rigi-

dez S. Temos, segundo (loa), R= Sv, e procuramos a r"lação anã­-Ioga R' = S' v'. As equaçÕes (25) L·rnecem: 

..... 
R' donde: 

• o • o • (28) 

é a relação que transforma a rigidez. 

Para transformar a reciproca da rigidez, partifuos de: 

-R' 

-v 

s t -::;, ou -;. 

• o o o o (29) 

'l'ôdas as transfnrmações no sent~dc inverso exigem e. deter­

minação da matriz recíproca de T, o que só é simples no caso de 

rotação. 

O vetor da estaca e o vetor de influência transformam-se 

como o vetor da carga e o vetor do movimento, respectivamente. 
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Fórmulas de transformação 

I 
Vetores da 1!! esl!écie ida: volta: I 

~ 

TR ""i T-Ji Rt I 
carga R' 

I vetor da estaca 1' = T "'õ p = T-1 p' 
Vetores da 2! esl!écie ~ (30) 

-;. -tr ~ _,.. Ttr -;v movimento elástico T v v I 
i 

vetor de influência 7• "' 
T-tr 7 7 Ttr f' I 

I 
T S Ttr T-" S 1 T-tr I 

Matriz de rigidez s• "' s ' 

s•-1. T-trS-A T-A s_, ~ Ttr s•-" T J 
3.3. Direções principais, eixos centrais e etástJcos 

Estudemos as possibilidades de simplificar a matriz de ri­

gidez S por uma rotação do sistema. Por uma escolha apropriada das 

direçÕes dos novos eixos, podemos tentar obter nulos os coeficien­

tes transformados s~, s~z' s~z' a fim de que a matriz nova seja 

da forma: 

o o 
o o 

s• o o 

Supondo, por enquanto, que existam tais posiçÕes dos eixos 

chamadas direçÕes principais do deslocamento, podemos tirar certas 

conclusões que facilitarão a procura delas: 

1. Um deslocamento elástico numa das direçÕes principais 

provocará como reação uma fôrça da mesma direção (a posição desta 

fôrça resulta dos coeficientes não nulos da coluna correspondente 

de s). 
2. Substituindo o estaqueamento real por outro, chamado 

"reduzido", obtido pela transferência paralela de tôdas as estacas 

à origem, as direçÕes principais de deslocamento não se alteram 

porque a direção da reação resultante dum certo deslocamento para­

lelo só depende da direção das estacas. 
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Sendo assim, na procura das direçÕes principais de deslo­

camento, teremos de considerar apenas o estaqueamento reduzido à 

origem, com a matriz de rigidez: 

s x,y,z 

s s s = xy xz 

s xy 

s xz 

s 
yy 

s yz 

s yz 

s zz 

Quando uma matriz contiver sõmente uma parte das 6 linhas 

e colunas, usaremos a notação de índices na letra S. Esses índi­

ces devem ser separados por vírgulas para que se não faça confu­

sao com~o re~ectivo coeficiente de rigidez; assim, por exemplo: 

s x,y 

s s = xy 

s s 
xy yy 

Procuramos uma direção prl!.cipel, expressa pelo vetor uni­

tário q (<lx, ~· qz J, que goza da seguinte pror.:::-iedc.de; uma .fôrça 

R(R , R , R ) na direção q provocará um deslocamento na mesma dire­
x y z 

ção. Designaremos por{5 o valor(môdulo) desta fôrça correspondente 

a um deslocamento unitário v • q. 
Entre R e v, há a relação 

R .. S v 
x,y,z 

portanto, a propriedade mencionada pode ser expressa por: 

6 q .. sx,y,z q. 

De~envolvendo esta equação vetorial S q- Gq =O, resulta: x,y,z 

(S=- G )<lx + sxy~ + 8xzqz = o 

s <lx + (Syy- 6 )7 + 8yzqz o •• (31) 
xy 

s <lx + syzqy + {S - 6 )q o xz zz z 

Essas três equaçÕes homogêneas para os cosenos diretores <lx• ~· 
qz' aô serão compatíveis entre si quando for nulo o determinante 

doa coeficientes: 
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s -~ s s 
XX xy xz 

s s -o s "" o xy yy yz 

s s s -ty xz yz zz 

Desenvolvendo o determinante, resulta: 

6 3 - I 6 2 
+ Ilfi- I3 = o 

.1 

onde I
1

, 12, ·Ia sao os invariantes da matriz s x,y,z 

I s + s + s 
1. = yy zz 

I2 s s + s s + s s s2 s2 s2 . . . . (32) 
= yy yy zz zz = xy yz zx 

s s s = xy xz 
13 s s s 

xy yy yz 
s s s xz yz zz 

As três soluçÕes paraõ da equaçao cúbica (32) sao os valores da 

fôrça que produz deslocamento unitário na sua direção, isto é, es-

sas soluçÕes são os coeficientes procurados S' , S' , S 1 da ma­= yy zz 
triz transformada. Cada um dêssea valores substituidos nas equa-

çoes (31) fornece, junto com a equaçao 

2 2 2 
qx + qy + qz 1 

3 cosenos diretores. Suprimi•os a prova de que as 3 direçÕes assim 

encontradas são normais entre si. Design~ndo 

as componentes de q correspondentes a s~ por ~· qxy' ~z 
" " " " " " s• 11 

~· ~· qyz yy 

" " " " " " S' " qzx' qzy' qzz zz 

temos os elementos para estabelecer a matriz T(rot) conforme (26)' 

que fornece os elementos restantes da matriz transformada S 1 por 

meio de 

A primeira parte dêate cálculo, que é· a transformação da 

matriz S , é. encontrada anàlogamente em várias outras aplica-
x,y,z 

çÕes físicas. Podemos mesmo aproveitar as f6rmulas já estabeleci-

das para os cosenos diretores. Resolvida a equação cúbica (32), 
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calculallll-se *) 9 valores auxiliares (g = x, y, z): 

c "' (S s• ) (szz gx yy gg gg yz s• ) -a' } 
c = (s s• ) (Szz s• ) - s2 . . . . • (33) 
gy XX gg gg xz 

c "' (s s• ) (S s• ) - s 2 
gz XX gg yy gg xy 

e os co senos diretores se. o (g, h, x, y, z): 

2 cgh 
• (34) qgh = c + c + c . . . . 

gx gy gz 

Os sinais dêsses valores resultam da inspec~ão das eque.çoea (31). 

Esta. dedução poderia ter sido feita sem recorrer ao esta­

·que~amento "reduzido", com tôdas as estacas transferidas à origem • . 
o fato de a parte s• da matriz transformada depender apenas x,y,z 
da direção das estacas e nao das suas posiçÕes resul~a da pr6pria. 

multiplicação matricial, com a matriz T(rot) segundo (26). Imagi­

nemos as matrizes T(rot) e S separadas em 4 partes anotadas do 

seguinte modo: 

T T(rot) = 

Aplicando a regra di:> m'!lltiplicação matricial, resulta: 

T S c 
jlfq} iS}1__ -1- __ S~i~1~1 
!I [q] [s]~r ~ [q] [sJal 

T S Ttr ,. J~J-~l~ __ Çq)~rlJ~!~I2 _ _c~r:_ 
[q][sJ:r [q]tr; [q](s]3 (qJ'r 

isto é, na transformação por rotação da primeira parte S 
x,y,z 

= [s] 1 , intervém sõmente os coeficientes desta parte, e não os 

daa outras partes [s] 2 e [s] 3 • 

O mesmo acontece com a última parte S b = [s] 3 da 
a., 'c 

*) T. va.n LANGENDONCK, Resistência, 22 vol., TensÕes, Rio,l956, 

pág. 39. 
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matriz. Isto permite uma conclusão interessante sÕbre as proprie­

dades elásticas do estaqueamento. Procurli.molll uma rotação do siste-

s• .. 
o o 

o o 
o o 

Basta para êste fim aplicar alil equaçoes (31), (32), (33} e (34) l' 

substituindo x, y, z, por a., b, c. Para. reconhecer as prúpriedades 

dos novos eixos, ima.giuemos que o e=ta.queamento execute um giro 

em tôrno de um dos eixos, por exemplo um movimento elástico com a 

única componente 7 ~ 1. A carga correspondente a êste giro contém 
a 

só as componentes Rx' Ry' Rz' Ra.' sendo ~ = Rc O por serem nu-

los os valores Sab e Sac" Tal carga pode, portanto, ser represen­

tada por duas fôrças, uma. das quais aplicada no eixo x, e a outra. 

num plano normal a êste eixo. Chamaremos as direçÕes dêase~ eiÃv~ 

novos de direçÕes principais de giro. 

Bem mais simples torna-se o assunto quando um dos eixoll! o­

riginais já for-colocado numa direção principal, determiuada., por 

exemplo, por simetria. Suponhamos que uma das direçÕes principai~ 

do deslocamento seja a direção do eixo z. 'Ire.ta.-se, então, de uma 

rotação do sistema em tôrno de z. O vetor u.ni târio que indic.a ai! 

outras direçÕes principais é agora bi-dimen~ional, com as compo­

nentes qx e~· Em vez das equaçÕes (31), temos: 

s 
xy 

xy • • • • • • o (35) 
s ~ .. {l} 

(Syy-G')~ • O 

Dessas equaçoes resulta o ângulo j? de rot"ção do sistema (fig.9), 
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y• ...... __ _ 
y 

I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 

x'; x 

Fig. 9 - Rotação em. tôrno de um.a direção principal 

Com tg 2!f' 2 
cotg {/J tgy ' 

cotg !f 

vêm: 

s -G 
XX 

s 
xy 

(da lª das (35) 

s -6 
YY {da 2ª das (35) s 
xy 

2 s 
t l !fJ "' ""s---"""xy~s,-- • • • ••• (36) 

xx yy 

Fazendo nulo o determinante dos coeficientes das equações 

homogêneas (35), resulta a equaçao quadrática: 

(5
2 

- (s + s )E; + s s - s2 = o 
XX yy XX yy Jcy 

cujas soluções terão a notação E)l = s~, E)2 = s~ 

s• 
XX yy 

s +S ~s -s 
XX yy _! { XX YY) 2 + S2 

2 2 xy 
• • • o o • (37) 

tudo em perfeita analogia com a teoria do estado plano das tensÕes. 

Quando se tratar das direções principais de giro, valem as 

mesmas fórmulas, desde que se substitua x, y, por a, b. 

Supomos achadas as direções principais do deslocamento por 

rotação do sistema. Estudemos agora as possibilidades de simplifi-
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car ainda mais a matriz por uma segunda transformação, que ser~, 

naturalmente, uma translação, para que se não percam as vantagens 

já obtidas pelas direções principais. Temos de executar: 

com T 

S" = T S'Ttr 

T(trans) c~nforme (27), e com S' resultante da rotação: 

s• 

s• 
XX 

o 
o 

s• 
yy 

o 
s• 
ya 

s• yb 
s• yc 

o 
o 
s• 

zz 
s• za 
s• 

zb 
s• 

zc 

s• 
xa 

s• 
ya 

s• za 
s• 

a a 

s~b 
S' 

a c 

s• 
X~ 

S' yc 
S' zc 
S' a c 
s• 

bc 
s• 

CC 

Pela dupla multiplicação matricial resultam alguns elemen­

tos iguais S~h' outros diferentes S~h· Os valores dêsses últimos 

sao dados em fórmulas separadas. 

s• o o s• S" S" 
XX xa xb XC 

o S' o S" s• S" yy ya yb yc 

S" o o s• S" S" S' zz za zb zc 
S' S"- S" S" S" s•· 
xa ya za a. a ab a. c 

S" xb 
s• yb S" zb S" ab S" bb S" b;: 

S" S" s• S" S" 2!' 
XC yc zc a c bc CC 

S" s• z' s• s• + z" S' xb xb o XX xb o XX 

S" s• + y' s• etc., com x" -x' 
XC XC o XX o o 

S" s• + z' S' y" -v' ya ya o yy o -o 

S" s• x' s• z" -z' yc yc o yy o o 
(38) 

S" s• s• . . . 
y' za za. o zz 

S" s• + x' s• zb zb o zz 

S" s• x~y~S~z + z'(S• s• ) + x'S' y'S' ab a.b o yb :xa . o za . o zb 

S" s• y'z'S' + x' (S' S' ) + y'S' z'S' bc bc O O XX o zc yb o xb o XC 

S" s• x'z'S' + y' (s• s• ) + z'S' x'S' c a c a o o yy o xa zc o yc o ya 
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S" = s• + ,2s• + z• 2s• + 2(z •s• - y'S' ) 

} 
a. a. a a Yo zz o yy o ya. o za 

S" = sbb + z• 2s• + x• 2s• + 2(x•s• -·~z •s• ) o o o o (39) 
bb o = o zz o zb o xb 

S" s•. + x• 2s + ,2s + 2(y'S' - x'S' ) 
CC CC o yy yo = O XC o yc 

Evidentemente, não é possível obter uma separa.ça.o da ma­

triz em 6 subma.trizes independentes. Em primeiro lugar, temos os 

elementos S' nao alterados pela translação, que já estabelecem 
gh 

uma. relação entre x e a, y e b, z e c. Além disso, a separação em 

3 submatrizes S , S b' S , nao pode ser obtida porque nenhuma 
x,a y, z,c 

escolha. da posição relativa das origens, dada pelos 3 parâmetros 

x~, y~, z~, pode tornar nulos os 9 valores (38). 

Anulando os dois primeiros valores s;b = s~c = o, resul­

tam y~ e z~ que determinam uma posiça.o especial do eixo x". Para 

reconhecer as propriedades dêste eixo, imaginemos um deslocamento 

com a única componente v; = 1. Como na primeira. coluna de S" en­

contram-se agora só os dois coeficientes S~ = S~ e S~a' a carga 

correspondente a êste deslocamento conaiste, conforme (10), ape­

nas numa fôrça aplicada na direção do eixo x" e num momento atuan­

te num plano normal a êsse eixo. O mesmo raciocínio, mas com outra 

escolha dos parâmetros x~, y~, z~, fornece posiçÕes especiais dos 

eixos y" e z". Chamaremos tais eixos de eixos centrais do desloca­

~ do estaqueamento. 

Estudo análogo poderia ser feito para as direçÕes princi­

pais de giro, encontrando-se 3 eixos centrais de giro. Para sim­

plificar a terminologia, chamaremos os eixos centrais do desloca­

mento simplesmente de eixos centrais, e aquêles relativos ao giro 

de eixos elásticos. 

Todo estaqueamento (e em geral, tôda ligação elástica en­

tre dois corpos rígidos) tem 3 eixos centrais e 3 eixos elásticos, 

respectivamente normais entre si, mas não se encontrando num ponto. 
. {central } d { deslocamento na direção} 

O e1xo elástico tem a propriedade e um giro em tôrno 

do eixo provocar como reaçao apenas uma fôrça na direcão dêle e 

um momento aplicado num plano normal a êsse eixo. 

Encontra-se muitas vêzes o caso particular, ocasionado por 
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sim~tria ou outro motivo, de um deslocamento na direção principal 

pro...-ocar apenas como reaçao uma fôrçu na direção do eixo central, 

sem momento, e um giro em tôrno do eixo elústi(!o ;>roduzir só n:o­

mento como reação, sem fôrça. Ch&m<..mos tois eixos de _e_ix~~r:.~~· 
. { ceutral L • . d d d { uma fôrça } . d O e1xo elásticoj puro ~em a propr1e a e e um momento ag1n o 

{
no eixo } . 
em tôrno do eixo provocar como mov1mento elástico só 

{ umum desloc&mento na direção} d eixo. 
giro em tôrno 0 

G plano formado por dois eixos centrais puros encontrando­

se num ponto é o plano central do estaqueamento! um carregamento 

dado por fôrças contidas nêste plano provoca movimentos elásticos 

paralelos ao mesmo. Pelo ponto de interseção de dois eixos cen­

trais puros passa, normalmente ao plano, um dos eixos elásticos. 

Este ponto denomina-se ~entro_el~~tic~ (C.E.) do estaqueamento. 

~ropriedades do centro elástico: 

1. Um carregamento dado por fôrças contidas no plano cen­

tral e aplicadas no C.E. provoca como movimento elástico sõmente 

deslocamento paralelo àquele plano, sem giro. 

2. Um carregamento dado por momentos atuantes no plano 

central provoca como movimento elástico apenas giro em tôrno do 

C.E., paralelo ao plano central. 

No caso de um estaqueamento simétrico em relação a ~ois 

planos,·todoa os eixos centrais e elásticos são puros, tendo-se, 

geralmente, dois C.E. (figura 10). 

--
eiXOS 

--. -----~ -- . --
->--.-- -c.E('--... ~ eixos elásticos 

centrais --.... ~- - -~ 
.......__/-· ------ _... C.~ ·--... __ 

I 
I 

erxo central e elástico 

Fi~.10 - Caso particular da posição dos eixos 
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l.J.. O ESTAQUEAtiENTO NÃO GERAL 

l.J.. i. Generalid~~es 

As razÕes de execuçao simples impÕem, nos est&queamentos 

da prática, uma certa regularidade geométrica na disposição das 

estacas. Teremos, assim, estaqueamentos que não pertencem ao caso 

mais geral possível, e que permitem, por isso mesmo, certas sim­

plificações no cálculo. Para tirar todos os proveitos simplifica­

dores, o sistema dos eixos deve ser colocado em certas posiçÕes 

especiais (direções principais, centros elásticos), que resultam 

parcialmente sem cálculo, pela pr6pria disposição das estacas, 

parcialmente calculados. 

Com~ critério ne classificação dos estaqueamentos usaremos 

a matriz de rigidez, que indicará, como parte decisiva do cálculo, 

o número de equaçoes a resolver. Quando esta matriz for referida a 

eixos nas direções principais, poderemos reconhecer os estaquea­

mentos degenerados pelo fato de serem nulos um ou mais coeficien­

tes da diagonal principal. Indicamos com êsse nome os estaqueamen­

tos que resistem apenas a fôrças em posiçoes especiais. O estaque~ 

mento não degenerado denomina-se completo. 

Um motivo de degeneração pode ser um número menor do que 

6 estacas (simples), mas os casos mais frequentes são causados pe­

la disposição geométrica das estacas. P~r exemplo, nas fundaçÕes 

de edifícios constituídas apenas por estacas verticais, o estaque~ 

mento resiste só a fôrças verticais. A definição de degeneração 

pela matriz de rigidez determinada com estacas simples (articula­

das no tôpo e na ponta) refere-se, naturalmente, a êste caso ide­

al. Na realidade, as fôrças horizontais serão recebidas em parte 

?elo engastamento das estacas, em parte pelo empuxo passivo do 

terreno. Estes efeitos serão estudados mais tarde, com outras hi­

póteses ideais mais perto da realidade. 

No caso de um estaqueamento degenerado trabalhar em con­

junto com outros corpos (terra, por exemplo), para resistir a fôr­

ças quaisquer, falaremos de "estaqueamento degenerado com apoios 

adicionais". O estaqueamento completo também pode ter apoios adi­

cionais, intervindo em tal caso as propriedades elásticas do es-
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taqueamento como elementos de um cálculo hiperestático. 

Há várias modalidades de se usar a teoria da transformação 

no cálculo de estaqueamentos. A primeira fase consiste na determi­

nação das component~s dos vetoresjp e dos coeficientes Sgh de ri­

gidez. Escolhida, em função de S, a posição mais favorável do sis­

tema dos eixos, segue-se: 

a) O cálculo é reiniciado (determinação dos vetores~etc) 

evitando-se qualquer fórmula de transformação. 

b) Transformação p em p', S em S'. As componentes da car­

ga li•, determinadas diretamente no novo sistema, servem para solu­

cionar as equações de equilíbrio e para a determinação das fôrças 

nas estacas, usando-p•. 

c) Transforma-se sõmente Sem s•. Resolvidas as equaçoes, 

as componentes de -;a obtidas serão retransformadas em v, e forne­

cerao as fôrças normais com o uso de J). 
d) Transforma-se Sem S', e determina-se s•-~. Este valor 

será retransformado em s-::1, que fornece com facilidade as fôrças -nas estacas, usando p, ou determinando os vetores de influência f. 

Observe-se que, em tôdas essas transformaçÕes descritas, 
tr 

aparecem só os tensores T e T , não os recíprocos. Qual a modali-

dade recomendável, depende das circunstâncias de cada caso parti­

cular. 

De grande utilidade .será a propriedade da multiplicação 

de matrizes separáveis. mencionRda na introdução do capitulo 3. 

2uando a matriz de transformação T permitir a mesma separação que 

a matriz de rigidez S, poderemos efetuar o cálculo S' 2 T S Ttr 

apenas com as respectivas submatrizes. No caso de estaqueamentos 

com matriz S separável, existe uma classe de mudanças de sistema 

caracterizada pelo fato de ser T separável da mesma maneira. Cha­

maremos tais mudanças de aparentadas. Na procura de simplificaçÕes 

do cálculo, convém considerar apena~ as transformações aparentadas 

para que se não arrisque a perder a simplificação já obtida pela 

separabilidade de· S. 

~.2. Estaqueamento simétrico a um p!ano 

Coloquemos os eixos x e y no plano de. simetria, sendo x 
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vertical e dirigido para baixo. P~ 

la simetria, a t5da estaca i cor­

responde uma simétrica j, como mos 

trn a fig. 11 em planta baixa. Além 

dêsses pares simétricos, também po­

de haver estacas contidas no plano 

de simetria (por exemplo, estaca k 

da figura). 

Um movimento elástico do 

bloco paralelamente ao plano de si­

metria é caracterizado pelo vetor 

~ 
y : _j 
-·-t-~-· 

' I 
I 

<J 
Fig. 11 - Estacas simitricas 

ao plano x/y 

ir (v , v , O,. O, O, v ) • Tal movimento provocará fôr.-as nas esta-x y c r< 

cas, cuja resultante, evidentemente, está contida no plano de si-

metria, que é plano central, portanto. A carga correspondente a 

êsse movimento será Ji (R, R, O, O, O, R), Concluímos que todo 
X y C 

coeficiente Sgh com um índice do grupo x, y, c, outro do grupo z, 

a, b, será nulo, sendo possível a separação da m~triz S em duas 

submatrizes: 

x y z a b c 

X = - o o o -
- = o o o -
o o = - - o 

y 

s z lliJ X 
s 

y x,y,c 

C· -
o o - = - (l 

o o - - = o 

- - o o o = 

a 

h 

c 

z UfJ a s 
z,a,b 

b 

A transformação aparentada dêste tipo de estaqueamento s~ 

rá aquela que não altere a simplificação já obtida por simetria, 

isto é, uma mudança paralela ao plano .,Jy. Tal mudança. é dada p<>­

las coordenadas x
0

, y
0 

da nova origem O' e pelo ângulo~ de rota­

~fio, considerado positivo quando x' estiver contido entre x e y, 

como SP vê na fig. 12. Nesta figura também são indicados, nas ~ 

nrojeçoes, os sentidos de giro }:>OSitivo (sisteml'l destrorso), nP­

rpssário para estn~gJe~er os sinais das componPntes dos vPtore~ 
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foZ' loz 
~- - f:J--=o_· ---
Y' X' 

Fig i2 -Mudança paralela ao plano x/y 

semi-unitários x e Y. Essas componentes, que são os elementos d.a 

matriz de transformação, resultam diretamente da fig. 12: 

vetor x vetor y vetor -z 

llxx cos 1' q:x:y senj? qxz o 

~ -seny «lyy coa f1J ilyz c 

qzx o qzy o qzz 

qax o qay o qaz -r-y~ 

qbx o qby o qbz =-X' o 

qcx yo qcy -x qcz = o o 

A matriz de transformaçeo é separàvel da mesma maneira que a ma-

triz s, isto é, a. mudança é aparentada. 

c os yc; senj!? o o o o (I r;::>Sfl' sen;t' o 
-senp cosjt7 o o o o ~zsnfP cosjP o =T 

o o 1 o o o ' yo 1 
x,y,c 

-x 
T o 

o o +y~ cosp seny o 

I+~~ 
o .:.+, ' b o o -x -seny; cosy; o c os f/) o ' ' 

yo -x o o o l I -x -senjP cos!f' o • o 

Trataremos primeiro de· caso de cargas al!licadas no :2lano 

de simetria. 

Temos de determinar s• T S tr poder escolher a.pro-= T para 

priadamente os parâmetros xo' -:;o,!fJ . Como exemplo, executaremos 

em extenso uma das multiplicaç~es matriciais, dando futuramente 
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sempre s6 o resultado. Por ser aparentada a transformação, o cál­

culo se reduz às submatrizes respectivas: 

cos5P sen5P o s s s 
XX xy XC 

-senJt7 COS.f/l o X s s s 
xy yy yc 

yo -x 1 s s s 
o XC yc CC 

cos Cf s + sen (/' s + o cos fjJ s + senp s + o 
XX xy xy yy 

-sen t.p s + cos p s + o -sen (jJ s + c os Cf s + o 
XX xy xy yy 

yo s X s + s v s X s + s 
XX o xy XC o xy o yy yc 

cos cp s + senr s + o 
XC yc 

-sen lf'. Sxc + c os fj> s + o 
yc 

Y., s X s + s 
XC o yc <::C 

o produto desta matriz T S por 

COSjtl 

senp 

o 

-senfP y
0 

COS5/l -x
0 

fornece a matriz S' com os elementos: 

s• 
XX 

o 1 

Sxxcos p + Syysen p + 2Sxysen j!J c os fP 
2 2 } 
2 2 

S' S~sen jt' + S cos fP - 2S senj!J cos /o yy ~ yy xy .r 

S' S + S y 2 + S x 2 + 2(S v - S x S x ) 
CC CC XX O yy O XCJO yc O xy OYO 

Os valores de S' e S' , segundo as equaçÕes (37) e (40), 
XX yy 

dênticos~ para)P conforme (36). 

S' -(S - S )seny? cosp + S (cos
2j!J - sen2~ ) 

xy xx yy xy 

• • (40) 

sao i -

S' (Sy Sx+S )cos""+(S_y-Sx+S )senl'/? 
XC XX O- xy O XC .r xy-o yy O yc _r 

s• (S y s X + s ) (-sen m) + (S _ _y - s X + s )cos /// yc xx o - xy o xc r xy- o yy o yc r 

Para tornar nulos os três últimos elementos, determinamos 

o ângulo)? que resulta de S' 0: 
xy 

2 s 
tg 2JO --::::

8
--.::cx"-:s:::---(vide(36)) • • • • ( 41) 
XX yy 

S' o ~· serao nulos quando as expressoes entre parêntesis o fo­xc - vyc 
ren::. Isto fornece duas equaçÕes para a determinação de x

0 
e y

0
• 
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Observe-se que a origem 0' assim determinada, que é o C.E.,corres­

ponde a um valor mínimo do coeficiente S~c· De fato, fazendo nulas 

as derivadas de S' obtemos as mesmas condiçÕes para x e y : 
CC' O O 

OS' 
CC 

~ o 

os• 
CC 

2 S x + 2(-S - S y ) 
yy o yc xy o o 

2 S y + 2( S - S _ _X ) 
xro xc xy o o 

Dessa maneira, provámos uma propriedade do C.E.: a rigidez contra 

giro elástico é mínima em tôrno dêste ponto. 

As coordenadas de 0' = C.E. resultam como soluções das 

duas equaçoes: 

X 
o 

s 

s 

s 

s 

s + 
XC xy 

s 
XX yy 

s 
yc xy 

s 
XX yy 

s s 
yc XX 

s2 
xy 

• • • • • • • • • • • • • • (42) 

s s 
XC yy 

s2 
xy 

Pela escolha de~ , x
0 

e y
0 

segundo essas equaçoes, temos 

a origem O' no centro elástico, sendo x' e y' eixos centrais do 

estaqueamento. o terceiro eixo z nuo é eixo central, mas é eixo 

elástico. 

Um carregamento que consista em fôrças e momentos situa­

dos no plano x/y e referidos ao C.E. será expres~o por 

lR'(R',R',O,O,O,R'). Pela independência das equaçÕes de equilíbrio, 
X y C 

obtemos diretamente as componentes do movimento elástico: 

v' = R'/S' 
X X XX 

v' = R'/S' y y yy v' = R'/S' 
C C CC 

• (43) 

A retransformação dêsses vB,lQ.res para o antigo sistema será efe­

tuada pela matriz T~ri 
- T:t.r..-, v = v ou: 
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v v~cos Cf v;sen'f + v~yo } X 

v v ~sen 'f + v;cos'f v'x . . . . . .(44) 
y c o 

v v' 
c c 

ÇO"'S 

Essas componentes do vetor~neda mais sao ao que as solu­

das equaçÕes de equilíbrio no Jistema original R= S ~. 
Pela substituição dos valvres encontrados em (44) nessas 

equaçÕes,devem obter-se, portanto, &s componentes da carga ·a no 

sistema original, o que fornece um contrôle do cálculo de trans­

for:::~g~o. fu mui tos casos, a solução direta das equaç;~es, scúl 

transformação alguma, será mais simples. A vantagem d~ transfor­

mação é permitir um mf,r,or grau de exatidão no cálculo (régua em 

vez de máquina de calcular). 

As fôrças normais nas estacas sao: 

• • • • • • ( 45) 

Também podemos: dep~is à~ determinação do C.E. e das di­

reçoes x' e y', transformar ,,,. componentes das estacas por meio de 

ou: 

p' pxcos <f + pyseno/ 

l X 
p' = -pxse;_~ + p CO" · . . . . . .(46) 

y y • 
p' PC + .. - P,.Xo c - x· o 

tendo-s., diretament as 
R' 

fôrças ras estacas: 
R' R' 

N_ = s.(~p' + 
1 1 S X 

XX 

__;r__ p' + 
.';' y 

yy 
+ ~~~} ..... {47) 

CC 

Este segundo processo só é recomendável quando houver vá­

rios casc:s de carre. amento, porqne as transformações (46) d<·'-'"em 

ser aplicadas a tôdas as est.acas, enquanto que as transformações 

( 44} são efetuadas uma única vez para cada caso de carregam.·nto. 

Quando os eixos x e y já forem escolhidos segundo as di-

reçoes principais, teremos S 
xy 

so, vem; 

O S' 
' XX 

s s• 
='n: 

S • Nêss•e ca­
yy 
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X 
o 

yo 

S' 
CC 

s js } yc yy 
-s js • • • • · • · 

XC XX 

s - s 2 /s - s
2 js 

CC XC XX yc yy 

As fórmulas (44) e (46) simplificam-se também com cos r 
sen Cf = O: 

v 
X 

v 
y 

v 
c 

p' 
X 

p' 
y 

p' c 

v' 
,x 

v' 
y 

v' 
c 

Px 
p . 

y 

PC 

+ v~yo I 
v'x 

J 
. 

c o 

+ PXYO - pyxo 

. . . . . . . . . .. . . 

}· . . . . . . 

{4~a) 

o • (40a) 

. 

. 

' .._, 

. 

. 

(44a) 

(46a) 

Passemos agora ao caso de cargas normais ao plano de sime-

Esta carga, juntamente com aquela contida no plano x/y, é 

suficiente para representar, pela combinação delas, qualquer car­

regamento geral. 

Para simplif~car a matriz S b' convém colocar o novo 
z,a, 

eixo z" no respectivo eixo central, para se obter uma separação em 

S e S b" Podemos efetuar a respectiva transformação, ou aplicar z a, 
·diretamente as equaçÕes (38) e (39), com z =O. Por uma transla­

o 
ção dos eixos x e y no plano xíy, vêm: 

S" s 
zz zz 

S" 2s 
- 2Yo8za + s 

a. a Yo zz a a 
S" 

ab -xoyo8zz + xo8za - Yo8zb + 8ab 

S" 
2 8

bb bb xoSzz + 2xoSzb + 

S" -yOSZZ + s 
za za 

S" +x S + 8
zb zb o zz 

Fazendo iguais a zero os dois últimos valores, encontram-se os pa­

râmetros que determinam o eixo central z": 

-Sz/
8

zz } 

s js • • • • • • • • za zz 
• . . . . • . • (48) 



! 
I 
I- 4G - O estaqueamento não geral 

Com êsses valores, obtém-se muis simplesmente: 

• • • • • • • (49) 

Se quisermos separar completamente a matriz, podemos, co­

mo segundo passo, efetuar uma rotação em tôrno de z" de um ângulo 

1P . Acha-se êste ângulo, por uma dedução análoga aos casos prece­

dentes, da condição s:~ 0: 

2 S" 
ab 

tg 21f • • • • • • • (50) 
S" - S" aa bb 

S"' 
~ 

+ S" Sb"b 2 2 
_.::a::::a'-:::,--.=.=.) + S, 

2 ab •• (51) 

Os eixos :i::111 e y 111 assim determinados gozam da propriedo.de 

de um momento, com seu vetor paralelo a um dêles, provocar ape 

nas giro em tôrno do eixo' isto é, x 1
'
1 e y' 11 são eixos elásticos 

do estaqueamento, segundo a definição dada no § 3.3. O terceiro 

eixo elástico do. nosso estaqueamento em questão é o eixo z' • re­

sultante da primeira transformação para cargas no plano xjy. 

e com a 

Com a matriz separada 

S"'·-- O O zz 
o S"' O .. aa 
o -- o su• 

bb 

R 111 (o o R111 R"' fi11 o) carga , , z' a'-b' , 

v'11 = R111 /- S'" • 
z z zz ' 

determinam-se: 

A retransformação do vetor de movimento pode ser feit'~ num único 
- .,tr_.,u passo v = ~ v , usando 
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-yo +x 
o 

o cos.-..p -.;en "f ou: 

o ~.,n "f c o::s '!f 

v yill - y ylll + x vl11 

} z z o tl. o o 
v vlll c o.; 1p v!ll seny a a o 

vb vil! sen)' ;- ylll COSij/ 
a b 

• • • • • • • ~52) 

Resultam as fôrças normais nas estacas: 

Ni = si (vzpzi + vapai + vbpbi) • • ' • • • (S3 ) 

~-3· Estaqueamentos planos 
Indicaremos com êste nome os estaqueamentos com touos o.< 

eixos das estac~:~.s contidos nUin plano, e ~:~.queles y_ue se comportam 

como se assim o fosse. 

o estaqueamento plano uq;enerado p::>r- szz -~ saa = sbb = o 
poderia ter sido tratado como ccso part-icular do e§taqueamen'lo .;i­

métrico a Uin plano. Lntr~'lanto, ~;orno os estaqueumentos planos são 

comuús na prática, convém e::studal- u p~rte as possibilidades de si~ 

plificação do cálculo pan1 aproveitar iut,eiramente as particulari­

dades do caso. 

E de supor que os es'laqueamentos com um plano de simetria, 

carregados nêste plano, comportam-::se como estaqueamentos planos. 

Deduziremos primeiro a regra pela qual as estacas reais podem ser 

substituídas por equivalent,es ao plano de simetria. 

Imaginemos um par de es'lacas simétricas que formam um ân­

gulo~ com o plano de simetria. Este "cavalete", considerado só, 

é um estaqueamento degenerado. Pa­

ra um eixo x colocado na bissetriz, 

temos o coeficiente Sxx de rigidez, 

que é, por uefinição, a rigidez ti~ 

m<t esta<.;a fictícia colocada neste 

<·ixo equivalente ao cavalet-e em r~ 

!ação ao movimento v • Com 
X 

P . ~ cos d vem S 
XJ ' XX 

2 s "os
2 d . Para p.odermos re-

z --
I 

/~ 

~ 
. \ 

Fig. 13 - "Cavalete" simétrico 
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transformar a fôrça resultante na estaca fictícia em fôrças nas 

estacas i e j, temos de imaginar o cavalete carregado com R • Re-
X 

sul "La: 
R R s 

cos s R 
N. 'I'. 

>.. X X 
spx = 

cos
2J ~ cos6 1 J :::; 

2 XX s 

Temos, por"L&nto, a ;,eguinte regra para transformar um estaqueamen­

to cé•rregado no seu plano de simetr] a em estaqueamento plano: tô­

d~ eHLctta se-·i colocada na sua projeçao sôbre o plano de simetria, 

multiplícan<J.,-.se, ao mesmo tempo, a sua rigidez por cos
2 J . Divi­

dindo a~ lorça~ obtidas nas estacas projetadas por cos Ó , resul­

tam as 1 órças reais. (Ls '-ucas paralelas ao plano de s~metria, com 

J = o, sJrá>, por"Lunto, simplesmente projetadas no plano, sem se 

;.u·eocupar com multiplicação ou divisao). 

(.,oru< ·--~mos o estudo dos e:>taqueam.entos planos com o caso 

pa.rticular c\• e.;tacas paralelas. Coloquemos o eixo x paralelo às 

estacas, coinc.aente com o"eixo de gravidade", dete.cruinado pela 

condição: 

n 

L siyi = O 
i=l 

Prà.icameute a origem é 

talculada cf' .rnneira mais simples 

por ~eio d·~ distincias d medidas 

n..i. pla;1"La ';ai.lla, porque a propor­

cionalidade 

com cos O( 
X 

b€m escrever 

n 

2: 
i=l 

cte., permite tam-

s.d. 
1 1 

o 

Os úricos elemento~ nao 

nu] os da .ma ti iz degenerada dt;ste 

estaqueaLwnto resulta.JL de pxi = 1 Fig. 14 _ Estaqueaaento plano 

e pc
1 

= yi, e valem: com estacas paralelas 
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Para qualquer ponto no eixo de gravidade escolhido como o­
n 

rigem, valem êsses valores e resulta também S = ~ s.y. = O. 
XC i:l 1. ]. 

Podemos dizer que todo ponto do eixo de gravidade é centro elásti­

co, no sentido de um giro em tôrno de tal ponto produzir só momen­

to como reação. A outra propriedade do C.E., de que tôda fôrça por· 

êle provoca só deslocamento paralelo, tem aqui um sentido especial 

porque de. "tôdas as fôrças" só sao permitidas as paralelas às es­

tacas, das quais a única que passa pelo C.E. está aplicada no eixo 

de gravidade. 

As fôrças nas estacas serao: 

( Ni= :x +:c Yi)si 
XX CC 

onde Rx é a fôrça paralela às estacas e Rc RxYR é o seu momento 

em relação à origem. 

Na maioria dos estaqueamentos planos encontrados na prá­

tica, o centro elástico pode ser previamente determinado por ra­

ciocínios simples, baseados principalmente nas propriedades do 

caso especial estndado de estacas paralelas. Mostraremos os casos 

que permitem tal cálculo simplificado em forma da um quadro com 

figuras seguidalll de explicaçÕes necessárias no terlo. 

Nos estaqueamentos planos, usaremos a seguinte notação: 

x, y eixos arbitrários, mas sempre x vertical para bai~o; 

x',y' • eixos centrais p~lo C.E. 

ri distância da estaca i ao C.E., positiva quando uma tração 

na estaca, aplicada no bloco, produz giro positivo (anti­

go pc). Segundo a convenção feita na dedução ·das equaçÕes 

(6a), teríamos de usar a notaÇão r ., mas suprt.t.os o in-
Cl. 

·dice e por ter aqui só uma espécie de valores r. 
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0<,.:= 'à:n g u 1 o que f o r ma a esta c a 1 c o m a v e r ti c a 1 

!f= o eixo x' 

J =I: si r
2 = momento de inércia (antigo scc> 

V = componente vertical da carga 

H = horizontal 

M = momento da carga em relação ao C.E. 

I ,II 
(i) 

M(i) 

índices para grupos de estacas paralelas 

pelo de influência da estaca .(i) (explicação a seguir) 

momento da carga em relação a (i). 

CASOS PARTICULARES DE ESTAQUEAMENTOS PLANOS 

l 0 caso: estacas aplicadas só em duas retas = cavalete simples. ..-

Fig. 15 - j° Caso 

C.E. na interseção das estacas 

sl, s2 = rigidez das estacas 

sen 2 ocl + sen sl s2 2CX2 
tg 2 f'= 

20Cl+ 20C2 
o o o o o o o o o o o. o o o o. o o o o (55) 

sl c os s2 c os 

- V sen oc2 + H cosGir2 

sen (OC 
1

- or
2

) 

V sen.(il[l - H cosar1 

sen ( ~ 
1

- o.r
2

) 

Cavalete simétrico com ~l 

1 
N=-

2 

o o o" o o o o o o o o o o o o o o o o o (56) 

= a 2 = OC: 

V H 
(--±--) 

cosO( senOt 
.............. (56 a) 
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2° caso: urna estaca numa direção e outras numa segunda direção. 

C.E. na interseção do eixo da esta­

ca isolada com o eixo de gravidade 

do grupo. 

Direções principais conforme (55), 
substituindo-se s2 pelo valor 

n 

sn =L si 
i=2 

n 

J L 2 s.-r,. 
~ ]. 

i=2 

Estaca 1: segundo (56) 
Estacas do grupo Fig.iSa - 2° Cas~ 

N. 
]. 

V sen CX.1- H cosat..s. 

sen ( oc.i.- tX
2 

) 

M r· J l.· +---
J 

. • . . . . (57) 

3° caso: estacas em duas direções. 

Notação: 

Grupo I: estacas l .c .l. com 

'' II: j .k .n com 

C.E. na interseção dos eixos dos grupos 

direções principais conforme (55) subs­
tituindo-se s

1 
e s

2 
pelos valores 

]. 

si= L se 
1 

n 

n 

SII = Lsk 
]. 

J Fig.iSb - 3° Caso 

1 

grupo I: Nc +~ 
-v sen 0(. II + H coso.. II 

M "oj +---

SI sen( <XI - O(n) J 

grupo II:Nk "k[-1 .. v sen a I H c os cx.I 

M "kJ +-

SII sen( <XI - O( J n> 

. -.(58) 
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42 caso: estacas aplicadas em 3 retas 

"'} 
Fig.16 - 4° Caso 

I I 
l;ls, 

-~·-~~ contido no triângulo formado pelos eixos das estacas com 

a
1

: a 2 : a 3• r 1s
1

: r 2a 2 : r 3a 3 • Mais fácil é a determinação do C.E.­

aliáa não necessário no cálculo dos N - pelas fórmulas gerais do 

estaqueamento plano. 

Polos de influência (l), 

r(S) (vide figura). 

=~ Nl N2 
r(l) 

(2), (3); raios 

~ N3 = 
r (2) 

de influência r(l)' r(2)' 

~ . . . . . . . (59) 
r(3) 

onde M(l)' M( 2)' M( 3) sao os momentos da carga em relação aos po­

los (o sinal de N. resulta da posição da carga). 
~ 

Outra solução: Decomposição gráfica do R nas 3 direçÕes segundo 

CULMANN. 

Caso particular: cavalete simétrico com ol1 = - ci3 = (( "' O, s 1 • s3 • 

82 82 
Valor auxiliar ~ = - --s1 + s 3 - 2 s 1 

+ H ]] senq' 
• o ••••• (60) 

VÂ 
N 2 = ---=-..:.::..----::-2 

~ + cos cL 

*) Para s = etc:, C.P.. = ponto LEMOINE do triângulo com construção 
sim?les 



Estaaueamentos planos - 53 -

52 caso: estacas em 3 direçÕes. 

~· pelas formulas gerais do 

estaqueamento plano (é contido 

no triângulo formado pelos ei­

xos dos grupos). 

Frequentemente encontra-se o 

caso particular representado 

na figura l7. 
No primeiro caso dêste 

formulário,"cavalete isostáti­

co", temos um estaqueamento i-

•1\C.E. 
't' 

I \ 

/ I , 
I . \ 

ui o I o~o 
Fig.17 - Estacas em 3 dire­

ções - caso parti­
cu lar. 

sostático, que se resolve por simples decomposição das fôrças -

equação (56). A determinação da direção principal, segundo (55), 

não é necessária nêste caso. Também isostático é o 42 caso. 

A posição do C.E. no 22 e no 32 caso resulta da proprie­

dade mencionada atrás para o eixo de gravidade dum grupo de esta­

cas paralelas: todo ponto dêste eixo pode ser considerado centro 

elástico do grupo. 

No caso geral de estaqueamento plano, determina-se o C.E. 

por cálculo. Uma estaca é dada pelo seu ângulo de cravação IX e 

pela distância y do seu ponto de aplicação. Supomos para tôdas as 

estacas x = O, isto é, que o eixo y esteja colocado na base, por 

hipótese horizontal, do bloco, e também a 2 1. (Para valores 

s diferentes, precisamos introduzi-los como fatores dentro das 

somas). Assim, teremos: 

2 z-L_y cos 2o< s ='L cos o~.. s 
XX XC 

s "'L sen
2 

o( s -'Ly senO( coa oc yy yc 

= 2_ senO( coa O( s 2 2 s I y coa O( xy CC 

O cálculo dêsses valores é simplificado pela tabela que 

anexamos no fim do livro. Os valores p , x
0

, y
0 

são determinados 
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pelas equações (41) e (42). O resto do cálculo é feito da mes­

ma maneira que nos estaqueamentos simétricos em relação a um plano, 

para "cargas aplicadas no plano de simetria". Em vez de calcular 

s~c pela fórmula de transformação (40), pode-se também medir no de­

senho as distâncias r ao C.E., obtendo-se S~c por 

Também é possível uma determinação gráfica de S~x e Syy , 

construindo-se o conhecido "círculo de MOHR", ou melhor, "círculo 

de LAND-MOHR", partindo dos valores Sxx' Syy' Sxy· 

No caso de poucas estacas é recomendável recomeçar o cál­

culo com os eixos x', y', e O' = C. E. Temos: S~x =L cos2cx'; 

S~y Lsen2 cx'; J =Lr 2 A fôrça numa estaca será: 

I senCll:'. r-
N- R' 

cosO(. i. 
+ 1\ 

.. + M--1- ( 61) 1 X 

Lcos2oci [;en2cx.'t ·r2 r-.. 1 

Para poder estudar sistemàticamente o efeito de cargas mó­

veis sôbre estaqueamentos planos, retomamos a teoria do vetor e do 

e1xo de influência, desenvolvida para estaqueamentos gerais. O ve­

tor de influência representa um movimento elástico resultante dum 

deslocamento unitário das seções de corte duma estaca. Tal movi­

mento será, no nosso caso, um movimento plano, e o seu polo ins­

tantâneo é o ponto de interseção do eixo cfe influência com o plano 

do estaqueamento. Chamaremos êsses polos de polos de influência. 

O polo de influência da estaca k será designado por (k). Em alguns 

casos determinados o polo de influência é o C.E. do estaqueamento 

que resta após a retirada da estaca em questão. 

Já foi usado o polo de influência no"4° caso'' do formulá­

rio, no qual temos a particularidade de o estaqueamento restante 

ser cavalete isostático. Nêste caso particular, a fôrça numa es­

taca resulta do momento em relação ao polo de influência respecti­

vo multiplicado por 1/r(k)' como mostra o 4° caso (equjlíbrio de 

momentos). 
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Discutiremos o caso geral do estaqueamento plano. Supomos de" 

terminado o vetor de influência~ para a estaca k e procuramos 

o polo de influência para esta estaca. Para o estaqueamento pla­

no êste vetor representa um movimento plano, isto é, fk contém 

só as componentes fxk'fyk'fck. O polo instantâneo dêste mov~­
mento - que é o polo de influência - acha-se da seguinte forma: 

sendo xk,yk as coordenadas do polo procurado (k) e ~k o giro 

em tõrno de {k), idêntico ao movimento~' temos 

-~ + fxk xk = Yk = '""'k = + fck ...•.•........ (62) 
fck fck 

Para estacas que têm fck = O o ponto (k) está no infinito e o 

movimento fk é uma translação, cuja direção faz o ângulo JP com o 

eixo x, dado por 
f k 

tg p = --Y..!.. 
fxk 

Neste caso o polo de influência só serve para considerações sôbre 

a influência da direção da carga. A própria fôrça da estaca re­

sult.a por 

A figura 18 mostra um exemplo de estaqueamento com os palas de 

influência determinados. 

Fig. 18 - Estaqueamento plano com 
palas de influ~ncia 

Uma vez determinados, para tõdas as estacas os palas de 
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influência (k) e os coeficientes úJk' ser~ fácil reconhecer a po­

siçao mais perigosa da carga móvel, qü~ é aquela que origina má­

ximo momento em relação a (k). A fôrça na estaca k será: 

Nk = Wk M(k) 

~.~. Dois planos de simetria 

••• (63) 

Nas fundaçÕes de pontes, encontram-se, muitas vêzes, esta­

queamentos simétricos em rel~ção a dois planos. Um plano de sime­

tria é longitudinal à ponte, o outro transversal. Este tipo de es­

taqueamento permite um cálculo bem simples. 

Sejam x/y e x/z os planos de simetria; x é ~ixo central, e 

a matriz S pode. ser separada '>m 4 submatrizes, como se verifica. 

fàcilmente: 

y c z b 

X a. :o 
Conhecida. esta. situação, a matriz reciproca pode ser obti­

d('. coe facilidade, sem neuhuma transformação. Por solução dos gru­

pos das duas equaçÕes,vêm: 

(3 CC 

l s 
XX 

s 
CC 

s s 
yy CC 

s 

s s 
yy CC 

-S yc 

s s s2 
yy CC yc 

~aa 
1 s 
a a 

s 
zz • • (64) 

As equa~oes (14) para o cálculo das componentes elásticas 

têm aqui o aspecto: 
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"V (3 R v (3 R 
X XX X a aa. a 

v (J YYRY + /3ycRc v f3zzRz + f,o".) y z 
( 00; 

13 bbf\ • 
. 

v ftycRy + (J R vb f3 zbRz -+ c CC C 

e as fôrças nas estacas resultlllil da equaçao ( 13). 

Em muitos casos da prática, convém nao seguir êste caminhv 

de cálcúlv, mas procurar os centros elásticos e usar as transfor­

maçoes, porque a posiçao do C.E. em relaç~o i posiçao das cargas 

aplicadas permite uma conclusão sôb~e a possibilidade de lfltd.nc-rc-r 

o "rendimento" do projeto. Chamamos de rendimento de projeto ,, ··e­

laç~o entre o valor da carga máxima e a soma das ~a?acidades d_. 

estacas (a concepçãv do projeto dum estaqueamento será tratada J:;·n 

capí~ulo especial). 

No caso normal de rigidez coastante s 1 para tôdas as e~ 

tacas, e de base horizontal do bloco no plano x O, temos as se­

guintes componentes das estacas: 

cos ex 

sen CX. cosW 

sen ex. sen w 

e os coeficientes de rigidez 

= :Lcos 
2 s ()( 

XX 

2 2 
S = 2:: sen 0<. cos i4J yy 

sen d(y cos W -z senc..J) r seno< a 

z cosO( 
66) 

-y cosOC 

sao: 

2 
son«J)

2.l s = 2:: sen O( (y cosvJ- z 
a. a 

2 2 =L r sen ()( 
a 

s = - LY sen OC. cosO( cosw s = 2: sen
2

0L' sen 
2

0 r7) yc zz 
2 2 s = LY cos oc. 

CC szb =L z senO( cosa senW 

sbb 
n 2 =L z'cos o( 

Na pr~~i~a, usam-se, rnúitas vêzes, estaqueamentos que ccn­

têm só estacas nos planos verticais paralelos aos planos x/y e 

x/z, isto é, estaqueamentos para os quais LJsó possue os valores 

W = O e W = 902. Na redação das fórmulas pare êste caso simplifi­

cado, indicaremos com 
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:L a somatôria que compreende tôdàs as estacas 

I: " " " " as estacas com w= o 
y 

L " " " " " 11 " W= 902 
z 

ss estacas verticais só aparecem em~, e nao em 2._ e em L: 
y z 

2 ~ 2 2 
+ ~ y 2

oen
2o(1 s =:Leoa O( s z sen O( 

XX a a 
y 

s = 2::::sen
2

o! s 2 
yy y zz = L sen O( 

z 

s .:-2::: y seno(. coso< 8
zb I z seno( coao< 

J 
. .(67a) 

yc y z 

s = LY 2 2 
8

bb 
I.2 2 

CC 
coa o( z coa ()(. 

Essas fórmulas adaptam-se ao caso de rigidez variável, acrescentan 

do-se o fator a dentro das somatôrias. 

a) Efeito da fôrça R • 
X 

N. 
l!. 

b) Efeito da fôrça R e do momento R • y c 

• • • • • (68) 

Determina-se, conforme (42a) '· a posição do primeiro 

C.E. = O': 

e, segundo (40a): 

x' 
o 

-x 
o 

-s js 
yc yy 

s• = s - s2 js ; s• = s 
CC CC yc yy YY YY 

Temos R' z R , e R transforma-se em: 
y y c 

R' =R 
c c 

• • • • • (69) 

• • • • • ( 70) 

• • • • • ( 71) 

Quando, em vez de R e R , é dada uma fôrça horizontal u1 y c 
na altura h1 acima da base, temos: 

• • • • • (72) 

As componentes transformadas das estacas sao: 
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p' = Py p' = PC + p :::• 
y c y o 

o • o • o •• (73) 

R R.' 
N. = ...L. + c • 

l. S Py se Pc 
yy CC 

o • • • • o o ( 7 4) 

c) Efeito do momento R 
a 

R 
N. a - s Pa. l. 

o • o o • o o (75) 
a.a. 

d) Efeito da·fôrça Rz e do momento ~· 

Este caso é análogo ao caso b), com a diferença dos sinais 

(compare S" e S" nas equações (38)). Para a origem 0" • C.E. ,vélll!.: 
yc zb 

ou, para 

:::" • -::: • + s ls o o z~ zz 

sbb • sbb s!bfszz S" • S zz zz 

R" .. R Rt;-~- :::"R z z o z 

uma carga H2 na altura h2 : 

R" • H2 n.t:· H (:::" - h ) z 2 () 2 

p"-z Pz p" b - pb - p :::" 
y o 

Bz Rt; 
N. = -S p + -S" pb" 

l. zz z bb 

(76) 

(77) 

(78) 

(79) 

(80) 

• (81) 

As equações de (68) a (81) têm validade geral para esta­

queamentos com dois planos de simetria; as equaçÕes de (66) a 

(67a) s6 vale• para ::: = O, e a = 1 para tôdas as estacas. 

~-5· Estaqueamentos com um eixo de simetria 
O estaqueamento tratado no 

§ anterior é simétrico em relação 

ao eixo Xe Podem imaginar-se esta­

queamentos simétricos co111 relação 

ao eixo :::, mas sem planos de sime­

tria. O característico desta aime­

tr~a em relação a um eixo é que, 

além de uma eventual estaca cen -, 

tral, s6 há pares simétricos de 

Fig. i9 - Estacas simétricas ao 
eixo x 
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estacas como i e j na figura. 19 . 

Os movimentos elásticos vx e va. provocam como rea.çoes sã­

mente uma fôrça aplicada no eixo x e um momento num plano normal 

a. x. Isto significa que x, além de ser eixo central, com a conse-

quência S = S : S • S O, também é eixo elástico, de xy XZ xb XC 

forma. que Sya = Sza = Sa.b • Sac = O. Restam as duas subma.trizes: 

a D .. .. s 
x,a. 

y 

z 

b 

c 

y z b c 

.. s 
y,z,b,c. 

Uma m.u.dan::s, aparentada para simplificar as 1111atrizes con­

sistiria numa translação de x , e numa rotação de t; em tôrno do 
- o 

eixo x, conforme indica a figura 20. 

Fig. 20 - Mudança do Sl.Ste..J.tl. 

As componentes dos eixos antigos como"estaca.s" no sistema nuvo sao: 

vetor x vetorz vetorz 

~- 1 ~- o ~z - o 

7x'" o ~- + cos 'f ~z = + senp 

qzx - o qzy • sen 9J qzz .. + cos <p 

q = o qay .. o qaz "' o ax 

qbx '" o qby + x• sen p qbz a -x• cosp o o 

qcx ,. o qcy • + x• coso/ qcz = +x' aen <f o o 
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A matriz de transformação 

1 o () o o o 

o c:osr sen g> o o o 

o -senp c:os <f o o 
T • 

o 

o o o 1 o o 

o x~senp -x~c:osp o c:osp 

o x!c:osp x~senp o -sentf 

~ separável em 

coa Cf sen'j' o o 

-11 
-senp c:os<p o o 

1 o 
T x~senp -x~c:os9' cosf T 1 = 

xJa. o ': y,z,b,c 

x~c:osp x~senq' -senp c os 

Na. matriz S as eqna~oes não podem ser separadas por 'Sa , 
transformação, porque a "matriz unitária." = T de tcansformação 

-:sa -
nao influe nos coeficientes de S~ na multiplica.ça.o. 

Para. simplificar S b , procuramos as direçÕes princi­y,z, ,c 
pais por 

tg2<p = 
2S 

yz 
s - s yy zz 

conforme ( 36:) , 

obtendo-se, assim, S' = O na transformação. Por uma. ~r~slação yz 
conveniente, podemos obter os eixos centrais, mas a. se~~ao com-

pleta da matrlz S b não ~ possível. y,z, ,c 
Nos casos práticos, recomenda-se resolver logo as 4 equa-

çoes da segunda matriz, sem transformação nenhuma. 

~.6. Estaqueamento com tÔdas as estacas paralelas 

Este é o caso mais freque~te de degeneração. Para x para­

lelo às estacas (verticais, no caso usual), temos degeneração por 

syy - szz = saa = o, ficando só a matriz 
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b c 

b D -= .c 

Colocando x no eixo de gravidade do estaqueamento, temos: 

b c 

b 3 -
-c 

Para separar completamente a matriz, fazemos uma rotação 

do sistema com 

s + s v bb 
2 

CC :!:: ( 
) • • • • • (82) obtendo-se: 

com a matriz 

x' h' c' 

x' 

D o 
-

b' 

c' 

Temos uma perfeita analogia com a teoria da distribuição 

dns tensÕes na flexão duma barra prismática. s. desempenha o pa-= 
pel da área da seçao, sbb' s dos momentos de inércia, e sbc do 

CC 

momento centrífugo. 
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5. PROCESSOS ESPECiAIS DE CAlCUlO DE ESTAQUEAMENTO 
5. 1. O método de estacas equivalentes 

Nos estaqueamentos com número elevado de estacas, a consi­

deração de cada uma numa tabela é trabalhosa. Poder-se-ia p~naar 

numa simplificação do cálculo, reunindo em grupos tôdas as esta­

cas que gozam de certa característica geométrica coaum. Cada gru­

po isolado forma um estaqueamento degenerado, coe detereinação fá­

cil ttos coeficientes individuais Sgn• Transformando todos êsses 

valores relativos aos sistemas individuais x, y, z, para um siste­

ma comue x 1 , y', z', e somando os efeitos, obtém-se a eatriz comum 

dos S~h· Feito o cálculo do eoviaento elástico do sistema comum, 

deve ser êste movimento retransformado para os sistemas individu­

ais, a fia de se obterea as fôrças nas estacas. 

A necessidade dessas transformações pode por ea perigo 

tôda a "siaplificação" obtida pela reunião em grupos das estacas. 

f'elizaente, existe 'W!Ia possibilidade de se proceder - objetivo do 

S presente - pela qual essas tranaforeações são feitas quase sem 

se sentir. 

Imaginemos um grupo formado por uaa rila retilínea de es­

tacas ~erticais. Coloqueaos o eixo % no eixo de gravidade da fila 

~u I I 
5:J 

o o o 
0 o 

Fig. 21 -Fila de estacas verticais 

de estacas, y no plano da fila; teaoa 

s -~lli ; = 
coao únicos coeficientes de rigidez, 

Deterainemo& três estacas equivalentes A, B, C, A e C nas 
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extremidades, E no centro de gravidade, com rigidez escolhida de 

maneira que Sxx e Scc fiquem inalterados, isto á: 

Para. manter o centro de ll!;rav-idade, deve ser: 

EIA.Yl + acYc "' o 

As fôrças nas estacas da fila dependem do movimento elás­

tico do bloco, em que intervêm sômente as componentes vx e vc' 

tendo-se nas estacas extremas 1 e n, conforme (13), as fôrças: 

Nl "' 8 l(v-%Pxl + vcpcl) "' 8 l(vx + v-cyl) 

N s (v p +v p ) : s (v + v~vn) n n r xn c cn n x ~" 

As fôrças nas outras es~a.ca.s, úorresncndentes a. uma interpolação 

linear entre N
1 

e Nn, geralment~ não i~teressam. 

Substituindo a. fila peles 3 estacas A, B, C, teriamos: 

NA • sA(vx + vcy1) ; NC • sC(vx + vcyn) ; portanto: 

li 
N =--n-N 

n se c .(83) 

Se a fila consistir em estacas inclinadas, só muda. s po­

sição do sistema individual, com x no eixo de gravidade, e x/y 

+ d1 
~----~--------------~------~~ 

Fig. 22 - Fi la de estacas inc Zinadas 

~:~..,.\.~ c 
\' <" 
" ' 

como plano da. fila. A proporcionalidade entre as coordenadas y e 

a.s distâncias medidas na. planta. baixa permite estabelecer as con-

4içÕes para sÃ, sB' se ; estas distâncias serão designadas por d. 

~odemos tomá-las com os seus valores absolutos, porque intervêm a­

penas os quadrados. Com B no centro de gravidade, resultam as con­

diçÕes : 
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n 

1' 
sA + SB + se "' ~ s. 

i•l 
]. 

dlsA- dnse - o . . . . .(84) 

2 2 
n 

·d~s. J dlsA + dnsC .. ~ 
i=l 

]. ]. 

As equaçoes (83) sao válidas também para a fila de estacas inclin~ 

das. 

No caso mais frequente de uma fila de estacas equidistan­

tes, com rigidez constante, o cálculo é bem simples. Quando n.for 

um número impar, um~ das estacas está no centro, e teremos: 

.f _.1_ 
2 2 

® o n=rmpar 
l 

cb o i ~ + _g_ 1 _.:L 1 _L 
n-1 n-1 n-1 

I 
n=par ® o o I o ~ I 

L -~ f t::u~ l I 1 _L_ .L 1 
L 

n-1 n-1 2(n-1) 

+ 1 .f 
Fig. 23 - Fi la de es ta&as equidis tan tes 

para n par, temos: 

2 [ .e ] 2
[2 

S c c "' ~ d ,.z 2 (n - 1) f! + 2 2· ( 3 + 5 + ••• + n- I)~ 
E curioso notar que resulta o mesmo sA de ambas as equações: 

sA .. se .. ~~ 

2 . 2n ~n - 2) 
sB "' n - 8 A = 3 n - 1) 

} • • • • • (85) 

Esses valores sao indicados na seguinte tabela: 
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·--

N'áero de e- Rigidez das estacas equiTalentes 

taeae na lUa 

a sA ., sC &B 
3 1,000 1,000 

4 1,111 1,718 

5 1,250 2,500 

6 1,400 3,200 

1 1,556 3,889 

8 1,114 4,511 

9 1,875 5,250 

10 2,037 5,926 

H 2,200 6,600 

12 2,364 7,273 

13 2,528 7,944 

14 2,692 8,615 

15 2,857 9,286 

No cálculo prático basta, portanto, substituir, na deter­

minação dos coeficientes Sgh de rigidez, a fila pelas 3 estacas 

A, B, C, de rigidez indicada na tabela. As componentes das esta­

cas equivalentes A e C s~~ as mesmas que as das estaeas 1 e n, 

diferindo só a rigidez. Depois de determinarmos, como de costum~, --as componentes do mov~nto elástico pela solução de R= S~, 

obtemos as fôrças normais N1 e Nn pelas equaçÕes (13), sendo 

s • 1 no caso em questão: 

N'l • vxPxi + vyPyl + ••• + vcpcl ; N'n • vxPxn + ••• +vepen 

As fôrças normais nas estacas intermediárias da fila não interes­

sam porque estão contidas entre os extremos N1 e Nn. Eventualmente 

podem obter-se tais fôrças por simples interpolação linear. 

Encontram-se, muitas vêzes, filas que são s~tricas, co. 

rigidez s = 1 = constante, mas não equidiatantes. Nêate caso, eB 

vez de usar a tabela, teBoa de calcular aA • se e sB segundo as e­

quações (84), que, para o caso de simetria, têB o aspecto mais si~ 

ples (d1 = dn .. i/2): 
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__g_ n/2 
d2 SÁ s se = L: SB • n- 2 SÁ . . . . . . (84a) 

1 i=l :1. 

O indice superior n/2 na somat6ria indica que só uma metade da fi-

la será levada em consideração. 

Ás vantagens dêste processo de estacas equivalentes sao 

notáveis quando há um número grande de estacas numa fila. Poder­

se-ia estender o processo para grupos de f~las, filas de cavale­

tes com estacas equivalentes e~ 2 planos, etc., mas precisamos fi 
car atentos para que a "simplificação" do cálculo não fique neu­

tralizada por uma complicação exagerada no manejamento das esta­

cas equivalentes. 

5.2. Processos de iteracão 

5.2.1. Iteração do "excesso de carga" 

Os estaqueamentos usuais, sempre simétricos ou regulares 

na disposição das estacas, permitem um cálculo direto relativamen­

te simples, e nao necessitam de um processo de iteração, ficando 

êate reservado aos estaqueamentos gerais. Do ponto de vista práti­

co, parece ser inútil o desenvolvimento de um processo especial 

~~ra os casos gerais, porque nenhum engenheiro projetará, só por 

arrogância, um estaqueamento geral. Infelizmente, existe um dês­

tes casos gerais que, mesmo com tôda a boa vontade do projetista, 

nao pode ser evitado. E o caso de forte variação de profundidade 

da camada firme, que anule tôda ~ simetria do estaqueamento pela 

distribuição assimétrica da rigidez nas ~Rtacaa. 

Todo processo de iteração necessita duma solução aproxi­

mada como ponto de partida,.aolução esta cujo êrro será eliminado 

sucessivamente durante os "passos de iteração". No estaqueamento 

de disposição simétrica das estacas, mas com distribuição assimé­

trica de rigidez, oferece-se o cálculo com a suposição a= constan­

te = 1 para tôdas as estacas como solução aproximada. Designaremos 

os resultados dêate cálculo pelo Índi~e superior O nas letras res-

0 fôr~a 1 estaca i e S
0gL pectivas; por exemplo, Ni para a ,~ norma na " 

para o coeficiente de rigidez. Vej~oa o proveito que se pode ti­

rar de tal solução aproximada. 
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Eo:tre as fôrças N nas estaca;a e u ccapoaen'tfae do -vetor 7 
do movimen~o el4s~ieo, exiotem as relaçÕes: 

Rl a ol(pl T + pl T +•••+ pl T ) xx yy ee 

~2 • 8 2(p2xTx + P2yTy + ••• + P2eve) 
....... {a) 

Rn • 8 n(pnxTx + PnyTy + ••• + Pneve) 

cujo naero 6 igual ao llll.aero n dallil estacao. Introduimdo 0111 valo-
o -res R , e•sa~m n eqwm.çoes par& as 6 illll.c6gnil.&lll Tx' "y" v

111
,, Ta' Tb , 

Te' estarão em contradição, e uma aoluçã~ aproximada 4egundo um 

crit,rio de mintao êrro repre~Bentaria uma boa eprox~cão doa va­

lorea reaia das componentes de";'. Tal aspecto do pro~lema convida­

nos a abandonar logo êate caminho, porque em ves dumà simplifica­

çao, apresenta-se uma complicação considerável do asaanto. 
- A Emtre a carga R e as forg&s internas R, existéa as 6 rela-

n 
R "' Rlplx + R#2x + ••• "' L: Ripix X 

1•1 

n . . . (81) 
a., "' Rlplb + R#2b + 000 = L Ripib 

i•l 
n 

R • Rlplc + R:aP2c + ••• » :L Mipic c i•l 

Essas relações são sa~iofeitas tan~o pe,os valores r~is R como 

pelos valores aprox!Eados N°. 
Designaremos os valores reaultantea du priaeiro passo de 

iteração por meio de um índice superior I, por exemplo, v1 
e ~ • 

Os valores das componentes de -v1 resul"t::!.-"11 da solução das equaçÕes 

da matriz S0
, introduzindo, por exemplo, a m~dia aritmética da ri­

gidez das estacas: 

sm = ! (a1 + s 2 + ••• + sn) 

Se, por exemplo, for a ma~riz S0 completamente separável, teremos: 
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Com os 

I 
v 

J[ 

valores 

NI 
1 

R 
J[ ----

rea.i.s s 1 , s 2 ooe 

I 
+ GOO" = s,(p

1 
v 

.11. J[ :z: 

I 

, etc. 

calculamos, 

+ 

NI - 1!1 (p v + ••• + 

P1c':l 
Pncvc) n n n:z: x 

conforme (86): 

. . . . .(88) 

~ I I - -
~asas forças N

1 
••• Nn sao a soluçao exata. do estaqueamento em 

questão, mas não carregado pela. carga. dada. R e sim por Ullla carga 
I que é a. resultante dos Ni' tomada com sinal oposto. As componen-

tes de tal carga são os segundos membros das equaçÕes (86), subs­

tituindo os valores N~ • 
li. 

A carga com as componentes 

R.l. =R 
y y 

n I 
LN.p. 

1 li. l.X 

n I 
LN.p. 

1 l. :u.y 

RI = R - tN~p. 
C C l l. li.Z 

o e o o o o(89) 

~I 
será chamada excesso de carga R • Carregando o estaqueamento com 
~RI b ~ . Jr.d. d 1 -II ·1 t d t , o tem-se, por :u.nterme :u.c os va. ores v ana ogamen e e er-

. d t . f ~ . NII t mll.na os, as respec :u.vas orças norma:u.s i , que represen am a so-

lução aproximada. Passando novamente para as equações (89), for­
-II necedora.s de R , e seguindo da mesma forma, resultam as fôrças 

normais procuradas em forma de série: 

N. = N~ + N~I + NIII 
l. l. l. i 

E razoável supor que essas séries serão tanto mais convergentes 

quanto mais perto estiver o estaqueamento simplificado do estaque­

amento real. 

5.2.2. Adição de estacas fictícias segundo ASPLUND 

Um método análogo àquele exposto no § precedente foi ~ro-
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posto por ASPLUND(~), para certos tipos de estaquea.mentos ~Z:erais. 
Imaginemos um estaqueamento geral com distribuição das estacas tal 

que, com um acréscimo de uma ou mais estacas, torna-se simétr1co o 

estaqueamento. A rigidez das estacas é suposta simêtricamente dis­

tribuida. 

Por exemplo, o estaqueame.!! 

to da fig. 24 é geral, mas torna­

se simétrico pela adição das esta­

cas fictícias 11 e 12. o "estaque~ 
mento simplificad~", base de parti 

da do cálculo, ~ aqui ~ estaquea -

mento completado pelas estacas fi~ 

tícias. As fôrças normais respecti 

vas serão designadas por N° como 

no § precedente. 
Fig. 24 - Estaqueamento com 

estacas fictícia~ 

Entrando agora nos detalhes do processo, nao seguiremos 

mais o caminho de ASPLUND, mas usaremos os nossos vetores de in­

fluência das estacas no sistema completado, designados por-r~ • 
1 

Esses vetores são determinados com facilidade porque o estaquea-

mento êompletado é simétrico. O uso dos vetores de influência per­

witir-nos-á indicar a soma das séries que representam as fÔrça~ 

normais, tirando-se, assim, o caráter de iteração do processo. 

Trataremos apenas do caso de uma hnica estaca fictícia, designada 

pelo índice k, porque para duas ou mais estacas fictícias o cál­

culo torna-se bem mais complicado, perdendo assim o interêsse prá­

tico. O.indice i indica, como sempre, uma estaca genérica. 

Segundo a definição do vetor de influência, as fôrças in­

ternas do estaqueamento completado são: 

o __...... _.o 
N "'R X f. 

i :1. 

(*) A study of three-dimensional pile-groups, Mem. Asa. Intern~ 

Ponta et Charpentea, vol. 8, pág. 11. (1947) 
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Easa.s fôrças internas do esta.quea.mento completado 11111.0 ao mesmo 

tempo f ôrçu internll.lll do estaqueamento real ma111 carregado com 

R- N° 
- k 

pk. Acrescentando o efeito de + ~ "Pi: que 
carga, obteremos os valores procurados N .• · 

ll 

é o excesso de 

Apliquemos no estaqueamento completado uma fôrça unitária 

na direção.da estaca k, isto é, apliquemos a carga]jk. A fôrça in­

terna resultante na estaca k será anotada com Nkk e pode ser obti­

da por exemplo pelo vetor de influências 

-
Nkk •pkdk 

Para obtermos o efeito da carga jpk sôbre o estaqueamento real temos 

de carregar o estaqueamento completado, sucessivamente, com os ex­

cessos da carga que são sempre as fôrças na estaca k, quer dizer, 

temos de aplicar a carga 

A somaçao da série geométrica é permitida porque tem-se sempre 

Nkk~l. O maior valor possível Nkk = 1 resulta nos estaqueamentos 

isostáticos, nos quais não se necessita do processo em questão. 

Resumindo, podemos dizer que as fôrças internas do esta­

queamento real resultam por um cálculo que considera o estaquea­

mento completado carregado com 

...... 
-q_ + 1 

Se êste cálculo é feito com os vetores de influência, tal carga 

precisa ser multiplicada escalarmente pelos vetores-r~. Daí resul-
1 

ta a expressão para o vetor de influência 

•••••••• o (90) 
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5.2.3. Iteração das equações de equilÍbrio 

O caminho mais indicado para um processo de iteração é a 

solução direta das 6 equaçÕes R .. SVpor êste processo. Nos esta­

queamentos com aspecto simétrico, mas com distribuição assimétrica 

da rigidez, êste método é geralmente mais rápido do que a iteração 

do "excesso de carga" mostrada no § 5.2.1. 

Como se sabe, a iteração só é possível quando os elementos 

da diagonal principal sao maiores que os restantes, porque, como 

·primeiro passo da iteraçao, usam-se os valores aproximados vi 
X 

R ls ou v1 = R/S , etc. O estudo do estaqueamento simplificado r xx y yy 
consiste, porém, nêste processo, só na escolha mais vantajosa da 

posição doa eixos (origem no C.E. por exemplo), para que se obte­

nha predominância dos elementos na diagonal principal. 

A determinação dos coeficientes Sgh com os valores dados 

da rigidez é, naturalmente, mais trabalhosa que aquela no caso 

a = l, mas não é complicada, como mostra o 62 exemplo numérico. 

5.3. Estacas engastadas, tubulões 

5.3.1. Teoria geral 

Nos estaqueamentos nã~ degenerados, o efeito das fôrças 

nao axiais nas estacas é quase sempre pequeno. Já nos estaqueamen­

tos degenerados, todo carregamento que sai do quadro das "cargas 

permitidas" produz efeito não desprezível. Típica para a transmis­

são de fôrças não axiais é a. fundação em tubulÕes~. A grande capa­

cidade de carga. indica muitas vêzes um projeto com menos de 6 tu­

bulÕes, o que já traz em si a degeneração e a necessidade de se 

preverem fôrças internas não axiais para cargas arbitr~rias. Mais 

freauente ainda é a degeneração pelo fa~o de haver só tubulÕes 

verticais, motivado pela execução complirada de tubul~es inclina­

dos-

No texto que se segue, falaremos s3ménte de estacas, fica~ 

do subentendido o caso de tubulÕes, caracterizado pela maior capa­

cidade. As estacas tratadas até agora., com fôrças normais sempre 

axiais, serão chamadas estacas simples, sendo êste § dedicado às 

estacas fletidas. 
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A introdução de fôrças nao axiais nas estacas pode ser 

provocada por 

a) engastamento da extrem~dade superior no bloco 

b) engastamento da ponta no terreno 

c) reação lateral do terreno sôbre as estacas, devida ao 

movimento elástico do bloco. 

Introduziremos todos êsses efGitos no cálculo como proporcionais 

ao movimento elástico. Sempre será possível escolher conveniente­

mente os parâmetros respectivos para não se afastar muito da rea­

lidade na zona interessante. Naturalmente surge aqui o defeito co­

mum de todos os cálculos baseados na lei de HOOKE de fornecer ten­

sÕes máximas, fôrças internas, etc., mas de não indicar a. pr6pria 

capacidade de car~, que se encontra numa zona onde nao há mais 

proporcionalidade. Um dos parágrafos seguintes será dedicado A de­

terminação da capacidade. 

Para podermos considerar o efeito da rigidez duma estaca 

sobre a rigidez total do estaqueamento, imaginemos um sistema in­

dividual de eixos com x no eixo da estaca. Os valores individuais 

Sgh dêste sistema sao os parâmetros que car~cterizam o comporta­

mento da estaca., e a transformação dos valores S h para o sistema 
g I 

comum x', y', z •, permite obter os valores comuns S gh devidos à 

soma dos efeitos das estacas. 

Comecemos com a estaca articulada no bloco e engastada no 

terreno, como indica a fig. 25. A posição indicada do sistema in-

L_y::h-J 
. ..........._.s.r,. 

Fig. 25- Kstaca articulada no bloco,engastada no terreno 

dividual é x no eixo da estaca e a origem O na articulação. A es­

taca forma um "estaqueamento" degener•J.do, sendo não nulos apenas 
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os coeficientes S , S e S , porque a resistência contra giro 
JC: yy lllllll 

na articulaçao, Saa' pode ser deaprezadà. O fato de o eixo da es-

taca ser uma reta implica e. S = O, e, se o perfil da estaca for xy 
sim~trico (eírculo,quadrado, por exe.plo), teremos tamb~ S 2 

- - (yy = S • Numa estaca cuja seçao nao tenha atmetrie circular retân­zz 
gulo, perfil B de aço, ete.), coloca-se y e z nos eixos centrais 

da seção para manter S = o. 
- xy A articulaçao que serviu pGra a origem do sistema indivi-

dual ~. ao mesmo tempo, C. E.do "estaqueamento" formado pela esta­

ca individual. Podemos observar que S ~ idêntico à rigidez s da 
JC: 

estaca simples. 

Quando a estaca for articulada na ponta e engastada no 

bloco, nada se muda no formulário, mas a origem deve ser coloca­

da na ponta da estaca para coincidir com o C. E. A fôrça S que yy 
atua no bloco P produz o desloca­

mento transversal unitário pode 

ser imaginada como sendo aplicada 

num braço rígido solidário com o 

bloco, como se vê na fig. 26. 

Passando agora para uma 

estaca engastada em ambas as ex-

tremidadea, temos de escolher co~ 
Fig. 26 - Estaca articulada 

venientemente a posição da origem na ponca 

para obter a matriz individual mais simples poeaível. Isto s6 

pode ser feito por um cálculo preliminar. 

Colocando provisõriamente a origem na extremidade superi­

or da estaca, teremos os seguintes coeficientes não nulos da ma-

triz individual: s~. s 's 's • s 's • s 's (vide fig.27). 
~- yy yc zz zb aa bb cc 

)' ~ s .I( )f f/\l ---ml 
xill 

soa 
9iro unifátio 

Fig. 27 - Coeficientes de rigidez 
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Os eixos y e z sao supostos eixos centra1s da seçao da estaca. Se 

esta seção tiver simetria circular, teremos S • Szz e Szb 2 -Syc' 

(negativo, de acôrdo com as convençÕes feitaá)': 

Como se sabe da teoria da transformação, os centros el,~­

ticos da estaca encontram-se nas profundidades 

x • -x' o o 
e x -x" "' -s ls • o o zb' zz 

Limitar-nos-emos ao caso em que êsses valores sao iguais, o que a­

contece, naturalmente, para seçÕes de simetria circular, e ainda 

nos casos gerais em que o engastamento no terreno pode ser repre­

sentado por um engastamento perfeito na profundidade f
0

. 

y• 

Fig. 28- Coeficientes de rigidez para a origem no centro eLast•co 

Colocando a origem O' no C.E., obteremos uma matriz com 

elementos não nulos apenas na diagonal principal, sendo 

s~ - sxx, s~ - syy, s~z ~ szz' 

sbb - sbb - xoszb' s~c - 5cc 

s• 
a a 

X S 
o yc 

s 
a a 

A fig. 28 mostra o movimento elástico para os coeficientes 

de rigidez atuando como fôrça.s ou ll!()mentos no bloco, e aplicados 

num braço rígido solit~io com o bl·oco (naturalmente S~c pode a­

gir diretamente no bloco). 

Podemos, portanto, escolher sempre os eixos individuais da 
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estaca de forma que se obtenha a matriz individual com elementos 

não nulos só na diagonal principal. Isto permite convencionar uma 

nova notação dos coeficientes individuais da estaca, necessária 

para simplificar a redação.das fórmulas respectivas ao estaquea­

mento. 

Ou: 

S. 
2 

si 

NotaçÕes. 

Oi origem individual da estaca i, colocaaa na articula­

ção, se houver, caso contrário, no C. E. individual 

(tratamos só do caso normal em que coincidem ambos os 

c.E.). 

x. = eixo individual x colocado no eixo da estaca i. 
]. 

eixos individuais y, z, colocados nos eixos cen­

trais da seção da estaca, ou, nas seçoes com si­

metria circular, colocados arbitràriamente no 

plano normal a xi' sendo de preferência um dêsses 

eixos paralelo ao plano y/z do sistema comum do 

estaqueamento. 

xi' yi, z. = coordeuadas de o. no sistema. comum x/y/z. 
]. ]. 

X distância de O. à extremidade superior da estaca. 
o ]. 

estaca sem articulaçao estaca com articulaçao 

I s xi o o o o o s xi o o o o o 

I o s 
yi 

o o o o o s yi o o o o 

~I o o s 
zi 

o o o S. o o s zi o o o 
]. 

o o G s 
ai 

o o o o o o o o 

.I 
o 'J o o s .. o o o o o o o 

!)]. 

o o o o o s c i 
o o o o o o 

matriz in.di...-idual de rigidez da estaca i' sendo 

s = rigidez 
xi 

contra compressao axial 

8 yi'szi rigidez cont::-a deslocamento transve::r-sal 

no"braço" x
0

, na altura do C.E. 

s .. = rigidez ~ont~a torç~o 
~J. 

S . .. 
l:>:J. 

r igi d.ez ~ont.re giro em 

" " 
tôrno do 

" " 

eixo yi 
,, ·z. 

] 

medido 



Estacas ~ngastadas,tubulões- Teoria geral 

Para est.acas com seção de sillliet.ria circular (cfrculo, polígono re­

gular), t.emos ayi ··•si' ebi =sei 

i isy i o o o 
::a xz 

i i 1 o o o 
y:E yy yz 

'fi .. i" izy i o o o .. 
sz 

ia% iay i i ::a i i 
as sy lii:S 

ib% ~y ~s iy:E i i yy yz 

i i i i i i 
ex cy cz " zy zs 

• ~~~&t.riz individuai de t.ransformação da est.aca. ·Os ele~~~en-

tos igh são as component.es dos eixos individuais tollli&doa 

como "vet.ores" no sistema cCEDB. 

JPi • vetor individual do esfôrço solicitant.e na est.aca 1, se~ 

do as ~oaponentea·Pxi' Pyi' P51 aplicadas na origem ind~ 

vidual oi. 

Esforços solicitaat.es na ~remidade superior da est.aca: 

N1 • compressão axial na est.aca 

Hyi' ~ = llliOIIliento flet.or e fôrea cortant.e para flexão no pla­

DO ~y 
H n • llliOIIlient.o flet4r e fôr~a cort.ant.e nAra flexão no pla-si' .xzi ,.. .--

DO x/z 
Hsi • soment.o de t.orção 

Vf "' vetor do movillliento el&atico do bloco expresso no siste~~~a 

individual x1/y1/z1 • 

Na. ·deterllliinação dos parúet.ros de rigidez s:rl' •y~•••sci' 
que ca.racterizaa o coaport.&aent~ da estaca, intervêm raciocínios 

de mecânica dos solos que não serão trata.dos aqui. Só queremos ob­

servar que o efeito de engast&llliento pode ser levado em conta por 

ue comprieento efe~ivo ~ , considerando-se G estaca perfeitalllien-
o -

te engastada nesta profundidade.(vide as figuras 25 e 27). Na de-

terllliinação de s ., conv~ desprezar o atrito lateral e calcular 
X:l 

COIIli o comprimeni.o totãll • Verifica-se ficilmeni.e que, com essas 

suposiçÕes, resultam os parâmetros da seguinte maneira (fndice da 
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estaca suprimido): 

a) estaca com articulação 

3EJ 
sy sz = ---;_a- } • o Q ••••• (93) 

o 

(J momento de inércia da seçao, 

F área da seçao da estaca). 

b) estaca sem articulação 

X = l/2 o o s 
X 

EF 
T 

12 EJ 
s = s = --3- • • • ( 94) 

y z lo 
EJ 

sb "' se = -lo 
GJt 

sa .. ---:r-
(G = módulo de elasticidade transversal, 

Jt = momento de inércia contra torcão. 

i' = comprimento efetivo de engastamento contra 

torção). 

A relaçao entre i e f nao pode ser dada numa forma ge­o 
ral, por exemplo / = 1/2 a. 2/3 .f , porque depende da relação en-

o 
tre a rigidez da estaca à. flexão (EJ) · e a compressibilidade <lo s.2 

lo. Além disto, o próprio método de trabalhar com um comprimento 

efetivo 1 s6 merece confiança quando abaixo desta profundidade 
o 

houver camadas bem mais resistentes. Normalmente, d resistência 

lateral das camadas superiores aumentará os valores sy 

minuirá a distância x • 
o 

s e di­c 

Entre as comronentes do vetor P do esfôrço solicitante e 

êsses esforços mesmos, existem, na extremidade superior da estaca, 

as relaçÕes: 



Processos aproziaados 

N=P 
X 

H ,.p +xP 
y c o y 

º,. .. py 

l!z '" pz 
14t "' pa 

xP o z 

- 79-

••••••••• (95) 

As fórmulas para Hy e Mz resultam do fato de Py e Pz serem aplica­

das no c.E. {vide fig. 28). 
O itinerário do próprio cálculo ~ o seguinte: transforma­

se a matriz individual s
1 

de cada estaca para o sistema comum por 

meio de T.S.T~r, resultando a matriz da rigidez do estaqueamento 
1 1 1 

por soma dos elementos respectivos obtidos: 

n t.r I: T1s1T. 
i•l 1 

s- e o e o • e o o .(96) 

- - --Depois de resolvidas as equaçoe111 R .. S v, t.ransfon~~a-se v em v i 

para .cada estaca, efetuando 

- 'ft.r. --vi ,. i v •••• (97) 

O vetor do esfôrço solicitante numa estaca i f dado por 

-- - tr-pi = Sivi • SiTi v . . . •••• (98) 

e os esforços respectivos pelas equaçÕes (95). 

Esta perspectiva de um cálculo trabalhos{ssimo exclue a 

aplicação prática em casos gerais. Apesar dêste pessimismo, não 

consideramos perdido o esfôrço oo desenvolvimento dessas fórmulas, 

porque só o conhecimento das relaçÕes gerais permite-nos aprovei­

tar inteiramente as possibilidades de um cálculo aproximado, obje­

tivo dos próximos §§. 

5.3.2. Processos aproximado~ 

Um primeiro es~udo das possibilidades de um c4lculo apro­

ximado eondui à id~ia de de~erminar o movimento el4s~ico do esta­

queamento com estacas simples, e de calcular depois as solicita­

çÕes in.tegra.is das es:tacas supondo e:sistente tal movimento elá:s:ti-
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co. Em outras palavras, consideram-se, na determinaçao de S, só os 

coeficientes individuais s ., supondo s . = s . = ••• z se• =O, 
Xl. - y:a Zl. ~ 

mas na retransformação de~ em P., conta-se com todos os coefici-
1 

entes. 

tste processo, nao muito complicado, é be~ análogo ao mé­

todo clássico de determinar as solicitaçÕes secundárias em treli­

ças devidas aos nós rígidos. Não seguiremos êste caminho porque 

encontra-se um defeito grave: nos estaqueamentos degenerados,por 

cargas fora do quadro permitido, onde o estudo seria interessante, 

o processo falha completamente porque a matriz S aproximada perma­

nece com valores nulos nos coeficientes essenciais, obtendo-se, 

assim, movimentos elásticos infinitos. Por outro lado, as pequenas 

solicitaçÕes devidas ao engastamento em estaqueamentos não degene­

rados, ou em degenerados com cargas permitidas, poderiam ser cal· 

culadas por êste processo, mas tais solicitaçÕes quase nunca in­

teressam porque são mesmo secundárias. 

Limitando-nos ao caso interessante de e&~aquewmento dege­

nerado, podemos proceder da seguinte maneira: sevaramos da carga 

total R a parte ~ que pode ser recebida só por fôrças normais 

nas estacas e determinamos as fôrças internas para ~sta carga. per-- ·--mitida ~· como se fossem estacas simples. Fica uma parte ~ = - - -• R - ~· que deve ser recebida por flexa.o nas estacas. A aproxi-

mação consiste em desprezar a flexão no estudo do efeito de EÇ, o 

que está em concordância. com a boa experiencia do engenheiro com - ... 
a "inteligênciia. do material". Naturalmente, na cons:~.deraça.o de ~' 

tentaremos também usar aproximaçÕes o mais possível para. simplifi­

car o cálculo. 

Como é mais difícil indicar regras gerais para a aplicação 

do processo, passaremos para alguns casos especiais. 

5.3.3. Cavalete plano carregado no seu plano 

Cavalete plano ê ~ estaqueamento com 2 ou mais estacas 

coplanares cujos eixos encontram-se num ponto, que é o C. E. ~ 

carga R, qu<' ê uma 

fôrça fÇ.,, passando 

fÔ>ça no plano do cavalete, será separada numa --pelo C.E., e RF' que é um momento aplicado ~o 
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plano. 

Determinam-se as fôrças normais N nas estacas devidas à - -parte ~ da carga, por simples decomposiçao de fôrças no ~aso de 

duas estacas, ou por intermédio dos coeficientes S , S , S pa­:a: yy xy 
ra mais de duas estacas, colocanlio a origem no C.E. Naturalmente, 

a suposição de ~s estacas serem simples, base dêste cálculo, não --fornece nenhuma rigidez S para resistir a R_. 
CC -F 

O coeficiente S resulta da :r-esistência transversal das 
CC 

estacas provocada por um giro unitário em tôrno de C.E. = O. Tal 

giro provoca na. estaca um deslucamento lateral e um giro, como 

mo&tra a figura 29. 

O calculista enfrenta~á ~ 

cavalete carregado com momento 

principal para julgar o efeito de 

um~ pequena ~xcentricidade invo­

luntária da carga, porque ninguem 

vai projetar voluntAriamente cav~ 

letes com grande excentricidade 

de carga. Para julgar tal efeito 

secundário, convém fazer uma apr~ 

ximaçao grosseira, ganhando assim 

um cálculo simples. Supomos se =O 

ficando como reação da estaca no 

giro unitário do bloco, s6 a fôr­

ça e.s ., segundo arig.29, onde 
1 y~ 

s é a reação para o deslocamento y 
unitário, e ei é a distância do 

;·-·-·4{0 " I 

I .. 
3ir~l i ..,,.1 T :t 

I 

Fig.29 - Giro unitário 

C.E. individual ao C.E. comum. Devemos, portanto, simpl~amente di~ 

tribuir o momento ~ = M sôbre tais fôrças atuantes com os braç~s 

Resulta: 

p .. 
yi n 2 

2:_ e.s i 
i=l ~ y 

• M 

e o momento na extremidade superior da estaca é 



82 Processos especiais de cálculo de estaqueamento 

x .e.s . 
M . = P .x . = 0 ~ ~ Y~ M . • • • • • (99) 
y~ yJJ. o~ n 2 L e.s. 

i=l ~ yJJ. 
Normalment·e, a rigidez s . contra deslocamento horizontal é cons­

y~ 

tante em tôdas as estacas, e também a distância x do centro elás­
o 

tico, resultando assim: 
x e. 

M. 
YJJ. 
~ M 

n 2 
~e. 

• , ~ o • • • • • • (99a} 

i=l ~ 

No cavtilete nlano o cálculo segundo a teoria geral também 

é relativamente simples. Déduziremos a matriz S respectiva, que 

pode servir para justificar o cálculo aproximado, introduzindo os 

dados numéricos de um certo problema. 

Na transformação por meio de Ti' trata-se <le uma mudança 

no plano x/y, e cs elementos que intervêm nesta operaçao são: 

vetor X~ 
l!. 

vetor Y: 
~ 

vetor zi 

Com 

i 
XX 

i 
yx 

i ex 

cos cl. 

.sen oi 

o 

l coa {;( 

Ti = sen tfi 

lo 

S. = ]. o 

i -send xy 

i coa o{ 
yy 

i = e cy 

-senO( 

coa O( 

e 

o 
B • 

yJ. 
o 

o 
o 
1 

i = 
i yz 
i zz 

resulta, pela execuçao da multiplicação matrJJ.cial 

2 2 I 
a .coa ci-+s .sen d..,_· 1 

XJJ. ! yJJ. I 

(s .-a .)senC{; cosO(; 1 
Xl. y~ ' • I 

I 
I 

(a .-a . ) senO(- cosO!( I 
X~ Yl. ~ I 

a .sen2~-+s .coa
2
ai I 

X~ e Y~ I 

+ e.s .coa Ct'· . ]. y~ L 

o 

o 
t 

-e.s .sencc; 
1 y:~. 

+eisyiCOSc:li 

2 s .e. + a YJJ. ll c 
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Somando as contribuiçÕes de tôdas as estacas para cada elemento,a­

cha-se a matriz S do estaqueamento. 

O cálculo aproximado explicado atrás usa a seguinte matriz: 

s-

2 "a .coa OC 
L Xl. :1. 

o 

o 
2 

~ s .sen o<. 
Xl. l. 

o 
2 

O O 2:s .e. 
y:~. :t 

A aproximaçao ~ explicada pelo fato de ser sempre sy<<sx' e tam­

b~m s ~s e2 , e «.e2• Al~m disto, os valores c y 

S = ~(s . - s .) senO(.coao<. xy Xl. y:t l. l. 

Sxc - 2:" eisyiseno{i 

sao nulos para cavaletes sim~tricos. 

A comparação do S exato com o S aproximado indica cla-
yy yy -

ramente que o cálculo de cavaletes com pequena inclinaçao das es-

~acas, carregadas com fôrças horizontais consideráveis, não pode 

ser feito com a suposição de as estacas serem simples, mesmo se a 

fôrça estiver aplicada exatamente no C. E. Para um~i pequeno co-
20( . - 2 meça a predominar a parcelas .cos . em relaçao as .sen ot., yx 1 xx :a. 

mesmo se for a . bem menor que s .• Isto significa que, em tais Y1 Xl. 

cavaletes, sempre será mobilizada a resistência das estacas con-

tra deslocamento horizontal, criando-se, assim, flexão nas esta-

cas. 

5.3.4. Est~queamento com tOdas as estacas paralelas 

Supomos quetôdas as estacas (verticais) tenham os C.E. 

individuais na mesma profundidade x
0

• Colocamos o eixo x no eixo 

de gravidade das estacas e os eixos y e z nas direçÕes principais 

determinadas segundo (82). -Seja a carga umG fôrça R com posiçao arbitrária. Para a-

char uma solução nproximada, temos de decompor esta fôrça numa 

componente vertical V = R recebidé pelas fôrças internas N, e nu-x 
ma horizontal H recebida pela flexão. Aqui tamb~m conv~ supor 

s~ = O em comparação a sv aplicado no seu braço x
0 

e ainda sy 

= constante = l em tôde.~· as estacas. 
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Pela suposiçao provisória de as estacas serem simples (sem 

rigidez à flexão), nem todos os 

graus de liberdade do movimento do 

bloco são suprimidos, ficando li­

vre todo deslocamento horizontal • 

Tal movimento cria nas eatacas,re­

almente não simples, fôrças aplic~ 

das na profundidade x
0

, resultan -

tes da multipllicação sy pelo desl.2, 

camento. Daí segue-se que sé uma 

fôrça H aplicada num plano desta 

profundidade pode ser recebida ap~ 

nas pela flexão nas estacas. 

Z­< 

Determinam-se H como indi­

ca a fig, 30, e o seu braço h ao 

centro das estacas. A fôrça H apli 
Fig.30-Estaqueaaento coa esta· 

cas vertica~s-

cada no centro produz um deslocamento de translação, com distri­

buição uniforme das fôrças sôbre &3 estacas,sendo o momento de fle­

xao 

li& -=x-ª-translaçao o n 

O momento H.h cria um giro com distribuição do esfôrço proporci~nal 

aos raios r {vide fig. 30) 

:M. =x __ r_Hh 
gu·o o .l:r2 

Para facilitar a superposiçao dos dois momentos é melhor decompor 

H em. R = Hcos w e R = Hsen .w , ca.lcul!S.llldo as componentes P e P 
y z y z 

do esfôrço solicitante. Temos: 

' 2 2 2 S = L.r. = 2::r- + 2::z. aa ~ 1 1 

S = S = n (número das estacas) yy zz 

v = Hb/S a aa. 

v Hcos w /s ,. yy 

v Hsen w/s z zz 
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Na estaca i é: 

BcosW Bh v = v z.v zi "'f2 = yi y ]. a n r. 
ll 

BsenW !Ih 
'i" 
zi v + y.v +yi Y2 z ]. !\ n 

M . = x P • 
Yl. o Yl. 

M. X P. 
Zl. O Zl. 

z. h 
Ih: ( ~ - _l. __ ) 

o n ~ r~ 
]. 

u_ ( sen w Y i h ) 
~ ..... --- + ---

0 n ~r~ 
]. 

r. 
]. 

} 

p 1 yi porque s = y 

p 
zi 

o •• o • o •• • (100) 

Usando as componentes de R segundo a convençao normal, teríamos: 

R R 
M.=x (--L __ ....;;a;;.....,-

2
-z.) 

yl. o n ~ r. 1 
]. } ••••••• o (lOOa) 

R R 
.\í = X 

Zl. O 

__ z __ _..a~ • y 

n 2: .~ i , 

No cálculo exato do caso em questão, temos, como transfor­

maçao de Si' uma translação no plano y/z. Os eixos individuais yi' 

z. são supostos paralelos aos comuns y, z. Segundo a equação(27): 
li. 

1 o o o o o 
o 1 o o o o 

T. = o o 1 o o o 
]. o 1 o o -z. +yi ]. 

+z. o o o 1 o 
]. 

1-yi o o o o 1 

A equaçao (96) fornece: 
n 

s ~ s (igual ao cálculo aproximado) XX 
1 xi 

s = s - s s syb "' s = s = s = s = s = o xy xz xa yz yc zb zc ab ac 
D 

s "' s "' E s yi (igual ao cál.aprox.) yy zz 
I 
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s ya 

s za 

s a a 

sbb 

s 
CC 

2 syi zi = O para simetria = O no cál. aprox.) 

== + L syi Yi == o .. " = o " .. .. ' J 

2 2 (== l 2 2, 
aprox.) .. Is . +I s . (y. + z.) 8 yi(yi + Zij no cál. 

!U. yl. l. 1 

=L sbi 
2 (= t 2 

cálc. +L s .z. s xi z. no aprox. 
X1 1 1 

2 <=r s . 
2 

" n " ) 2 L:s . +L s.s:iyi yi C1 X1 

A comparação com o~ respectivos valores do cálculo aproximado ins­

pira muita confiança nêste cálculo simples. Naturalmente, há casos 

em que o cálculo aproximado não pode satisfazer. Por exemplo, qua~ 

do a resistência lateral da camada superior for baixn ou nula (á­
gua), o desprêzo da rigidez individunl à torção não é mais permi­

tido- principalmente quando só há 2 ou 3 estacas (tubulÕea). 

5. 3. 5. Estaqueamento com estacas I'li.ral_~la~~-plano 

Geralmente tais estaque~entos têm um plano de simetria, 

sendo tôdas as estacas paralelas a êste plano. ColC>cando x/y no 

plano de simetria, temos degeneração por S = O. Todos os outros zz . 
coeficientes da diagonal principal são diferentes de zero se nao 

houver mais alguma particularidade na disposição das estacas. 

Faremos só um cálculo aproximado dêste caso. O único grau 

de liberdade deixado livre pelas estacas supostas simples é o des­

locamento v • Nêste deslocamento, serão mobilizadas as fôrças s .v 
Z Z1 Z 

aplicadas nos centros elásticos. 

O cálculo consiste em determinar o eixo de gravidade de 

tais fôrças, escolher êste eixo como eixo z (origem no plano de 

simetria), determinar as componentes da carga R em relação a ~sae 

sistema de referência, calcular o estaqueamento da maneira usual 

para as componentes Rx' Ry' Ra' Rb' Rc e distribuir Rz uniforme­

mente sôbre as estacas (s = s =constante), tendo-se: 
y z 

R 
M.=X ..2.... 

Zll o n ••••••• o •• (101) 

em tôdas a;; estacas. 
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5.4.1. Teoria geral 

Em todos os ramos da Estática o projeto com base nas ten­

soes admissíveis começa a ser substituidó-.>por um estudo da capaci­

dade, tomando-se uma certa fração dêste valor como carga admissí­

vel. 

Para podermos definir a capacidade, imaginemos um estaque­

amento solicitado por uma carga em posição invariável, mas de va~ 

lor crescente a partir de zero. No início teremós um acr~scimo de 

deslocamentos proporcional ao acréscimo do valor da carga. Depois, 

na estaca mais carregada, acontecerá um escoamento plástico, por 

exemplo por afundamento no terreno, e, em consequência, os deslo­

camentos do bloco aumentam mais fortemente que a carga. 

Chamaremos de capacidade o valor oia CCll·go 

valor da carga pàra o qual os des­

locamentos crescem sem aumentar a 

carga. Para uma outra posição da 

carga, naturalmente a capacidade 

também é outra. 

O vonto de partida do nos­

so estudo da capacidade dum esta-

regime 
~rg~o~i 

Q) 
-o 
o 

!
escoam. na~ 
est01cq mois g 
solícitod01 g. 

~ 

movimen+o do bloco 
Fig.31-Definição da capac<dade 

de carga queamento será a capacidade duma 

estaca isolada. Não aiscutiremos em detalhe ~s consideraçÕes de 

"resistência" e de "mecânica dos solos" pelas quais êsse valor 

será determinado. Queremos apenas relembrar o fato conhecido de 

que, em certos casos, a capacidade de um grupo de estacas pode ser 

bem menor que a capacidade duma estaca vêzes o número delas. Isto 

sempre acon~ece quando o estaqueamento pode falhar por formação de 

uma superfície comum de escoamento do terreno. Em tais casos, a 

determinação da capacidade é um problema da "mecân1ca dos solos", 

e as consideraçÕes dêste § não pod·em ser aplicadas. 

Quando a capacidade duma estaca ~ atingida por escoamento 

do próprio material da estaca, tal capacidade é um valor fixo, não 

havendo inf]uência recíproca entre as estacas. Até na flambagem de 
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estacas parcialmente enterradas podemos ~nsiderar que a carga Nfl 

seja mantida nos deslocamentos crescentes do bloco, se as condi­

çoes geométricas da extremidade superior não se modificarem duran­

te êste movimento. 

O valor do coeficiente de segurança, relação entre a capa­

cidade de carga e a carga admissível, também não será discutido a­

qui. Só desejamos lembrar que êste coeficiente não precisa ser 

muito grande pelo mesmo mot1v~ que permite a existência dos conhe­

cidos pequenos valores dêste fator na mecânica. dos solos: a proba-., 
bilidade pequena de ultrapassar a carga prevista, devido à grande 

porcentagem da carga morta nas fundaçÕes. Naturalmente, o coefici­

ente de segurança deve,cobrir as incertezas do cálculo e da pre­

visão dos parâmetros característicos, se esta previsão não tiver 

sido feita com o pessimismo necessário. 

O núcleo estático do problema da determinação da capaci­

dade dum estaqueamento dado apresenta-se da seguinte forma: E da-

da a c~pacidade Ci de cada estaca. Também é dada 

ga pelo vetor-; semi-unitário, isto é, r 2 + r 2 + 
X y 

as outras componentes as regras de um "vetor de 

a posição da car­

r2 ~ 1. seguindo 
z 

estaca", conforme 

(6). O valor máximo possível da. carga, expresso por R"- = K-;'", é 
mt:...:l!&.o-

aquele para o qual os desloca.mentoa crescem sem aumentar R. O pro-

blema consiste na determinação de K, chamado capacidade do esta­

queamento. 

Temos de pensar ainda numa particularidade que pode surgir 

na determinação da capacidade K. Geralmente a c~pacidade das es­

tacas à tração é bem menor que aquela à compressão. Nos estaquea­

mentos com tração nas estacas intervém, portanto, outro valor li­

mite c•. No que se segue colocaremos s6 a letra C para simplificar 

a redação, ficando subentendida a substituição de C por c•, se for 

o caso. 

Imaginemos o estaqueamento sob a açao de uma carga cres­

cente U = R -;:- com O < R < K. Seja a estaca m a mais solicitada se­

gundo uo cálculo normal (elástico). Suponh~mos que, para um certo 

·ndor R1 , Nm atinja Cm. Pera carg4s R> R1 , o estaqueamento nao 

s.,gue mais as regras de> cálcul'!> "elástico'', mas as fôrças normais 
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podem ser determinadas da seguinte forma: Nm = em não ~ mais in­

cógnita, e sim fôrça dada, que pode ser incluída na carga. Temos, 

portanto, de fazer um cálculo para a carga. 

R"= R r- c -p m m 

NPste cálculo teremos uma surpresa bem desagradável : Para efeito 

de cálculo, a estaqueamento não contém mais a estaca m, sendo no 

lugar dela aplicada uma fôrça constante em. Assim, tôdas as vanta­

gens de simetria, etc., são perdidas, obtendo-se um caso geral. 

Podemos salvar a situação recorrendo ao m~todo de estaca fictícia 

de ASPLUND, que resolve brilhantemente tais casos de falta de uma 

estaca para estabelecer a simetria. Mas quando outras estacas R­

tingem o valor constante C, o método de ASPLUND torna-se muito di­

fícil. 

Geralmente os casos intermediários de escoamento parcial 

nao interessam, mas só o valor K. Dando-se á R = variável valores 

sempre crescentes, t.ira-se cada vez mais estacas da sua função de 

elemento elástico da estrutura, até restar um estaqueamento ~­

tático, que contém, no caso geral, 6 estac~s. Uma dessas ainda po­

de atingir o valor N = C, sendo nêste momento atingido o limite 

R ,. K. 

O problema contém duas partes: primeiro reconhecer quais 

sao as n - 5 estacas com N = C, segundo calcular K. Começaremos 

com a segunda parte, supondo feita a escolha das 5 estacas "sobre­

vivent,es" por intuição, o que é possível em muitos casos. As soma­

tórias que contêm as n-5 estacas com escoamento serão designadas 

por ~ , sendo m a respectiva estaca genérica, e as somatórias 
es 

que contêm 11.11 5- estacas elásticas são~, com a. estaca. genérica i. 

A carga que deve ser recebida pelas 5 estacas i no momento em que 

se atinge a c~pacidade é, 
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A equaçao ve~orial: 

L c p =LN.P: 
es m m e-! l. 1 

K-;""- •• (102) 

equivale a 6 equaçoes formadas corn as componen~es, nas quais en-

contramos como incógnitas K e os G valores N .• Uma solução comple-
l. 

ta dessas 6 equaçÕes não é necessária porque só interessa a incóg-

nita K. Aplicando-se, por esemplc, o processo de eliminação de 

GAUSS, coloca-se K no último lugar do esquema, parando o cálculo 

quando for determinado K. E:n muit-os casos práticos há possibilida­

de de simplificar o problema, como v~remos mais tarde·. 

Vvltamos agora para a primeira parte, que é a escolha das 

estacas m. As 5 .::stc;.cas i que ficam e!ástica.n até o fi:n encontram­

se, naturalmente, entre as menos carregadas na fase de todo o est~ 

queamento ser elástico, mas não há meio de fazer a separação certa 

com base apenas num cálculo elástico. O caminho ortodoxo seria de­

terminar, num primeiro cálculo elástico, a estaca mais carregada 

m, repetir tal cálculo com Nm = Cm' determinando Nlcomo máximo, 

base de novo cálculo com Nm Cm' N1 "' c1 , e percorrer desta form 

tôdas as fases intermediárias até sobrarem 5 estacas i. 

Se a detel:"Qina~ão de K por ruoic de escolhas arbitrárias 

nao for muito COiiiJllicada, recomenda-se outro procedimento: Deter­

mina-se o valor K para tôdas as escolhas consideradas possíveis de 

serem as verdadeiras •. A escolha certa é aquela que fornece o valor 

mínimo de K. 

Passaremos agora aos casos particulares, na pesquisa de 

simplificaçÕes do processo geral. 

5-4·2· Casos simples de solução dir.eta 

Em primeiro lugar temos de citar o caao de estaqueamento 

isostático, que cont.ém, no caso geral, 6 estacas não coplanares 

ou 3 no plano, e no caso particular de cavaletes, 3 estacas no es­

paço ou 2 no plano (estacas pa.ra.lelas entre si formam também "ca­

valetes", com C.E. no infinito). Basta, em tais casos, fazer um 

único cálculo elástico, adotando, por exemplo, R = 1. Designando­

se as fôrças normais resultantes dêate.cálculo por N. 1 , a ca.pa-
l., 
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cidade será dada por simples proporcionalidade: 

K = C jN l m m, (103) 

sendo m a estaca na qual esta fração tem o valor mínimo. 

Também simples é o caso de estaqueamento com dois planos 

de simetria onde a resultante da carga é uma fôrça aplicada na in­

terseção dêstes planos. As estacas que atingem ao mesmo tempo, com 

o.crescer da carga, o valor limite C, formam sempre um grupo simé­

trico cuja resultante é uma fôrça axial. Seja x o eixo de simetria; 

portanto r = x. A capacidade K resulta da projeção de tôdas as fôr­

ças ci sôbre o eixo x: 

K (104) 

Ffnalmente; temos o caso mais simples possível: tôdas as 

estacas de mesm;:t 'capacidade, paralelas e carregadas no eixo de 

gravidade, onde temos simplesmente: 

K n C 

5.4.3. Estaqueamentos com plano de simetria carre-

gados neste ~!ano 

Para cargas no plano de simetria, o estaqueamento compor­

ta-se como se fôsse plano. No cálculo elástico tínhamos projetado 

as estacas sôbre o plano, acrescentando o fator cos
2

Ó (ó = ângulo 

da estaca com o plano). No cálculo plástico êste fator é só cos Ó, 

porque duas estacás simétricas com a fôrça normal N = C têm a re­

sultante 2CcosÓ . 

A determinação de K como problema plano é bem simples. O 

estaqueamento torna-se isostático quando sobrarem 3 estacas, das 

quais 1 atingirá o valor limite C. Acha-se K, portanto, por.sim­

ples decomposição duma fôrça. Numericamente, temos 3 equações, 

conforme (102): 
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Kr c 2:: Pxm =2:N.p. 
X e./ l. Xl. es 

Kr c :E Pym =L: N.p . y es e.P l. y:~. 

Kr c ~ Pcm =:l Nipci c es 

As somatórias dos segundos membros contêm só duas parcelas, cor­

respon<lent.es ãs duas estacas "sobreviventes". 

Em muitos casos recomend~-se a solução gráfica. A fig. 32 

Fig.32 - Capacidade para 3 estacas 

mostra wn estaqueamento com estacas aplicadas em 3 retas. E dada 

a reta de aplicação da carga pelo vetor-;: A posição desta reta em 

relação aos 3 pontos de influência já indica que a estaca 1 será a 

mais solicitada. No caso limite teremo3 o cavalete composto pelas 

estacas 2 e 3, carregado pela soma das fôrças K-:- e C}iÇ, ou seja, 

a fôrça Kr + c1~ deve passar pelo pon:t;. (l). Procura-se, portan­

to, o ponto A de interseção do eixo da ~ ~aca l com a reta de apli 

caçao da carga, coloca-se o valor c1 na ~ "nha de 1, e obtém-se JC 

da maneira indicada na fig. 32. E ~ecessário ainda verif~car se a 

··estaca 3 não é decisiva para a capacidade, porque esta estaca tra­

balha à tração cem valor provàvelmente mer JI" que a capacidade in­

dividual c3. A construção é indicada à direita da fig. 32, e o me-
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~pr dos dois valores de K é o certo. 

A determinação gráfica da capacidade dum estaqueamento 

plano com mais de 3 estacas pode ser reduzida ao caso precedente, 

como mostra a fig. 33. Supomos reconhecidas as estaca~ 1 e 2 como 

aauelas que entram em regime plástico. Determina-se a resultante 

/r: 

(1) no infinito 
.....--.. 
I I 
I 
I 

Fig.33-Capacidade de um estaquea­
mento plano. 

Fig.34-Capacidade no caso de es­
tacas paraLeLas. 

das fÔrças normais máximas destas estacas, desempenhando esta re-

sultante o papel da estaca plástica. 

Quando forem paralelas as estacas afetadas por escoamento, 

basta colocar a resultante na posição certa. No caso de parale­

lismo das duas estacas "sobreviventes", a fig. 34 indica. e. solu­

ção. 
Na aplicação prática dêsses processos gráficos, nota-se o 

grande inconveniente de serem tôdas as linhas quase verticais,fi­

cando incer~os os pontos de interseção. Convém fazer a constru-

ção gráfica numa escala deformada, por exemplo a horizontal 5 a 

10 vêzes maior que a vertical. Nesta. anamorfose o paralelismo 

nos polígonos das fôrças fica. mantido, precisando-se tomar cui­

dado apenas nos comprimentos dos segmentos que representam fôr­

ças. Convém colocar no desenho sempre a projeção vertical das 

fôrças, por exemplo Cic0sc(~ , que não fica alterada na. ana.morfose. 
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No caso de cavalete plano, esta deformação do desenho não 

f-r 
j 

/lO\ 
/11 \ 

l1t\ 
i 2 3 4 

Fig. 35 - Cavalete plano 

'\<C 

é necessária porque não há pontos de interseção, ficándo todo o 

processo gráfico resumido à construção de polígonos de fôrças. 

Indica-se na fig. 35 a determinação da capacidade de um cavàle­

te plano. 

5.4.4. O conjunto dos valores da capacidade 

A capacidade K é, naturalmente, uma função da posição da 

carga, expressa pelo vetor semi-unitário r, na forma R= K r. E­

xiste uma relação semelhante,, como aquela encontrada no §-.2. 7., 

para a carga admissível RA em função da posição dada por ·r. K tam~ 
bém é uma função (escalar) dos 5 parâmetros de que depende r. Aq~i 
também êste espaço 5-dimensional é dividido em zonas, havendo dis­

continuidade da função K nos limites dessas zonas. Cada zona é re­

lacionada a uma estaca responsável pelo valor K nesta zona. 

No problema elástico as estacas responsáveis são as mais 

carregadas p~ra uma certa posição r. Aqui ~~ responsáveis •ão a­

quelas que entram em último lugar em r.egimê plástico. 

O problema parece ser complicado demais para se poder ti­

rar um proveito prático. Retomaremos o assunto para o caso plano 

em outro·capítulo. 
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5.5. Estaqueamentos com apoio~_adicionais 

5.5.1. Sistemas isostáticos 

Quando o bloco na.o pode exerce:r: livr:emente o movimento e­

lástico correspondente à carga e à rigidez, temos um estaqueamento 

com apôio adicional. O apôio adicional pode ser uma estrutura ane­

xa, ou o· próprio terreno lateral do bloco. Se as fôrças reativas 

que agem entre o bloco e o apôio resultam só de consideraçÕes de 

equilíbrio, temos sistema isostâtico (o pr6prio estaqueamento pode 

ser hiperestâtico)o Tal caso só é possível quando o estaqueamento 

for degenerado com certos graus livres de movimento. 

A solução sempre é simples, observado o princípio de que o 

apÔio adicional deve fornecer as componentes necessárias para 

transformar a carga. dada em carga "permitida" ao estaqueamento. 

Como caso tipico trataremos do estaqueamento com estacas 

paralelas e com bloco enterrado, 

conforme a fig. 37. A.ca.rga dada 

será decomposta, no plano hori­

zontal de aplicação do empuxo, 

numa componente vertical recebi­

da pelas estacas e numa horizon­

tal transformada em empuxa. Ve­
se que a. posiçao da linha dP a­

plicação de V depende da altura Fig. 37 - Terreno coao apoio 

h do empuxo reativo. Convém fa­ adicional 

zer o cálculo para dois valores extremos de h, devido à incerteza 

da determinação desta altura. O momento Ra de torção do estaquea­

mento será inteiramente recebido pelo empuxo. Para facilitar tal 

efeito, é conveniente evitar uma forma circular do bloco. Natural­

mente, deve ser estudada a resistência do terreno a êsses efeitos 

horizontais, e o efeito eventualmente prejudicial do deslocamento 

~ecessário para provocar as reaçõee do terreno. 

Na fig. 38 está representado um cavalete plano carregado 

por fôrça vertical V e momento M. Para receber o momento, temos os 
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h 

seguintes elementos à disposição: 

a rigidez das estacas contra giro 

e contra deelocamento horizontal, 

e a reação do terreno lateral ao 

bloco. A distribuição do momento 

sôbre êsses 3 elementos tar-a~ 

proporcionalmente ·às respectivas 

contribuiçÕes para a rig1aez con­

tra o gir0• Em muitos casos pre­

domina o efeito do empuxo, resul­

tando E = M/h. Basta, portanto, 
. Fig.38-Cavalete carregado coa 

calcular tal estaqueamento para a aoaento 

fôrça vertical V e uma fôrça hori-

zontal H • E. Naturalmente o efeito do giro obtido aqui também de-

ve ser estudado. 

Ea lugar do terreno, o papel de apôio adicional também po­

de ser desempenhado por elementoe estruturais, como vigamentos, 

etc. Nêsses casos, o deslocamento obtido é .ais control~vel e ge­

ralmente sem efeito prejudicial. 

5-5·2· Sistemas hiperestáticos 

Sempre que um estaqueamento não degenerado for ligado a u­

ma outra estrutura resultará um sistema hipe~estático. Todavia, 

-6.1 
o 
o 
'r 
li 

Q.. 

; .~6o 

Fi g. 39 - Fundação -s8bre estacas coa "viga-alavanca" 
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estaqueamentos degenerados podem fazer parte de tal sistema. 

Por exemplo, a ~ig. 39 representa o caso característico da 

fundaçao dum pilar de edifício situado na marge~ do terreno. O e­

feito da excentricidade do carregamento é r~cebido pela"viga-ala­

vanca", ligada à outra extremidade do bloco vizinho. Normalmente, 

calculam-se as cargas nas. estacas como se tivesse a viga apôio ar­

ticulado no centro do estaqueamento: 

l.T a _1_ Al\1\ 5,.60 + 1,22 
8 

89 t 
n 5 • ""'" 0 5, 60 ° 

Para calcular o sistema composto de bloco e viga, confor-

a) 

Fig.40 - Sistema composto de bloco e viga 

me fig. 40, adotamos como valor.hiperestático o momento de engas­

tamento da viga no bloco. Num cálculo aproximado, convém introdu­

zir a seção da viga num terço do vão e calcular coao se fosae 

J • cte. Tal processo seria certo para uaa projeção horizontal 

triangular da viga (altura • cte.). Adotaremos valores n~ricos 

para ter uma idéia do efeito do engastamento. 

a) Estacas de concreto_armado, sP = 0,5 m, coaprimento 

,. 10 m. 

b) Viga de concreto armado com a seçao 1,20/1,20 m, no 

terço do vão. 

Viga: J • 
3 

1,2d,2"' o 173 
12 ' 

4 
m • 

No estaqueamento temos: 

s = e = 
0 • 196 E • o,Ol96E 

10 
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S .. s(3x0,522 + 2x0,782) • 2,03s • 0,040 E 
c e 

Giros elás~icos no pon~o de aplicação de X1 : 

r 400:d,22 
O lO = S 

CC 

400xl,22 
o,04E 

12 30{) 
E 

l R. l 
'"S + W "' 0,04E 

CC 

lO 41,4 
+ 3x0,173E • E 

Solici~ação nas estacas: 

12 300 .. 296 Úlll 
41,4 

R • 400 +~ • 453 t 
X 5,6 

ae s 400xl,22- 296 - 192 ta 

453 192 = ~ + 2 , 03 x0,52 • 90,6 + 4~,3 • 139,9 ~ 

453 fl92 N4 : -s-- 2 , 03 xO,~S • 90,6 - 74,0 = 16,6 t 

5 

~te resultado difere muito do cálculo aproximado, que 

forneceu N a 89 t em tôdas as ea~acas. Naturalmente esta diferen­

ça cresce com o diâmetro das estacas e diminue quando crescem o 

comprimento das estacas e a seção da viga. 

A diferença sensível entre o cálculo elástico exato e o 

cálculo usual da prática pode provocar duas reaçÕes mentais no lei­

tor critico; 

1~ possibilidade de reagir: Deve ser aoanaonado o costume 

ae projetar blocos nà forma da fig. 39, porque pràticamente só tra­

balham as estacas da fila externa. Os inúmeros estaqueamentos assim 

projetados só resistiram graças aos nossos grandes coeficientes de 

segurança,·e as es~acas da fila in~erna são prà~icamen~e inúteis. 

2!1 possibilidade de reagir: O cálculo elástico "exato" não 

serve. O problema deve ser atacado sob o ponto de vista da capaci­

dade. Sob a ação de uma carga crescente, começa a haver escoamento 

na fila externa, atingindo-se finalmen~e a distribuição uniforme da 

carga sôbre as estacas. Assim fornecerá o cálculo aproximado a base 
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certa do projeto. 

Ao nosso ver, a segunda opiniao merece mais confiança,mas 

nao queremos negar que uma disposi­

çao de tôdas as estacas numa só fi­

la, como se mostra na rig. 41, é 

estAticamente mais clara. Muitas 

vêzes, porém, tal disposição não é 

possível por falta de espaço, além 

de ser bem anti-econômico um bloco 

comprido sôbre 5 ou mais estacas, 

por causa doa fortes momentos fle­

tores. 

A decepção que tivemos com 

o cálculo elástico do exemplo da 

figura 39 não deve formar em nós a 

idéia de que tal cálculo jamais te­

rá valor. Se, por exemplo, um bloco 

de estacas for apôio duma estrutura 

engastada (arco ou pórtico), um 

Fig.4i-Estacas nuaa só fila 

cálculo elástico do conjunto fornece os esforços solicitantes na 

seção do engastamento. Mesmo quando a intuição indicll,r que o bloco 

pode ser considerado como "rígido" em relação à estrutura em ques­

tão, convém verificar êste fato por um cálculo aproximado. Natu­

ralmente, se o próprio arco ou pórtico for projetado com base num 

cálculo plástico, então um cálculo elástico do conjunto não tem 

mais sentido. 
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1° Exemplo 

"""' o 
V) 

E !.\! 
u O() 

> o' 

!-
2~,5m 
" :r 

6. EXEMPLOS NIJMER I COS 

V=zso t 

tLfo,5m 

H~2ot 
Fig.42 -Dados do 1° Exemplo 

A disposição das estacas foi escolhida sob o pon~o de vis­

ta de obter números simples, o que facilitaria a percepçao do an­

damento de cálculo. Tôdas ~s estacas s~o supostas da mesma rigidez 

S = 1, e do ~smo c~rimento = 5 m. 
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Vet~re~ das estacas 

coordenlll.d.as !componentes do vetor da. estaca. 
' E&llta.ca 

l I X y z Px Py Pz Pa. pb pc ' ! 
illl 1111 1111 1111 1111 l:il ' ! 

1 o +l +1,5 1,oo o o () +1.5 -:~..rr. I 
2 () o +1,5 o,so -0,36 +0,48 +0,54 +1,2 o 
3 o -1 +1,5 o,so -0,60 o +0,90 +1,2 

I 
+0,8 

4 o +l () o,so +O ,60 o o c -o,s 
5 o o o 1,oo o o o o o 
6 o -1 () 1,00 o o o o +1,0 
1 o -2 o 1,00 o o o o +2,0 

Cálculo dos coeficientes de rigidez 

s 2 3X0.,8.2 ... + 5,'92 
XX 

• 4Xl,O + 

s .. -0,8JC0,36 0,288 xy 
s .. +0,8"0,48 "' + 0,384 xz 
s - 0,8(0,54 + 0,90) • + 1,1.52 m 

XI!!. 

sxb "' l,OX1,5 + 2X0 1 8X1,2 - + 3,42 " 
s • +1 ,OJC2;0 .. + 2,00 " XC 

2 2 s "' 0,36 + 2X0,6 - + 0,8496 yy 
s = -0,36X0,48 .. - 0,1128 yz 
s a -0,36x0,54- 0,60fl0,90 0,7344 m ya 

s:rb - -(0,36 + 0,60)1,2 1,152 .. 
s,..c "' -0,6X0 7 8)('2 0'}96 " 
s 0,482 

"' + 0,2304 l!IZ 

s ,. +0 748X0,54 .. + 0,2592 illl za 
szb .. +0,48x1,2 .. + 0,576 " 
s .. () 

zc 
0,542 + 0,92 2 

saa = + 1,1016 1111 

sab ... (0,54 + 0,9)1,2 = + L 9 '7Z8 " 
sac .. +0,9x0,8 = + (),72 " 

2 2 
sbb .. fl.,5 + 2)(} '2 .. + 5,13 " 
~c = -1,5xl,O + 1,2xo,s 0,54 " 
se c = 2(1,02 + 0,82) + 2,0 2 + 7,28 .. 
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Matriz S de rigidez do estaqueamento 

X y z a b 

X + 5,92 -0,288 + 0,384 + 1,152 + 3,42 

y - 0,288 +0,8496 - 0,1728 - 0,7344 - 1,152 

z + 0,384 -0,1728 + 0,2304 + 0,2592 + 0,576 

a + 1,152 --0,7344 + 0,2592 + 1.,1016 + 1,72$ 

b + 3,42 -1,152 + 0,576 + l,'í'28 + 5,13 

c + 2 -o,96 o + 0,72 - 0,54 

Como contrôle, temos: 

s= '"syy + szz .. + 5,92 + o,8496 + 0,2304. 1,oooo .. L.!! 

sxa + syb + szc = + 1,152- 1,152·· o 
~-As componentes da carga R sao: 

R • + 20Xl 
a 

• + 20 tm 

~ = + 20)('1,5 + 250X0,5 • + 155 " 

Rc • + 250X0,5 = + 125 " 

c 

+ 2 

- 0,96 

o 

+ 0,72 

- 0,54 

+ 7,28 

A tabela seguinte (elim. seg. GRAUSS) foi calculada com mais de­

cimais, suprimidas na redação da tabela. 



Solução das equações de equilíbrio pelo eliminação seg, GAUSS, 
r=----... 

valores <J.Uxiliares 
eq, X y z 6 b Ng 

w m 1/5,9200 • + 0,1689 x) + 5,9200 - 0,2880 + 0,3840 + 1 '1520 + 3,4200 
t--!!X 

.r) + 0,8496 - 0,1728 - 0,7344 - 1 '1520 
lD ~ + 0,2880 m • + 0,0486 :c)mxy - 0,0140 + 0,0187 + o ,0560 + 0,1664 xy XX -
JY = 1/0,8356 • + 1,1968 L:_. y) + 0,8356 - 0,1541 - 0,6784 - 0,9856 

Z} + o ,2304 + 0,2592 + 0,5760 

ID • - 0,3840 m . - 0,0649 x)mxz - 0,0249 - 0,0747 - 0,2218 xz XX 
m Q + 0,1541 m • + 0,1844 y)myz - 0,0284 - 0,12:;1 - 0,1818 yz yy 
m . 1/0,1771 Q + 5,6476 ~. z) + o' 1771 + 0,0594 + 0,1724 zz 

o) + 1,1016 + 1 '7280 
m . - 11 1520 mxx • - 0,1946 x)mxn - 0,2242 - 0,6655 xa 
DI • + 0,6784 myy • + 0,8118 y)myn - O,ó507 - 0,8002 ya 
m . - 0 10594 IDZZ • - 0,3352 z)mzn - 0,0199 - 0,0578 zn 
m Q 1/0,3068 • + 3,2593 !. • ã.) + 0,3068 + 0,204_5 

88 

b) + 5,1300 

mxb = - 3·, 4200 IDXX • - 0,5777 x)mxb - 1,9757 

IDyb = + 0 1 0856 myy • + 1,1796 y)myb - 1,1626 

mzb Q - O 1 1724 mzz . - 0,9735 z)mzb - o' 1678 

mab . - 0 1 2045 m66 . - 0,6667 ã)mab - 0,1364 

10bb • 1/1,6875 .. + 0,5926 :z. b) + 1,6875 

c) 
vc = Kdncc = + 44,17 

m . - 2,0000 ID = - 0,3378 x)mxc vb = Kf,mbb + v~bc = + 78,39 XC XX 
m • + 0,8627 m • + 1,0324 y)myc v8 = K~m88 + Ylf'ab + v~ac = - 00,78 yc 

• + 0~2889 
YY 

m m • + 1,6313 z)mzc vz::: I<~m;u. + vamza t Tl:flzb + Ycf!zc = + 56,85 7-C zz 
m Q + 0,2727 ma a • + 0,8889 õ.)mnc •y = K).myy + v,my, + •affiya + vlf'yb + •cffiyc = + 97,53 a c 
mbc • + 2,2500 111bb • + 1,3333 ii)mbc vx = Kx"'xx + vyffixy +v,~.+ •a~a + vbffixb + v~c =-1.203 

m . 1/2,0000 a + 0 1 5000 
CC 

c L: 
+ 2,0000 + 12,5880 

- 0,9600 - 2,4576 

+ 0,0973 + 0,6124 
--

- 0,8627 - 1,8452 

o,oooo + 1,2768 

- 0,1297 - 0,8165 

- 0,1591 - 0,3403 

- 0,2888 + o' 1199 

+ 0,7200 + 4, 2264 

- 0,3892 - 2,4496 

- 0,7004 - 1,4980 

+ 0,0968 - 0,0402 

- 0,2727 + 0,2386 

- 0,5400 + 9' 1620 

- 1,1554 - 7,2721 

- 1,0176 - 2' 1765 
,/ 

+ 0,2811 - o' 1168 

+ 0,1818 - 0,1591 

- 2,2500 - 0,5625 

+ 7,2800 + 8,5000 

- 0,6757 - 4,2527 

- 0,8907 - 1,9051 

- o ,4712 + o, 1957 

- o·, 2424 + 0,2121 

- 3,oooo - 0,7500 

+ 2,0000 _, J,oooo 

2g mem, 

+ 250,00 . 
o = 

+ 12,16 

+ 12,16 . 
+ 20,00 Q 

- 16,22 

+ 2,24 

+ 6,03 . 
+ 20,00 . 
- 48,65 

+ 9,87 

- 2,02 

- 20,80 . 
+ 155,00 . 
- 144,43 

+ 14,35 

- 5,87 

+ 13,86 

+ 32,92 = 

+ 125,00 = 

- 84,46 

+ 12,56 

+ 9,83 

- 18,48 

+ 43,89 

+ 88,33 g 

K1 

K2 

K' 
2 

K3 

K' 3 
K 

8 

K' 
6 

~ 

K' 
c 

.... 
o 

t-., 
~ 
~ • ., 
õ 

..... 
8 
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Cálculo das fôrças nas estacas conf. equ. (13a) 

estaca "{.0-.a.l.. 
pxvx pyvy pzvz pava pbvb Pc""c • N 

1 - 1,20 o o o +117 ,59 - 44,17 + 72,2 t 

2 - 0,96 - 35,11 + 27,29 - 43,62 + 94,07 o + 41,7 • 

3 - 0,96 - 58,5~ o - 72,70 + 94,07 + 36,34 - 2,8 • 

4 - 0,96 + 58,52 o o o - 35,34 + 22,2 ~ 

5 - 1,20 o {). o {) o - 1,2 ~ 

6 - 1,20 o o o o + 44,17 + 43,0 " 

7 - 1,20 o o o o .+ 88.34 + 87,1 " 

Qua.ndou houver vários ca.sns de carga, em vez do cálculo de 

v e N, determina-se a matriz recíproca partindo dos valores auxi­

liares da eliminação (quanto a essas f6rmulas, vide, por exemplo, 

LUETKENS, Methoden der &a.hmenstatik, Berlin 1948, p. 6'7!). 

(J •m cc· cc 

{J bc '"fJcc~c 
{Jac '"'f?ccmac +/1bcmab 

/]zc 

j1yc 

•)?ccmzc +/.?bcmzb +J.lacmza 
'--

.. /Jccmyc + flbcmyb + /Jacmya +flzcmyz 

- + 0,5000 

.. + 0,6667 

... o 

.. + 0,1'667 

... + 1,3333 

n~c =/] m +Dbcm~b +f) m +fJ m +D m .. - o,5000 
f.J ~ c c xc {J ~ 1~ a c xa /.J zc xz /J yc xy 

/Jbb • flbcmbc + ~b 

}Jab ·J.?bcmac +J?bbmab 

(J zb =f] bcmzo + /}obm-r-b + /Jabm.,-.a 

.. + 1,4815 

0.3951 

0,2222 

(Jyb =/]bcmyc +/]bbmyb +j}abmya +/]zbmyz '"'+ 2 1°741 

/] xb • fJbcmxc + /]bbmxb + /]abm~a + /]zbmxz + f?ybmxy 0 •8889 

(] za = j]s.cmzc + /]abmzb +/}aamza. 0,7963 

/]ya. • f?a.cmyc + f?a.bmyb + !?a.a.mya. + fJzamyz - + 2,2469 

f}xa =;/acmxc +!J.abmxb +!Jaamxa +J2zallixz+f?va.mYY 0,2963 
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/.?zz •/1 m zc zc + ffzbmzb +{? m + m za za zz .. +6,4028 

/]yz "'/Jzcmyc + !Jzbmyb + /]zamya +f? 111 zz yz "' +0,4444 

/]u, • f?zcmxc + fizbmxb +p m za xa +p m zz xz +p m yz xy - -0,1667 

-n m +n m +p m +f? m +m .. +6,9259 f1 y.y yc yc yb yb ye. ya yz yz yy 

{lxy "'f1ycmxc + /]ybmxb ~p m ya xa +f1 m yzxz +J] m yy xy - -'1,7778 

-1 Matriz recíproca S de rigidez 

X y z a b c 

X + 0,8333 - 1,7778 - 0,1667 - 0,2963 - 0,8889 - 0,5000 

y - 1,7778 +·6,9259 + 0,4444 + 2,2469 + 2,0741 + 1,3333 

z - 0,1667 + 0,4444 + 6,4028 - 0,7963 - 0,2222 + 0,1667 

a - 0,2963 + 2,2469 - 0,7963 + 3,5.226 - 0,3951 o 
b - 0,8889 + 2,0741 - 0,2222 - 0,3951 + 1.4815 + 0,6667 

c - 0,5000 + 1,3333 + 0,1667 o + 0,6661 + 0,5000 

Multiplicando esta matriz pelos vetores das estacas resul­

tam os vetores de influência, por exemplo, para a estaca 1: 

rxl =(lzxPx~ +f?y:.!yl +f?u.Pzl +f?a-,;,Pal +pb-,;,Pbl +pc~el 

fyl • /.? r?xl +/].,.,-Pyl + • • • 

• 
fel •J.?xcPxl +J.?.,-cPyl +J.?zcPzl +J.?azPal + ••• 

Resultam os seguintes valores: 
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esta f f f f rb f 
X 7 z a c c a 

1 o,oooo o,oooo - 0,6667 - o,8889 + 0,6667 0,0000 

2 o,oooo o,oooo + 2,0833 0,0000 o,oooo 0,0000 

3 o,oooo o,oooo - 1,2500 + l,UU o,oooo o,oooo 

4 o,oooo ~ 1,6667 o,oooo + 1,nu. o,oooo o,oooo 

5 + 0,8333 - 1,7778 - 0,1667 - 0,2963 - 0,8889 - 0,5000 

6 -+ 0,3333 - 0,4444 o,oooo - 0,2963 - 0,2222 0,0000 

1 - 0,1667 + 0,8889 + 0;1667 - 0,2963 + 0,4444- + 0,5000 --Aa fôrças internas resultam como Ni • R x fi' por exe~lo, na e8-

taca 7, para a carga dada 

N7 • 250(-0,1667)+ O + 20xO,l667 + 20(-0,2963)+ 155XO,~+l25x0,5a 

•+87,lt 

Nêste caso geral nao tem valor prático a determinação das dire­

çÕes principais do deslocamento, do giro, dos eixos centrãi& e 

eixos elásticos. Para as direçÕes principais do deslocamento e as 

direçÕes dos eixos centrais, resultariam os aeguintea coaenos dii-

reteres: 

llxx .. + 0,99594 ~- 0,05840 ~z .. + 0.06847 

~- + 0,07219 ~- + 0,97274 ~ 0,22037 

qzx 0,05373 qzy = + 0,22442 ~~-- + 0,97301 

Os coeficientes principais da matriz transformada seriam: 

s~ ,. + 5,93908 

s;.,. + o,84373 

s• zz + 0,16477 s• - s• • s• .. o ry xz yz 
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Tôda~ ~3 ~atacas 

C(= l:Sg 

equ. (2): 

cosj3
5 

sen 15Qcoa452 

• 0,1830 

r 
.u 

-!.1 00 
v 10 -M 

EIJ 
:I 

....__ 6fl 

.YIII ---~00 
I 
I 
I 
I 

'""' 

y 

y --

Fi g. 43 • Dados do 2" Exemplo 

- !07 -
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1 Componentes das estacas . 
X : o Px Py Pz Pa pb Pc 

Estaca y z 
1111. m m 11111 11111 

1 +1,0 +2,5 +0,9659 +0,2588 +O -0,6470 +2,415 -0,96Nl 

2 +1,0 +1,0 " o +0,2588 

3 +1,0 -1,0 .. o -0,2588 

4 +1,0 -2,5 " +0,2588 o 
5 -1,0 +2,5 .. -0,1830 +O ,1830 

6 -1,0 +1,0 .. +0,2588 o 
7 -1,0 -1,0 " +0,2588 o 
8 -1,0 -2,5 n -0,1830 -0,1830 

2. Coeficientes de rigidez 

S • S ··8 cos215° 
XX CC 

s - 2~0,9659(2~0,2588 - 0,1830) xy 

+0,2588 +0,966 -
-0,2588 -0,966 -
+0,6470 -2,415 -
+0,2745 +2,415 + 

-0,2588 +ú,966 + 

+0,2588 -0,966 + 

-0,2745 -2,4~5 + 

- + 0.6464 

s .. s - s .. xa xb s - s - s .. -s .. 
yb s o 

xz XC yz ya 

s 2 + 4X0,25882 
yy - 2)(0' 1830 

s • -~0,9659XO,l830 
yc 

2 + 0,18302) s = 2(0,2588 zz 

S • 2(0,25882 + 0,1830X0,2745) za 

szb - 2Cb,2588Xó,966 + O,l830X2,415) 

zc 

• + 0,3349 

0,3536 

.. + 0,2010 

"' + 0.2345 

.. + 1,3839 

S • 2(0,64702 + 0,27452 ) + 4X0,25882 
a a 

.. + 1,2560 

Sab • -2X~,415(0.6470 - 0,2745) 

sbb u 4(2,4152 + o,966
2

) 

1,7992 

- +27,06 

3. Cargas no plano de simetria 

carga: 

R •+450t 
X 

R • + 48 " y 
R • 450x0 ,3 

c 
• + 63 tm 

48)(1,5 

matriz S x,y,c 

y 

X + 7,464 + 0,6464 

y + o ,6464 + 0,3349 

c o - 0,3536 

" .. 
.. 
.. 
n 

.. 
" 

c 

o 

- 0,3536 

+ 7,464 
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Novo sistema das coordenadas: 

( ) ax0,6464 
equ. 41 : tg 2 lf '" 7 ,464 - O ;3'35 '" 0,181.3!) ••• 

equ.(42): 

sen Cf "' O ,0896 

cos cp .. 0,9960 

-0,354X7,4§4 
x

0 
• 

2 • -1,.267 m 
7,464X0,335- 0,6464 

y ·• - 0,354X0,6464 = _ 0, 110 m 

.o 7,464X0,335- 0,64642 

( ) 7,464; 0,;335 :!:.,,( 7,464; 0,33,5)
2 

+ 0,64642 equ. 37 : s~- 'V 
yy 

s~"' 1,sa2 s-• '" 0,2768 
yy 

equ.{40): s• 
CC 

.. 7,464(1 + o,uo2) + o,3349X1,2672 

- 2x1,267(0,3536 + 0,6464X0,110) 

R~ = 450 cos tp + 48 sen cp 452 

7,016 

t 

R; .. "'- 450 sen rp + 48 cos rp 7 ,49" 

R 1 • 450(0,30- 0,110) - 48(1,50 - 1,267) • 74,4 tm 
c 

( A3) v' 452 60 2 equ. "" : x = 7,522"' ' v'"' y 
7,49 

0,2768 '" 27 •1 74,4 
v~'" 7 , 016 =10,61 

equ. (44): vx • 60,2 coa <f - 21,lsen cp- I0,61XO,ll0 • 56,3 

vy'" 60,2 sentp + 27,leoscp + 10,61X1,267 .. 45,8 

vc = 10,61 

Contrôle: 

7,464X56,3 + 0,6464X45,8 

0,646X56,3 + 0 7 3349X45,8 - 0,3536X10,61 

- 0,3536X45,8 + 7,464~10,6) 

-450 

- -t8 
.. 63 

t .. R 
X 

t = R y 
t.m .. R 

z 

Naturalmente poder-se-iam obter os valoreé v , v , v também por 
• X y C 

so1u~ão direta das 3 equaçÕes correspondentes à matriz S • x,y,c 
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4. Cargas num plano normal ao plano de simetria 

carga R = 15 t z z a b 

R = 15x0,5 = + 1,5 a. tm. matriz + 0,2010 + 0,2345 +1,3839 

!\"' 15X2,8 = + 42 " s z,a,b "' + 0,2345 + 1,2560 -1,799 

+ 1,3839 - 1,7992 +27,06 

Nove sistema das coordenadas: 

1,3839 
0,2010 6,89 m y 0 •2345 = + 1,167 m. o .. 0,2010 

equ.(49): S" = S zz zz 

s:.a. - 1,256 

0,201 

1 7 167X0 7 2345 

Sbb a 27,06 6,89x1,3839 

.. 0,9825 

... 11,53 

S" 1 7992 _ 0,2345X1.3839 
ab ' 0,2010 - - 3.414 

( O) 2)(3,41 @ 
equ. 5 : tg2'lf= 11 , 53 _ 0 , 98 .. o,4127 ••• y=U,21, 

glll .. 
aa 
bb 

aeny .. 0,1944 

COII "f • 0 79809 

17,53 + 0,98-
2 . + 

S 111 .. 0,3058 as. S 111 
.. 18,204 bb 

Coordenadas do ponto de aplicação de H2 = 15 t: 

111 "11,. (6,89- 2,80)seny- (1,167- o,so)cosy- + 3,819 il!. 

_y; .. -(6,89 - 2,80)cosy + (1,167- 0,50)cos}"'- 1,449 " 

Carga no. novo sistema: 
111 

R ,. R .. + 15 t. z z 
UI 

R 1,.449)115 21,73 ta a 
111 

1\ 3,879Xl5 - 58,18 " 
Movimento· elástico no novo sistema: 

a 

b 

111 v 
z 

15 
0,2010 = + 71 •6 ; 

111 
v a 

21 '73 111 58' 18 
0,3058 "' - 7l,l; Vb= - 18,204 -3,20 
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Coordenadas da velha origem no novo sistema: 

x: = 6,89 cosy 1,167 sen"f = 6,53 m 

:r: • 6,89 aeny + 1,167 cos"t = 2,48 " 

Movimento. elástico no velho sistema: 

v . .. 71,6 + 2 '48)(71 ' l + 6,53X3,20 = + z 
v ·-71,1 coa 'li' + 3,20 sen ")' a 
vb .. -71,1 seny- 3,20 coa "{ 

- lll -

272 

69,0 

16,96 

Observação: E interessante observar que o sinal negativo em va in­

dica um giro;anti-horário, apesar de H2 agir no sentido horário em 

relação ao eixo x. Intervém de fato a ação de H
2

-em relação ao ei­

xo elástico x 111 
• 

Contrôle: 0,2010X272 

0,2345X272 

0,2345X69,0 1,3839X16,96 • 15 • Rz 

1,2560~69,0 + 1,7992Xl6,96 • 7,5 • Ra 

l,3839X272 + l,7992X69,0- 27,06Xl6,96 = 42 • ~ 

A solução direta das 3 equaçÕes correspondentes a S b seria na-z,a, 
turalmente nêste caso bem maia simples. 

5 Fôrcaa normais nas estaeaa . 
Jaoma 

&ta c a 56,3 px 45,8 p - 272 pz -69,0 pa -16,96 pl 10,61 p • N y c 
t t t t t t t 

1 + 54,4 + ll ,9 o + 44,7 - 40,9 - 10,2 +59,9 

2 + 54,4 o + 70,4 - 17,9 - 16,4 - 10,2 +80,3 

3 + 54,4 o - 70,4 + 17,9 + ·16,4 - 10,2 + 8,1 

4 + 54,4 + u,e o - 44,7 + 40,9 - 10,2 +52,3 

5 + 54,4 - 8,4 + 49,8 - 18,9 - 40,9 + 10,2 +46,2 

6 + 54,4 + ll,9 o + 17,9 - 16,4 + 10,2 +78,0 

7 + 54,4 + ll,9 o - 17,9 + 16,4 + 10,2 +75,0 

8 + 54,4 - 8,4 - 49,8 + 18,9 + 40,9 + 10,2 ' +66,2 

coluna 1 2 3 4 5 6 

A soma das colunas 3, 4 e 5 representa o efeito de H
2 

= 15 t. Os 

efeitos de V= 450 te de H1 • 48 t representados juntos pelas 

colunas 1, 2 e 6 não podem ser separadas nêste cálculo. Para casos 

de carga variável, recomenda-se a determinação da matriz reciproca 
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ou dos vetores de influência_ 

3ll Exemplo 

Ser! calculado um trecho de 2,40 m 

de largura. Nêste trecho h' 

1 estaca nll 1 grupo I (nll 1 e 3) 

1 

1 

2 

" .. " 
" 

2 

3 

si • 2 , ")- ,. 202 

grupo II(nll 2 e 4) 

" " 

C.E. na. interseção das linhas de 

gravidade. AI tura. do C.E, : 

1,00 
., 2 7 75 m 

tg 202 

ea.rga para 2,40 m largura. 

v .. 60x2,4 = 144 t(a.plic. no c.E.) 
H • 10x2,4 .. 24 " 

M- + 10X0,75K2,4 .. ! 18 tm 

raios das estacas 1: 0 760 cos 202 

•0,563 m 

J = 2x0,563
2
+ 1,602 

+ 2x0,80
2

- 4 7 47 

Grupo I (equ.(58) com s • 1) 

Nl 
1 - 144lt0 + 24:111:1 ! _!§_ (- 0,563) .. 2" 

sen 20!2 4,47 

lttlll 
~ 

I \ 

.. 35,1 + 2,3 .. + 32,8 at~ + 37,4 t Fig.44 - 3° Exemplo 

N3 - 35,1 
+ 2,3 " " 

Grupo II 

1 144 sen 202 - 24 cos 202 
N2 "' 3" aen 20!2 

26,0 ! 6,4 

" 

+ 18 (-1,60) - 4,47 

.. + 19,6 a.t~ + 32,4 t 

+ 18 + 
N4 • 26,0 - 4 47 -0,80 • 26,0- 3 7 2 

' 
+ 22,8 " + 29,2 " 



4º '"'" .u..emplo 

Fi g. 45 

4o Exemplo 

- 40 Ezeaplo 

- ll3 -

Hj." 4ot• - ; e:xcen+ricidook 
0~0 1'\0 

SGJntido-.JS 
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S 6 + 8 eoa2 158 + 6 cos2 121 • 6 + 7,4641 + 5,7406 • !9,20 
XX 

S 8 sen2 159 • 0,5359 
yy 

S • - 4(1,4 + 1,0) sen 159 coa 151 • - 9,6X0,25 • - 2,40 
yc 

s 
CC 

6Xl,42 • 4X1,42 cos2 15 + 4.xl ,o2 colll2 15 '" + 22,8 

s aa 

s zz 

4 

6 

2 sen 1511 (1 ,42 + 4,22) •+S. 2íõ 

s~rm2 12ll .. 0,2594 

Szb • 2 sen 1211 cos 122(0,1 + 2,1 + 3,5) • 0,2034X6,3 • 2,56 

Sbb • 4X2,82 + 4 c01!! 2J.52{J.,42 
+ 4,22) + 2_cos2 122(0,72+2,1 2+3,52) .. 

- 31,4 + 73,2 + 32,8 

1,4 cos 18° 
= 1,.3'?' 

.. 137,2 

- + 2,40/0,5359 - + 4,48. 

• 22,8 - 2,402/0,5359 a 12,04 

- + 2,56/0,2594 - + 9,88. 

- 137,2- 2,562/0,2594- 111,9 

Fig.46a - Posiç~o dos 
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A disposição simples do estaqueamento per5ite obter êsses 

resultados tamb~ de u.a maneira mais diretao A fig. mostra o esta­

queamento projetado sôbre os planos x/y e y/z. Em cada traço repre­

sentante dUB& estaca dêsses estaqueamentos pianos ~ inscrita a ri­

gidez que é igual à soma das estacas aplicadas nesta reta multipli­

cado pelo cos2 do ângulo que forma a estaca com o respectivo plano. 

Sbb • 2 [1,866(4,22 
+ 1,42) + 2x1,0Xl 7 372 

+ 2,0X2,82 ] :: 111,9 

S~G • 2 [a,Oxl,42 
+ 2x2,0X0,19

2
] = 12,04 

a) efeito-de V- 1600 t {excêntrico) 

Rx • 1600 t, ~ • 0,3x1600 • - 480 tm, 

R • + Ô,15xl600 • + 240 tm c 
1600 • 'i9,2õ COI!I 

1600 
- 19,2 

80,6 

.. 

.. 

N18 .. 81,6 

1600 
N4 .. 19,2 

Nõ 83,3 

N16 "' 
.. 

Nl1"' .. 
.J.s estacas 

b) efeit.o de H1 .. 40 

17,4 3.8 

+ .. + a,a 

.. .. ,, ..,. ;;: I .0, + 

480 x· - Til,'i h3T 

+ 

480 
- 111,9"2 • 8 

240 
- 12,õ4X1,_4 

12,0 + 27,9 

+ " .. 
.. + " 

restantes têm fôrças nor5ais menores. 

-t. (excêntric-o} 

- 1.)1,3 .. 

--94 .. 2 .. 

.. 99,2 .. 

.. 67,4 " 

R' =40 
y t, R 

c • O ••• a pequena excentricidade de 0,02 m 

seri. desprezada 

N
1 

= + 40 aen 152 
0,5359 

19,3 

" 

R a • + 40XO,~ • 16 tm 

- J.L 4,2 
+ S-25 

+ S.3 

+ .. 

sen + 16 .o::.. 



116 - Ezemplos 11U.JBéric.os· 

- - 22,6 t 

as estacas 7, 8, 13, 14 tê• fôrça Eenor, as restantes fôrça nula. 

c) efeito de H
2 

• 35 t 

R' - 35 t Rb .. - !15(9,88 - 7,00) •·101,5 tE z 

N3 .. + 35 
122 0,2594 aen 

- 101,5 XI 37 
111,9 ' - + --26 ;'.g "t 

N9 ... + 28,1 + 1,2 .. + 29,3 " 
Nl2 " " 29,3 " 
Nl8 • " + " "'- 26.g , 

N~ 
101,5 X 4 2 
111,9 ' 

coa 151! .. - 3,7 ... 

N2 3,7 3,7 " 
N19 .. + .. = + 3,7 .. 
N20 - + 

.. = + 3,7 .. 
Oa valores extremos sao encontrados por superposição dos 3 

efeitos. 

52 Exemplo 

O estaqueamento é simétrico ao plano x/y. Pela introduçâó 

das estacas equivalentes temos de considerar na tabela só 18 esta­

cas em vez de 32. De fato usaremos a tabela só para ooter os coe-

fi cientes SJFC' s yc' s cc' 3zb' saa.' sab' sbb de rigidez. Os coefi-

cientes s xx' syy, s s sao obtidos com mais facilidade pela xy' zz 
tabela trigonométrica no fim do livro, sem usar as estacas equiva-

lentes. O projeto foi escolhido de forma a obte~ S • O. Pela. es­
xy 

colha da origem torna-se também Sza = O porque o plano x/z é plano 

de gravidade de tôdas as estacas com pz~ O. 
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y- r;;~{fU{f(fiffif~»~ 
· H= 5ot tx 

Y-

2.0 

Fig.4fr- Dados dn 5.;; r:xemplo 

i 
i 

.aom.t 



r• ! s ! 
j ~stul iligi X = o 2 

PzPll p~ 2 
Px Py Pz Pu pb Pc s P~c s PyPc s p

0 
s s s p

6
pb s pb 

-cu -dez y(m) z (n~) 
. e 

A(2) 1,4 +3,0 +2 1 0G +1,000 o o o +2,050 -3,00 - 4,20 o + 12,60 o o o + 5,88 

B 3,2 -2,0 +1 1 Gú +1,000 o o o +1,550 +2,00 + 6,40 o + 12,80 o o. o + 7,68 

C(7) 1 '4 -7,0 +1 ,015 +1 ,.ooo o o o +1,050 +7,00 + 9,80 o + 68,60 o o o + 1,54 

D(B) 1,215 +4,0 +1,2 +0,961 o +0,276 +1,102 +1 '154 -3,85 - 4,62 o + 18,52 +0,40 +1,52 +1,59 + 1,66 

E 2,5 o +1,0 +0,961 o +0,276 o -1·0,961 o o o o +0,66 o o + 2,31 

F(lll) 1,215 -4,0 +0,8 t{),961 o +0,276 -1,102 +0,770 +3,85 + 4,62 o + 18,52 +0,27' +1,52 1-1,06 + 0,74 

G (14) 1,4 +3,0 o +0,989 -0,148 o o o -2,97 - 4,ll +0,62 + 12,35 o o o o 
' :u 
I 3,2 -2,0 o +0,989 -0,148 o o o +1 ,98 + 6,27 -0,94 + 12,54 o o o o 

I (!9) 1,4 -7,0 o +0,989 -0,148 o o o +6,92 + 9,58 -1,43 + 67,05 o o o o 

I J (e!) 1,25 +4,0 -1,2 +0,961 o -0,276 -1,102 -1,154 -3,85 - 4,62 o + 18,52 +0,40 +1,52 +1,59 + 1,66 

K, 2,5 o -1 ,o +0,961 o -0,276 o -o,961 o o o o +0,66 o .. o + 2,31 

1(25) 1,25 -4,0 -0,8 +0,961 o -0,276 +1 '102 -0,770 +3,85 + 4,62 o + 18,52 +0,27 +1,52 -1,06 + 0,74 

M(e?) 1,4 +3,0 -2,05 +1,000 o o o -2,050 -3,00 "' 4,20 o + 12,60 o o o + 5,88 

N 3,2 -2,0 -1,55 +1,000 o o o -1,550 +2,00 + 6,40 o + 12,80 o o o + 7,68 

0~2) 1,4 -7,0 -1,05 +1 ,ooo o o o -1,050 +7,00 + 9,80 \l + 68,60 o o o + 1,54 

1'(1) t.tll +5,0 +2,25 +0 ,974 +0,225 .o -0,506 +2,192 -4,87 - 5,27 -1,22 + 26,35 o +0,28 -1,23 + 5~34 

Q 1,79'c!l +5,0 o +0,974 +0,225 o o o -4,87 - 8,43 -1,95 + 42,17 o o o o 
R(26) j,Jll +5,0 -2,25 +0,974 +0,225 o +0,506 -2,192 -4,87 - 5,27 -1,22 + 26,35 o +0,28 -1,23 + 5,34 

L: " +16,77 -6,~4 +448,89 +2,66 +6,64 -1,40 +50,30 

" s syc s 8zb s 8
ab 

8bb XC CC a a 
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li: y c z a b 

li: + 30,91 o + 16,77 z + 0,76 o + 2,66 

y o + 0,33 - 6,14 a o + 6,64 - 1,40 

c + 16,77 - 6,14 + 448,89 b + 2,66 - 1,40 +50,30 

Estudareaos só o efeito da carga hórizonta1 H • 50 t para­

lela ao eixo z. As ~ôrças nas estacas assia obtidas deverão ser 

superpostac às forças resultantes das outras coaponentes da carga 

total. O respectivo cálculo seria bem fácil porque li:_; y, z são di­

reçoes principais. 

TeJimos: 

R • R • O 
X y 

Rz .. + 50_ t 

R .. + 50x5 "' + 250 tm a 
~ • + 50x2 • + 100 tm 

R .. O 
c 

Resolveremos diretamente as 3 equaçao z), a), b) sea 

transformação, usando o método de eliminação seg. GAUSS. 

Valores auxiliares a 

1111 zz 

1111 za 

1111 aa 

111zb• 
1111 .. 

ab 

111bb 

.,...!_ .. 
0.16 

+ 1,316 

... o 

1 
.. 6,64 - + 0,151 

-2,66x1,316a-3,50 

+1,4GXO,l5l•+0,21 

1 
- 40,70 .. + 0,0246 

v z 

equaçã< 
tf 

v v vb 2:: 2lilmellll'llro 
Nil z a 

z) + 0,16 o· + 2,66 + 3,42 + 50,00 

a) o + 6,64 - 1,40 + 5,24 + 250,00 

z)m o o ·O o za 

'i) + 6,64 - L40 + 5,24 + 250,00 

b} + 2,66 - 1,40 +50,30 + 51,56 + 100,00 

z)m zb 
ã)mab 

b) 

250XO,l5l 

50JC1,316 

- 9,31 - ll,97 - 175,05 

- 0,29 + 1,!1 + 52,75 

+40,70 + 40,70 - 22,30 

.. - 0,55 

0,55X0,2ll = 37,6 

0,55(-3,501) + 37,6x0 • 67,7 

Nas fórmulas para as fôrças nas estacas equivalentes apa­

rece como fator a rigidez a. Substituindo a por 1 resulta a fôrça 
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na respect.iTa. estaca real. 

Nl o - o,so6xa7,6 + 2,192X(-0,55) .. - 20,2 t 

N26 ,. o + 0,506X37,6- 2,192X(-0,55) .. + 20,2" 

N2 - o o + 2,050X(-o ,55) 1,1 .. 

N1 o o + 1 ,osox(-o ,55) . - 0,6 .. 

N "' 27 o o 2,o5ox(-o .55) '" + 1,1 .. 

N32 "' o o - l,OSOX("-0,55) - + 0,6 .. 

N8 • + 0,276X67,7 + l,l02x37,6 + l,l54X(-0,55) "' + 59,5 " 

N12 = + 0,276~67,7- l,l02X37,6 + 0,770X(-0,55) 23,1 " 

0 7 276X67 77- l,l02X37,6 • l,l54X(-0,55) 59,5 .. 

N25 0,276X67,7- l,l02X37,6. 0,770X(-0,55) - + 23,1 .. 

o o o o " 

o o o o .. 

Ali fôrças normais nas estacas restantes sao aenore11 nos 

seus valores absolutos. 

62 Exeaplo 

lit ~l----"!5<!.:,i::..::O:...---I 
~I o 

111 ~o v.6"oo o_. 
0=-- ..... 

"t+~ ". X .10 o . 
::2'IOJ o,eo 

o,. (C-E) H =aot 
--o~ 'I ,o 

I 

o 
O) 
c) 

Fig. 47 -Dados do 6° Exeaplo 



Estaca comprilllo rigidez coordene~da111 

O( 16 ... I X ,. 111 

111 111 111 111 

1 11,2· 10111 1,43 + 5, lO +3,00 +O,OO 

2 12,8 1511 1,25 11 +1,&0 +0,90 

3 15,2 O Ir 1,05 11 o +0,00 

4 13,0 liSII 0,89 " -1,50 +0,90 

5 us' 7 1011 1,02 11 -3,oo +0,9o 

6 17 ,o 1011 0,94 H +3,00 -0,90 

7 13,6 ltSII 1,18 H +1,50 ..O,,fU) 

8 16,5 011 0,97 H o -0,90 

9 19,5 1511 0,82 H -1,50 -o,JX) 
10 20,5 1011 0,78 H .:..a,oo -o,oo 

ooaponentea doa vetore11 

Px p,. plll 

+0,985 o +0,1'14 

+0,966 + 0,259 o 
+1,000 o o 
+0,966 - 0,!89 o 

+0,9815 o +0,174 

+0)9815 o +0,174 

+0,966 + 0,259 o 
+1,000 o o 
+0,966 .,. 0,259 o 
+0,985 o -o,l74 

dll.l!l Ol!lii!.CII.III 

pilo pb 

+ 0.521 o 
- 0,234 +0,889 

o +0,900 

+ 0,234 ·+0,869 

- 0,521 o 
- 0,521 o 
+ 0,234 -0,869 

o -0,900 

- 0,234 -0,869 

+ 0,121 o 

Pc 

-2,954 

-0,129 

o 
+0,129 

+2, 91S4 

-2 19M 

-o, 129 

o 
+O, 129 

+2,9M 

OI 
o 

.... 
o 
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Escolhemos a origem nua dos centros elásticos do estaquea­

mento simplificado para facilitar o cálculo. A rigidez s das esta­

cas é inversamente proporciona.! ao comprimento .• Para ob'ter Ta.lores 

s em tôrno de l, formamos a "' 16/f , sendo 16 1111 a ··édia aritmética 

dos comprimentos-

Coeficientes da rigidez 

s .. 0,9852 (1,43 + 1,02 + o,g4 + of78) + 
liX 

+ 0,9662 (1,25 + o,89 + 1,18 + o,s2) + 1,ooo2 (1,05 + o,a~) 

S ,. 0,966X0,259Ú,25- 0,89 + 1,18 -·0,82) 
ry 

S = 0,985X0,1736(1,43 + 1,02 - 0,94- 0,78) 
li:Z 

S • 0,985X0,521(1,43 - 1,02- 0,94 + 0,78) xe. 

Sxb = 0,966X0.869(1,25 + 0,89- 1,18- 0,82) + 

+ 0,900Xl,000(1,05- 0,97) 

S = 0,985X2,954(-1,43 + 1,02 - 0,94 + 0,78) + 
li: C 

+ 0,966.it0.,129(-1,25 + 0,89 - 1,18 + 0,82) 

s - 0,2592 (1,25 + 0,89 + 1,18 + 0,82) 
7Y 

syz .. szb .. o 

S • 0,259X0 9 234(-1,25 - 0,89 + 1,18 + 0,82) ya 

Syb • 0,259X0,889(1,25 - 0,89 - 1,18 + 0,82) 

S • 0,259XO,l29(-1,25 - 0,89 - 1,18 - 0,82) ye 

s - 0,17362 (1.43 + 1,02 + 0.94 + 0,78) zz 

S = 0.1736X0,521(1,43.- 1,02 + 0,94- 0,78} 
za 

s. = 0,1736X2,954(-1,43 + l,u~ + 0,94- 0,78) zc 

s - 0,5212 (1,43 + 1,02 + 0,94 +-0,18) + aa 

+ 0,2342 (1.25 + 0,89 +.1.~8 + 0,82) 

sab z 0,234X0,869(-1,25 + 0,89 - 1,18 + o,82) 

S • 0,521X2,954(-1,43 - 1,02 + 0,94 + 0,78) + a c 

+ 0,234X0,129(+ 1,25 + 0,89 - 1,18 - 0,82) 

"'+ 9,93 

.. + 0,18 

- + 0,12 

"' + 0,13 

.. + 0,19 

.1.,15 

- + 0,28 

o,o1 

o 

0,14 

.. + 0,13 

.. + 0,05 

. 0,13 

- + 1,36 

0,15 

1,12 



6° Exemplo 

sbb • o,8692 (l,2~ + o,89 + 1,18 + 0,82) + 

+ 0,9002 ( 1,05 + 0,97 ) 

sbc " 0,869x0,129(-1,25 + 0,89 + 1,18- 0,82) 

s " 2,9542 (1,43 .+ 1,02 + 0,94 + 0,78) + 
CC 

+ 0,1292 (1,25 + 0,89 + 1,18 + 0,82) 

Carga: R = + 600 t 
X 

R 30 " y 
R = + 25 " z 
R = + 25Xl,20 = + 30 tm 

a 

~· + 600X0,20 + 120 " 
R = + 600X0,60 = .oi~ 360 " c 

~: 

Jll: y z a b c R 

X + 9,93 + 0,18 + 0,12 + 0,13 - 0,19- 1,75 + 600 

y + 0,18 + 0,28 o - o,o1 o - 0,14 r- 30 

z + 0,12 o + 0,13 + 0,05 o - 0,13 + 25 

a + 0,13 - 0,01 + 0,05 + 1,36 - 0,15- 1,12 + 30 

b + 0,19 o o - 0,15 + 4,77 o + 120 

c - 1,75- 0,14- 0,13 - 1,12 o + 36,48 + 360 

Iteração: 
-

liC - 0,018 - 0,012 - 0,013 - 0,019 + 0,176 

f- 0,643 * o + 0,036 o + 0,500 

f- 0,923 o )I:' - 0,385 o + 1,000 

f- 0,096 + 0,007 - 0,037 * + 0,110 + 0,824 

1- 0,040 o o + 0,031 .11( o 
+ 0,048 + 0,004 + 0,004 + 0,031 o .1f( 

v (1)+ 60,4 - 107,1 + 192,3 + 22,1 + 25,2 + 9,1: 
g 

- 123 -

+ 4,77 

o 

+ 36,48 
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+ 1' 9 - 3 8} 8 - 55>1 - ij,8 - 2' 4 i- 2,9 

- 2,3 o o - o' 7 o - o' 4 
- o' 3 + o J 8 - 8,5 - 7,1 o + o' 8 

- o' 5 o o + 2, 8 + o, 7 + o' 7 
+ 1,7 + 5' o + 9' 9 + 8' 2 o o 

6.g 
( 1) 

+ o' 5 + 3 3, o + 54,3 + 2' 6 - 1,7 + 4, o 

+ o' 6 - o' 3 - o' 5 - o, o - o' o + o' o 
+ o' 7 o o - o 7 2 o - 0,1 
+ o' o - o' 1 + 1' o + 2' o o - o, 2 

+ o' o o o - o J 2 - 0,1 - o' 1 
+ o> 7 + 2' o + 4' o + 3' 3 o o 

6.g 
( 2) 

+ 2' o + 1,6 + 4' 5 + 4' 9 - o' 1 - o' 4 

- o) o - 1,3 - 1,8 - o' 2 - 0,1 + 0,1 

- 0,1 o o + o' o o + o' o 
- o' 1 -:- o' 2 - 1, 9 - o, 2 o + o J o 
+ o) o o o - o' o + 0,2 + o J 2 

- o' 1 - o' 2 - o' 4 - {),3 o o 

6.g 
(3) 

- o' 3 - 1,3 - i:- :;Ll - o' 7 + o' 1 + o' 3 

+ o' o + -o' 2 + 0,3 + o' o + o) o - o' o 
+ o J o o o - o' o o - o' o 
+ o' o - o' o + o' 3 -1- 0,2 o - o' o 
- o' o o o + o' o - o' o - o' o 
+ o J 1 + o' 2 + 0,3 .;. o' 2 o o 

6.g 
(4) 

-r 0,1 + o' 4 + o' 9 -;- o' 4 o' o o' o 

o' o - o' 1 - o' 1 o' o o' o o) o 

o' o o o o' o o o' o 
o' o o' o - 0,_1 o' o o o' o 
o' o o o o o' o o' o 
o' o o o o o o 

6.g (5) 
o' o o' o o' o o' o - o' 1 - o' 2 

+ 6 2' 7 -139,5 +139,1 + 2 4' 1 + 2 3' 5 + 13 J 8 

v = vx = vy = vz = v a = vb = v c g 



6° Exeiilplo 
- 125-

Fôrças nas es~acas 

Es~1 ·~,._ v?y vzpz vapa vbpb vcpc !L_vgPg N •BL N aprox, 

c a (g .. 1) 

1 + 61,8 o + 24,2 + 12,6 o - 40,8 + 57,8 +. 82~7 (+ 80,3) 
2 .,. 60,6 - 36,1 o - 5,6 + 20,4 - 1,8 + 37,5 + 46,9 (+ 47 ,5) 

3 + 62,7 o o o + 21,2 o + 83,9 + 88,1 ~+ 85,6) 
4 + 60,6 + 36,1 o + 5,6 + 20,4· + 1,8 +124,5 +110,8 '+111 ,9) 
5 + 61,8 o + 24,2 - 12,6 o + 40,8 +114,2 +11EL5 '+114,5} 
6 + 61,8 o - 24,2 - 12,6 o - 40,8 - 15,8 - 14,9 ·- 15,5) 
1 + 60,6 - 36,1 o + 5,6 - 20,4 - 1,8 + 7,9 + 9,3 (+ 13,5) 
8 + 62,7 o o o - 21,2 o + 41,5 + 40,3 (+ 39,2) 
9 + 60,6 + 36,1 o ~· 5,6 - 20,4 + 1,8 + 72,5 + 59,5 (+ 62,3) 

10 + 61,8 o - 24,2 + 12,6 o + 40,8 + 91,0 + n,o (+ 67,6) 

Na última· colWla sao ·:.· eBcentados 011 ·nüor--~s das fôrças 

normais resultante11 de um cálculo com s• l em todas as es~acas. 

Note-se a pequena influência da variação de s, apesar de termos 

variaçÕes de comprimentcs das e11tacas entre 11,2 e 20,5 m. O en­

genheiro projetista deve contentar-se. normalmente, com os valo­

res aproximados obtidos com a hipótese de s• constante. 
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7. O PROJ ETQ_QQ__EgAQU_EA~~~TO 

7-1· Generalidades 

A solução ótima dum proje~o de estaqueamento depende de 

consideraçÕes de: 

a) IR.el!listência 

b) Economia. 

~ est~tica nao intervém porque o éstaqueamento nao ' visível nor­

malmen~e. Este fato torna meia racional o probleaa de achar a me­

lhor llioluç.ão. 

Quanto à resistência, ~ de notar que a ruptura do estaque­

amento pode ser provocada por resistência insuficiente do ~. 

das estacas ou do ~· Não tratareaos aqui dos casos de solo era­

co nas pontas, em que o estudo da resistência do estaqueamento ' 

~robleaa de mecânic~ dos solos. 

Na consideração da economia, al~m do próprio consumo de 

material, .intervém como fator importante a possibilidade de uaa 

execução simples. Por exemplo, tôda regularidade na disposição do 

estaqueamento simplifica o movimento da máquina cravadora, incli­

naçoes al'm dum certo limite encarecem sensivelmente a execução, 

etc. 

Os dados básicos do projeto apresentam-se na seguinte for-

ma: 

1. Valor e posiçe.o da carga.. 

2. Dados sôhre o ~· 

a) Dados geométricos, como cotas êo tôpo do bloco, impostas, por 

exemplo, pelo piao do sub-solo, cotas dn base do bloco,, impostas, 

por exemplo, pelo nível dngua, c c>pnço disponível. 

b) Dados aôbre a resistência do material do bloco. 

c) Preço doa materiais do bloco. 

3. Dados sôbre o~ e as estacas a serem usadas: 

o) Dados geométricos, como diâmetro~ di~tância mínima entre eixos, 

espaço diaponivels inclinação máxima, profundidade da camada resis­

tente, etc. 

b) Carga admissível à eompreasao e à traçno. 

c) Preço das estacas. 
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O problema consiste em escolher, dentre as disposiçÕes do 

estaqueamP.nto resistentes às cargas dadas, a mais econômice. In­

felizmente não podemos atacar êste problema na sua forma mais ge­

ral. O motivo é a complexidade do assunto, comó logo perceberemos. 

As dificuldades surgem principalmente nos dados "Valor e 

posiçao da carga". Normalmente a. "carga" é dada por uma. tabela 

que contém os valores resultantes do cálculo da. superestrutura. 

No caso de um galpão industrial, por exemplo, achamos na tabela as 

componentes de R referidas a uma. certa origem - por ex. 5 "pé da 

coluna:O• --resultantes dos seguintes casos de carregamento: pêso 

próprio, sobrecarga., vento da esquerda, da direita, choque late­

ral e_ frenagem na ponte rolante, e outros. O pêso do bloco, que 

depende naturalmente da solução adotada, deve ser acrescentado à 

carga morta. Não há possibilidade de fazer uma combinação crítica 

dêsses valores porque, para cada estaca, uma. outra combinação pode 

ser crítica.. Naturalmente há também casos simples- por ex., fun~ 

dação dum muro de arrimo - com só 2 ou 3 casos a combinar. -l\!e.temà.ticamente falando, a carga R é dada se, para tôda 

posiçao dum vetor semi-unitário !r, fôr·conhecído o va.lor R, de 

forma que R= R r, isto é, deve ser dada a função R = f \r), que 

é uma função das 5 variáveis que definem 7. A condição de resis­

tência exige que a carga. admissível, definida da mesma maneira, 

~ • RA 7, seja maior que a carga dada em todo o espaço 5-dimen­

sional. Usando a capacidade em vez da carga admissível, p~de 

dar-se definição análoga da resistência. 

No que concerne ao bloco de concreto armado, um tratamen­

to sistemático do mínimo custo tamb~m seria muito difícil. Conv~m 

em todos os casos, adotar dtmensÕes do bloco tais que o efeito de 

cisalhamento possa se_rrecebido apenas pelo concreto. DimensÕes 

menores são anti-econômicas devido ao nW!Iero grande de barras do­

bradas que se tornam necessárias. As yêzes um bloco bem pesado 

conduz à solução menos dispendiosa porque o pêso do bloco reduz 

a variação da carga. Se esta variação j& fôr de início pequena, 

pode ser aconselhável o princípio contrário, ou seja a redução d~ 
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parte morta da carga, por exemplo por um bloco vasado (caixa), o~ 

por. outras disposiçÕes construtivas. 

Vista a complicação do assUDto, só estudaremos sistemàti­

camente os casos mais simples possíveis. Tal estudo permitirá cer­

tas conclusÕes de caráter um pouco mais geral. Sempre ficará como 

último crit~rio a elaboraç·ão de virios projetos paralelos, obten­

~o-se o mais interessante delea por uma comparação do custo. 

1.2. Cavalete 

Se a "carga" consistir em fôrças cujas resultantes sejam 

coplanares e passem sempre pelo meamo ponto o, a disposição indi­

~àda do eataqueamento 6 um cavalete plano com O como ponto de in­

terseção dos eixos das estacas. 

Para se ter uma id6ia daa possibilidades de receber cargas 

por cavaletes, são indicadas na figura 48 as zonas admissíveia pa­

ra 3 tipos particulares de cavalete. SupÕe-se que tôdas as estacas 

tenham carga admissível à compressão A • 50t, à tração A' • -20t. 

Tôda fôrça cujo vetor aplicado em O for contido na zona hachurada, 

será adnissível como carga. 

Os primeiros dois cavaletea sao iaoatáticoa e a obtenção 

gráfica da zona admissível é explicada pela pr6pria figura. No 

terceiro casa., esta zona foi obti.':ia por Wl!l cl!i.lculo segundo a e­

quação (60), e julgamos que não é necessário explicá-lo aqui de­

ta.lha.damente. Para cada parte continua do limite da zona, é res­

ponsável uma estaca. Nos pontos de c~scontinuidade do limite en­

tra em ação outra estaca. 

No caso de se usar como critério de resistência a capaci­

dade, em vez da carga admissivel, podem obter-se figuras análogas, 

No caso de cavaletes isostáticos, tais figuras teriam o mesmo as­

pecto, mas nos cavaletes hiperestáticos não,No que se segue, limi­

tar-nos-emos ao cálculo com a carga admissível, sendo êste o méto­

do mais usual por enquanto. 

Imaginemos aplicadc no ponto O a carga·El em tôdas as posi­

çoes possíveis. Pela extremidade dêste vetor é dada a "zona de 

cn.rga". O cavalete teu. dimerrsÕes suficientes c.;ur.ndo for n zona de 
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: 

I· 3.!!~. l 3.::; ~ 

Fig.48 - Zonas admissíveis do cavalete 
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eerga inteiramente contida na zona admissível do cavalete. 

A forma mais simples da zona dwna carga variável é trian­

gular, e resulta de wna carga morta vertical V = constante e duma 

fÔrça horizontal que varia entre ! H. Estudaremos êste caao siste­

màticamente porque é êle encontrado com fr~quência na prática (pi­

lar de ponte, por exemplo). 

A comparação do aspecto 

da zona de carga com as zonas ad­

missíveis conforme a figura 48 en­

sina que só as posiçÕes extremas da 

resultante devem ser consideradas~ 
R 

E 

R 

+H -H 

Se os vértices E do triângulo da 

carga estiverem contidos na zona 

admissível, todo o triângulo es­

tará. Anotaremos com ~ o ângulo 

extremo que forma a resultante 

com a vertical, de forma que 

Fig.49-Zona trtangular da 
carga 

tg~ .. H/Y 

Para carga simétrica, naturalmente wn cavale~e simétrico 

será a solução indicada. Estudaremos as duaa possibilidades mos­

tradas na figura 50. Começamos com a pesquisa da inclinação ótima 

das estacas no cavalete isoetático. Temos, conforme a equaçao 

(56a): 

~v 
+H-o--
- -/!\/ 
I~ 

+ --->1\+H 
.1ft\ .. LJ . \w 

d{ ~2 ~3 
S1=Ss 

Fig.SO- Dois tipos de cavalete simétrico 
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Como indicador do custo do estaqueamento usaremos a soma das car­

gas admissíveis individuais das estacas !:.A, que é, no·caso pre­

sente, igual (ou maior) à soma dos valores N L ; portanto: mux. 

( 1 t~r Q) A= N =N +N =V---+~ [ L máx. lmáx. 2máx. cos« senoc 

Formando 

_d_ ~ A = V( sen o( 

dO( cos2oC 
- tg ~ c os 2 o( ) 

sen oC 

e fazendo igual a zero esta expressão, 
3 

tg~ ~ 

resulta: 

o & • • o o (105) 

O sinal da segunda derivada no intervalo interessante 

O<« < 452 indica que se trata de mínimo. A equação (105) for­

nece, portanto, a.inclinação das estacas que conduz à mínima soma 

das fôrças normais na~ estacas. 

A relação V/1:: A poderia ser chamada de "rendimento" do 

estaqueamento. Usaremos o recíproco do rendimento sob o .nome de 

"multiplicador de dimensionamento" m. Seria mais lógico, porém 

menos prático referir m a R em vez de A. Conhecendo m para um 

estaqueamento qual~uer, o número necessário de estacas, caracte­

.rizadas p.ela carga individual admissível A, é dado por: 

mV 
n =-:;r-

No cavalete simples temos: 

m = ~A= (1 + tg~ /tgo< )/cos c( •••• (106) 

Este valor é mínimo para o( conforme ( 105). 

Para resolver de maneira análoga o cavalete hiperestáti­

co da fig. 50, ~emoa de formar, segundo (60}, o valor auxiliar 

7t .L 
2s1 

e as fôrças normais serao 
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N" "'~ 2 6 
fi + COR o( 

No problema em questão temos os dois parâmetros~ e~ a 

serem conveni~n~emente escolhidos. Pode-se mostrar que ~ procura 

de uma "inclinação eStima" não tem sentido real. O respectiv-o mul­

tiplicador m diminue aumentandooC até 902. o que significa que as 

estacas laterais dev_eria.m ser horizontais, o que não é po_sa!v-el. 

Por êste motivo, consideramos dada a inclinação B4xtma alcanç,v-el 

pelo tipo da estaca a ser usada _sem.aumento con.!lideriTel do custo. 

Para êste valor fixo de ~ , procuramos a relação 6tiD& entre a ri­

gidez das estacas. 

Á respeito desta relação~ , convém.observ-ar que geral­

mente tôdas as estacas empregadas no mesmo cavalete ter&c a mes­

ma rigidez, mas o que chamamos de "estacá 1. 2, 3" na figura 50 

serão na realidade filas de várias estacas colocadas no mesmo 

plano, de modo que os valores s 1 , a 2 , a3 serão proporcionais aos 

ndmeros das estacas da f~la respectiva. 

As cargas iriividuais admissíveis~ • As• Á 2 aerao sem­

d-dvida proporcionais a al • s 3 , s 2 , de fol!"'lla que 

11112 ~ 
-- ít"' !!A_ 211111 --,_ 

O multiplicador de dimensionamento é definido por 

.(107) 

No caso precedente (cavalete isost4tico), confundiu-se esta ex­

pressao com l: N _,_ /V, mas no caTalete hiperest4tico o v-alor li­m....,... 
mite Nmh •. ~ Á será: atingido ou nas estacas extremas ou na central 

Temos, portanto: 

substituindo Â. , resulta: 

1 + ~ 
m .. -v-- 2~ ou 
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Pri.t.icl!lllllemt.e imt.erT&ii s6 a prilllleira foll"lll& de 1111. 'l'e1111o11 c01111 ~­

= J!l11111Úe: 
1111- (l + ~ ) ( co11DC. 

' _'JI . 2 
_J'Il + COII O( 

+~) 
aemcc: 

Derivando em relação a ~ , obt5m-se para 'Wil 10( dado a distribuição 

'À !1111 • (t.g o(~- 1) coa
2

0( e o o o (108) 

Introduzindo 11 na. expressão de 1111, obtéllll-se: 
llll 

•,; (1 + 2~ + tgti<. tg'? )cosO<. •• (109) 

Álil equaçÕea (106) e (109} éão representadas na figura 51, 

onde se vê que quase ae1111pre o cavalete aiDples é o maia econômico. 

S6 para inclinaçÕes Duito pequenas da re~ultante e inclinaçÕes re­

.lativamente fortes das estacas, o fator m abaixa 'Wil pouco, colo­

cando pa~e das eatacas na posição central. Em vez do valor ~ , 

indica-se na figura dir.etl!lllllente a parte eiip % das estacas a serem 

colocadas no Deio. 

Pará mostrar a aplicação do diagrS~~~~a, imaginemos o se­

guinte exemplo: Na fundação dUIIII pilar de ponte age uma carga ver­

tical V = 1 150 t, e Ullila. horizontal H • ! 40 t na. direção longi­

tudinal. Fôrças transversais serão desprezadas. Dimensionar o es­

taqueamento co• estacas de·. carga admissível A • 80 t, com incli­

naçao máxima. Ol "' 62, ~e comparar com O{ = 242. 

i'e.os: ~ .. arct.g 40/1150 "' 2,02 

Para ~ • 2JI e oi • 6f., o, diagrl!.lllla irullica m • 1,35 na zona. de cava­

lete sillllples. Preci.~-se de 
.. : 

n .. los5l<nso 
80 

19,5 '::' 20 estacas 

Para~ = 22, « • ~42, caillllos na zona de cavalete hiperest.ático, 

sendo a • 1,16; portanto: 

a .. 1..f:ll50 .. 16,1 es'ta.caa ':::: 17 estacas, 

das quais 32% estão no meio (diagrama. de baixo): 
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no 1111eio: 

II1QIIII lado: 0,34Xl6,1 "'5,1 ':: 6 " 

outro lado: 6 " 

t.ot.al 11 e.st.aca.s 

A econoaia obtida por 1!.1llllllent.o de C( á de 3 eat.acas. Nas 

inc1inaç;es mais fortes da res'l!1t.ant.e, 'Wll &1llllllent.o de O( t.e~~~~ mailD e-· 

feit.o. 

No cavalete teórico, o~ eixos das estacas encon~ram-se na 

altura da aplicação de H. Pràticamente desloc&~~~~-llle a111 est.acas ore 
maneira que o centro elástico fique na altura necesl!lária para po-

+H f V -H ---- f, o I -----.. 

·\ i\ 
1- .. 
. ~ \ I - -
I f\ \ w 

o o 

OC=-24°1 i'?estocas 
Fig. 52 - R-esultado do Ezeaplo 
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der receber também eventuais momentos nao previstos no cálculo, 

como indica a figura 52. 

A finalidade principal do diagrama da fig. 51 é ilustrar 

o efeito da variaçao dos parâmetros ( ex e ~ ) ' dos quais depende 

o cavalete. Para o próprio dimensionamento existe um método apro­

ximado bem mais simples. O fato de ser aproximado não constitue 

defeito grave porque sempre é recomendável verificar um estaquea­

mento escolhido por determinação das fôrças normais. 

Queremos abranger com a fórmula aproximada o caso já mais 

geral de um cavalete espacial com uma fôrça vertical V e duas fôr­

ças horizontais ! H , ! H • As inclinaçÕes respectivas das estacas 
y z 

são o( , o( • Então o número necessário das estacas é: 
y z 

••• o •••• (110) 

ParaQ no denominador de v, toma-se o ângulo menor. A fórmula é 

exata para o cavalete plano simples, aproximada para os outros 

casos. 

No exemplo tratado anteriormente resultaria: 

c< 62 

19,5 z 20 estacas 

o( = 24° 
(1150 40 ) n = ~o+ sen 240 : 80 = 17,0 estacas. 

Até agora temos falado do cavalete simétrico. Se o triân­

gulo da zona de carga for inclinàdo (caso de empuxo!), poder-se­

ia aplicar os mesmos métodos, prevendo um cavalete simétrico em 

relação ao eixo de simetria da zona de carga. Muitas vêzes isto 

não é possível por causa da inclinação média da resultante. Se es­

ta inclinação .for maior que o valor o( alcançável pelas estacas, 

necessàriamente haverá tração nelas. Se o tipo da estaca ou do so­

lo não permitir tal tração, o único remédio consistirá em aumentar 

V por um bloco pesado. 

7.3. Carregamento dado por f5rcas e momentos 

Nêste § queremos elaborar algumas sUgestÕes a respeito do 
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M== 4oot 

Q6 es+o- A 
r cosi 

Fig. 53- Estaquea .. entos equivalentes 

projeto dum estaqueamento carregado por fôrças e momentos, sem 

pretendermos fazer um estudo sistemátic~. 

Procuraremos mostrar em primeiro lugar que o problema de 

mínimo custo não pode ser aqui resolvido sem a consideração do 

custo do bloco. Por exemplo, os 3 estaqueamentos representados na 

fig. 53 resistem, com Nmáx. = 100 t, ao mesmo carregamento de 

V = 400 t, M - 240 tm. Só uma consideração do custo do bloco e 

das estacas pode indicar a solução mais econômica. Assim, por e­

xemplo, se o solo resistente for muito profundo (estacas compri~ 

das), a primeira solução tem mais vantagem apesar da solicitação 

forte do bloco. 

Supamos que tôdas as posiçoes da resultante da carga es­

tejam contidas num plano. Então a solução adequada é um estaquea­

mento simétrico em relação a êste plano. Imaginemos indicada no 

plano de carregamento tôda posição possível da resultante por um 

traço. A parte do plano coberta por traços será chamada de "fai::m 

de carregamento" (hachuro.da na fig. 54). Esta representação gráfi­

ca dàs posiçÕes de R é prática em-vários casos, apesar de não ser 
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muito lógica por falta da indicação da intensidade de R. 

O número mínimo de estacas 

com que temos de contar seriam as 

estacas dum cavalete projetado pa­

ra o caso fictício de tôdas as 

cargas R serem aplicadas no mesmo 

ponto. !ate número será na reali­

dade aumentado pelo efeito dos 

momentos. Este efeit~ é expresso 

na fig. 54 pela largura da "fai­

xa de carregamento". Se tivermos 

uma faixa com um ponto de largu­

ra nula, recairemos no caso de 

cavalete. 

Chegamos à conclusão de Fig.54-Faixa de carregamento 

que o aumento provocado pelo efeito dos momentos será mínimo se 

colocarmos o centro elástico do estaqueamento no meio da parte 

mais estreita da faiza d? carga. 

Se tôdas as fÔrças componentes de R estiverem contidas em 

2 planos verticais, norm~is entre si, convém desenhar a faixa de 

carga em duas projeçÕes e escolher convenientemente os 2 centros 

elásticos. 

A disposição das estacas d~ tal maneira a obter um certo 

centro elástico é fácil quando se seguem as disposiçÕes simples 

indicadas no capítulo referente aos estaqueamentos planos. 

Geralmente convêm
0
colocar as estacas que na.o Jlassa.m 

.f\ 
I \ 

a) ~tf/~ g b) 

/\ 
j \ 

~~ 
o 
co 
co 
o 

Fig. 55 - Comparação da distribuição· das estacas 

pelo 
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centro elástico com o maior braço possível. Por exemplo, entre os 

dois estaqueamentos representados na fig. 55, a disposição b) é 

mais resistente aos momentos por causa do maior braço das estacas 

externas. 

7.~. Estaqueamento sem tração 

Muitas vêzes o tipo da estaca ou do solo nao permite fôr­

ças normais de tração. Já falamos duma das condiçÕes para evitar 

tração: as es~acas devem ter inclinação maior que a da resultante 

da carga. 

Um dos casos que permite um critério certo para evitar 

tração é o estaqueamento composto só de estacas verticais e car­

regado apenas por fõrças verticais. A "faixa de carga" ocupa um 

espaço cilíndr~co. ·Aplica-se anàlogamente a teoric do núcleo das 

seçoes como numa barra prismática carregada por uma fôrça excên­

trica. A "seção" da barra análoga é aqui discontínua e composta 

pelas estacas. Não desenvolveremos esta teoria elementar porque 

não há muita aplicação. Só queremos mencionar o fato de que, numa 

disposição das estacas no perímetro dum polígono, todo o polígono 

é ao mesmo tempo o núcleo. 

Outro caso que pode ser tratado sistemàticamente é o esta· 

queamento plano com estacas aplicadas só em 3 retas. A posição dos 

pontos de influência, que são os pontos de interseção dos eixos,em 

relação à faixa de carga, já indica se há ou não tração. Segundo a 

fórmula (59), as fôrças normais resultam pelos momentos da carga 

em relação aos pontos de influência. 

Na figura 56,·em todo o ponto de influência, indica uma 

flecha o sentido dum eventual momento correspondente à compressao 

da respectiva estaca. Em consequência, tôda faixa de carga que o­

cupa apenas a parte não hachurada do plano só produz compressao 

nas estacas. Naturalmente o sentido das resultantes deve ser sem-

pre o mesmo - de cima para baixo. 

Observação: a fig. 5q resolve também o problema análogo 

de suspender por 3 fios um corpo móvel num plano e de carregamen­

to variável. Os fios só aguen~am tração, não compressão. Geral~ente. 



- 140 - O projeto do estaqueamento 

Fig. 56 - Estaqueamentos sem tração 

estudos de modêlo de estaqueamento podem ser efetuados com mais 

facilidade por fios se houver só fôrças normais de mesmo sen~ido. 

Para projetar estaqueamento plano sem tração escolhem-se 

3 pontos na margem da faixa dada e obtêm-se os eixos das estacas 

unindo os pontos. P0 r escolha conveniente dêsses pontos, as di -

mensÕes do bloco devem ser mantidas em limites razoáveis. 



TABELA TRIGONOMÉTRICA 

ao sen a. 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
tg a sen a cosa sen a 2sen a 4sen a 6sen a asen a cosa 2COS a 4cos a 6cos a ecos a .cosa 

4 0,0699 o, 0698 o, 9976 o, 0696 o, 0049 o, 0097 o, Or91) o, 0292 o, 0389 0,995r r, 9903 3' 9801) I); 9708 7' 9611 
4t o, 0787 o, 0785 o, 9969 o, 0782 o, 006 2 o,or23 0,0246 0;0369 o, 0492 o, 9938 r, 9877 3, 9754 I); 963r 7' 9508 

I) o, 0875 0,0872 o, 9962 o, 0868 o .• 0076 o, Orl)2 o, 0304 o, 041)6 o, 0608 0,9924 r, 9848 3' 9696 1), 9544 7' 9392 

5t o, 0963 0,091)8 0,9954 o, 091)4 o, 0092 o, ora 4 0,0367 o, Ol)f)r o, 073 5 0,9908 1,9ar6 3, 9633 I); 9449 7>9261) 
61 o, rol)r o, r041) o, 9945 o, ro4o o, 0109 o .• 02r9 o, 0437 o, 061)6 o, 0874 o, 9B9r I, 978I 3' 9563 1);9344 7) 9I26 
62 o, 1139 o, 1132 o, 9936 o, 1121) O,OI28 0,021)6 o,OI)I3 o, 0769 o,I025 o, 9872 1,9744 3J 9487 1),9231 7;8975 
7 o,r228 o,I2I9 0,9925 o, r210 o,oi49 0,0297 o, 01)94 o, 089r o, 1188 0,981)r I, 9703 3· 9406 1),9109 7;8812 

7t o,r317 O, r3 OI) o,99r4 O; r294 o,OI70 o, 034r o,068I o, I022 o, I363 o, 9830 r,9659 3, 93r9 f), 8978 7,8637 

81 o, r405 o,r392 o, 9903 0,1378 o, 0194 o, 0387 OJ 0775 o, 1162 o, 11)1)0 o,9ao6 r, 9613 3, 9221) 1),8838 7' 84 50 
82 o, 14 95 o, r4 78 o, 9890 o, 1462 o, 0218 o, 0437 o, 0874 o, r311 o, r748 o, 9782 r,91)63 3,9r26 1), 8689 7,821)2 
91 o, rl)84 0,11)64 o, 9877 o,rl)41) o, 0241) o, 0489 o, 0979 o,r468 o, 1958 0;9755 r, 9511 3' 9021 1), 8532 7;8042 
9t o,r673 o,r61)0 o, 9863 o, r628 o, 0272 O,Of)41) o, 1090 o,r634 o, 2179 o, 9728 r, 9455 3,8910 1),8366 7' 7821 

r o 0,1763 o, r736 o, 9848 o,r710 o, 03 02 o, 0603 o,r206 0,1809 o, 2412 o, 9698 r, 9397 3· 8794 1), 8191 7) 7588 

1ot o, 181)3 0;1822 o, 9833 0;1792 o, 0332 o,o664 o, 1328 0,1993 o, 2657 o, 9668 1, 9336 3, 867 2 1),8007 7>73.43 
11 o,r944 o, r908 o, 9Br6 0,1873 o, 0?64 o, 0728 0,141)6 0,2184 0,2913 0,9636 r, 9272 3,81)44 1), 7816 7,7087 
nt 0,2035 o, 1994 o, 9799 o, r91)4 o, 0397 o, 0795 0,11)90 o, 2381) 0,3rao 0,9603 1,9201) 3, 8410 1), 7611) 7,6820 
12 o, 2126 o, 2079 o, 9781 o, 2034 o, 0432 o, 0861) o, 1729 o, 21)94 o, 341)8 o, 9568 1; 913 5 3J 8271 I); 7406 7,61)42 

12! o, 2217 o, 2164 o, 9763 o, 2ll3 0,0468 0,0937 0,1874 o, 2811 o, 37 48 o, 953 2 1,9063 3, 8126 1);7189 7,621)2 

13 0,2309 0,221)0 o, 9744 0,2r92 o, 01)06 o,ror2 o, 2024 o, 3036 0,4048 o, 94 94 r,8988 3, 7976 1), 6964 7 J 5952 
13t o, 2401 o, 2334 o, 9724 o, 2270 o, 01)4 5· o,1090 o, 2180 O,>; 270 o, 4360 o, 941)1) 1,9910 3,-7820 1),67-30 7;1)640 
14 0,2493 o, 2419 o, 9703 o, 234 7 0,01)81) o, 1171 o, 2341 o, 31)12 0,4682 0,9411) r,8829 3,7659 1);6488 7' 1)318 
14t 0,21)86 o, 21)04 o,96a1 o, 2424 o, 06 27 o, r21)4 o, 2508 0,376r o, I)Orl) 0,9373 1,8746 3,7492 1), 6239 7;4985 

11) 0,2679 0;21)88 0,9659 o, 21)00 o, 0670 o, 1340 o, 267 9 o, 4019 o, 5359 o, 933 o 1,8660 3, 7321 1);1)98r 7,4641 

16 0,2867 0;271)6 0,9613 o, 26 50 o, 0760 o,rl)20 o, 3039 o, 4559 0,6078 0,9240 118480 3,696r I); 5441 7>3922 
17 o, 301)7 0,2924 o, 91)63 o, 2796 0,0855 o, 1710 0,3419 o, 1)129 o, 6838 o, 9141) 1,8290 3,61)81 1),4871 713162 
18 o, 3 249 0,3090 o, 9511 o, 2939 o" 0955 o, 1910 o, 3820 0,1)729 o, 7639 o, 904 5 r,B090 3,6180 1), 4 271 7.o 2361 
r9 0,3443 0,3256 o, 9455 o, 3078 o, r 06 o o, 2120 o, 4 24 o 0,6360 0,8487 o, 8940 r,7880 3; 5760 1),3640 7,11)20 

20 0,3640 o, 34 20 o, 93 97 o, 3214 O; 1170 o, 2340 0,4679 0,7019 o, 9358 o, 8830 1, 7660 3, 5321 I); 2981 7> 061,2 

22 O, 1,040 0;3746 o, 9272 o, 34 73 0,1403 0,2807 o, 1)613 o, 81,20 1,1226 0,81)97 r,7193 3,4387 1),11)80 6, 8774 
24 0,441)2 o, 4067 o, 9131) o, 3716 0,1654 o, 33 09 0,6617 0,9926 1, 3231) o, 8346 1,6691 3,3383 I); 0074 6,6761) 
26 0,4877 o, 4384 0,8988 0.3 940 o, 1922 o, 3843 o, 7687 1; 1:530 I, 5371, o, 8078 1,6157 3.> 2313 4,8470 6 J 46 26 
28 o, 5317 0,4695 0,8829 o, 4141) 0,2204 0,4408 0,8816 1,3224 1,7632 o, 77 96 1, 5592 3> 1184 4,6776 6,2368 
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TABELA TRIGONOMETRICA 

Incli- sen ct. 
6 sen2 ct Bsen>ct cos•ct 2cos"<X 4cos2 ct 6 cos2 ct Bcos•ct 

nação tg ct sen ct éos ct cos a sen2tY, 2sen•ct 4sen2 ct 

15:1 0,0667 0,0665 0,9978 0,0664 0,0044 0,0088 0,0177 o ,0265 0,0354 0,9056 1,9912 3,9823 5)9735 7,9646 

14:1 0,0714 0,0712 0,9975 0,0711 0,0051 0;0102 o ,0203 0,0305 0,0406 0,9949 1,9898 3,9797 5,9695 7,9594 
13:1 0,0769 0,0767 0,9971 0,0765 0,0059 0,0118 0,0235 0,0393 ~,0471 0,9941 1,9882 3,9765 5,9647 7,9529 
12:1 0,0833 0,0830 0,9965 0,0828 0,0069 0,0138 0,0276 0,0414 0,0552 0,9031 1,9862 3,9724 5,9586 7,9448 
11:1 0,0909 o ,0905 0,9959 0,0902 0,0082 0,0164 0,0328 0,0492 0,0656 0,0918 1,9836 3,9672 5,9508 7,9344 

10:1 0,1000 o,ó995 0,9950 0,0990 0,0099 o,oi98 0,0396 0,0594 0,0792 0,9901 1 '9802 3,9604 5,9406 7,9208 

9:1 0,1111 o' 1104 0,9938 0,1098 0,0122 0,0244 0,0488 0,0732 0,0976 0,9878 1,9756 3,9512 5,9268 7,9024 
8:1 0,1250 0,1240 0,9923 0,1231 0,0154 0,0308 0,0616 0,0923 0,1231 0,9846 1,9692 3,9385 5,9077 7,8769 
7:1 0,1429 0,1414 0,9899 o, 1400 0,0200 0,0400 0,0800 o' 1200 o' 1600 o ,9800 1,9600 3,9200 5,8800 7,8400 
6:1 0,1667 0,1644 0,9864 p,1622 0,0270 0,0541 0,1081 o' 1622 0,2162 0,9730 1,9459 3,8919 5,8378 7,7838 

5:1 0,2000 0,1961 0,9806 o' 1923 0,0385 0,0769 0,1538 0,2308 o ,3077 0,9615 1,9231 3,0462 5,7692 7,6923 

4:1 0,2500 0,2425 0,9701 0,2353 0,0588 o, 1176 0,2353 0,3529 0,4706 0,9412 1,8824 3,7647 5,6471 7,5294 
10:3 0,3000 0,2873 0,9578 0,2752 0,0826 0,1651 0,3303 0,4954 0,6605 0,9174 1,8348 3,6696 5,5055 7,3394 
3:1 0,3333 0,3162 0,9487 0,3000 0,1000 o, 2000 0,4000 0,6000 0,8000 o·,flooo 1,8000 3,6000 5,4000 7 '2000 

10:4 0,4000 0,3714 0,9285 0,3448 0,1379 0,2759 0,5517 0,8276 1,1034 0,8621 1,7241 3,4482 '5, 1724 6,8065 

7:3 0,4286 0,3939 0,9191 0,3621 0,1552 0,3103 0,6207 0,9310 1,2414 0,8448 1,6896 3,3793 5,0689 6,7586 

9:4 0,4444 0,4061 0,9138 0,3711 o' 1650 0,3299 0,6598 0,9897 1,3196 0,8351 1,6702 3,3403 5,0103 6,6804 
2:1 0,5000 0,4472 0,8944 0,4000 0,2000 0,4000 0,8000 1 '2000 1,6000 0,8000 1,6000 3,2000 4,8000 6,4000 
3:2 0,6667 0,5547 0,8321 0,4.616 0,3077 0,6154. 1,2308 1,8462 2,4616 0,6923 1,3847 2,7693 4,1568 5,5386 
4:3 0,7500 0,6000 0,8000 (0,4800 0,3600 0,7200 1,4400 2,1600 2,8800 0,6400 1,2800 2,5600 3,8400 5,1200 

1:1 1,0000 o, 7071 o, 1011 lo, 5o o o o ,5000 1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 0,5000 1,0000 2,0000 3,oooo 4,0000 


