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O objetivo do presente trabalho ,foi programar para computadores, o cál-, 

culo de Chapas Retangulares, constituidas de material homogêneo, isÓtopo e 
' \ 

elástico, com carregamento em duas bordas paralelas, uniformemênte dist~ibu! 
I 

do em usuas espessuras. 

Além da função de Airy, o programa determina o estado de,tensoes em ca­

da ponto da chapa, provodados pelo referido carregame~to, sendo a mesma li -

vre de se deformar na direção perpendi cular a ·seu plano. 

Não achamos necessário deduzir aqui, a equação de Airy 

ó4F +--- .o 
óy .. 

(sendo F , a Função de 'Airy) que rege o comportamento das chapas, pelo fato 

de a encontrarmos fàcilmente na bibliografia existente. 

As tensÕes cr ,cr e T têm as seguintes expressÕes: 
X y 

O método usado para resolução daquela equaçao, foi o das D~ferenças Fi­

nitas com malhas retangulares. 

O equipamento usado para o desenvolvimento do programa foi o computador 

IBM-1130 com 32K de memÓria, e ·~quipamento auxiliar do C.P.D. da Escola de 

Engenharia de são Carlos. 

II- Cálculo das CondiçÕes de ContÔrno:. (Função ~e Ai~y no contÔrno da Chapa): 

-Seja a fig.l onde as tensoes indicadas são por unidade de espessura da 

chapa considerada. 
i .. 

Suponhamos que um elemento do contorno de comprimento ds seja submetido 

a fÔrças aplicadas na borda da chapa (fig.l) • Decompondo a resultante destas 
-forças em duas componentes, vertical dP e horizontal dP , as tensoes corre~ 

y · X 
pondentes que agem sÔbre a superfÍcie da chapa de espessura t são respectiv!!_ 

mente: 
y 

dP 
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Pelo equi~fbrio horizontal do ~leme~ to triangular ABC adjac2nte à bor­

da e fazendo t • 1, temos: 

e o mo 

temos: 

p ds • a dy + Ldx 
X X 

cos (n,x)• ~ 

I 

dx 
cos (n,y) • ds 

p • a cos(n,x)+ T cos(n py) 
X X 

Pelo equilÍbrio vertical do mesmo elemento temos: 

ou 

p ds • a dx + L dy 
y y 

p • a cos(n,y) + L cos(n , x) 
y y 

Tendo em conta as relaÇÕes da: função ·; de Airy com as tensoes. podemos escrever: 

S2 F o2 F cos(n,y);p c---- cos(n,y)-~ cos(n,x) 
y 0 x2 uJS:uy 

onde fica demonstrado que as funçÕes F devem satisfazer as condiçÕes de contÔrno. 

Orientando-se s no sentido antihorário, temos: 
dv dx 

cos(n x)= ~-cos(n y)•---, ds' ' ds 

entao: o2 F ~+ ó2 F dx pliC-- ds = X ' 2 ds óxóy ó y 

§_( óF(x,y) ) 
ós óy 

(1) 
~ .,. ó ( óF (x, y) ) 
ds - Õs óx 

Objetivaremos agora, transformar as condiçÕes de contÔrno acima,em uma 

relação que melhor se adapte à integração da equação biharmÔnica V4 F a O. Parais­

so , usaremos_ o seguinte artifÍcio: 

Imagina-se uma barra fictÍcia com o mesmo contÔrno da chapa e com o mes­

mo carregamento desta (fig.2~a), cujas seçÕes transversais , serão localizadas pe­

la coordenada! medida .a parti r do ponto Q ·ao longo do eixo da barra no sentido 

antihorário. 

Ol.} y h) 

FIG. 2 
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Corta-se a barra numa seção K, introduzindo-se ai os esforços V, H e M, 

corno se fossem esforços externos agindo, neste ponto. A influência desses es­

forços numa seção L arbi trária, é dada pelas expressÕes: 

,.. 
Associando-se os pontos K' ,L' do contorno da chapa, aos pontos r~, . da 

barra, e adm~tindo-s e que no ponto K' seja verdadeira a expressão: 

. ÔF 
(-ô-)= -V ' 

X k' 
e 

no ponto L 9 

Ô il' ÔF . f.Lt 
(-F- )=- V'- p ds ; (~. )=H' + p ds 

Óx L 9 ll' y Ôy L , 'll' X 

-Verificamos pelas equaçoes acima, que se pusermos V c V' e H= H', em 

valor absoluto teremos: 

-Pelas equaçoes (1) temos: 
i.Q 

d ( ôóF ) = - / P ds 
X )t' y 

d( ÓF ) ,. 
óy 

ou, pelo segundo teorema fundamental do cálculo: 

Por sua vez: 
dF .. ôF d 

Óy y + 

Integrando temos: 

5F - dx 5x 
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Temos entao: 

+ 

Se admitirmos que, no ponto K0 da chapa : IF . I~ = M9, teremos: 
i.o Lo 

I F I L!= M'+H' (yL , -yK 0 )+V ' (~ 9 -~ 1 )+ t (yL 9-y)pxds+ 4. (x-~, )pyds 

Uma vez que H = H', v = v' e M = M' , verificamos que o valor da Funçao 

de Airy em um ponto arbitrário L 9 da borda da chapa corresponde ao momento fletor 

M1 na seção L da barra fictÍcia cujo eixo corresponde ao contÔrno da chapa, devi-

do ao seu carregamento. 

-Estudemos agora a função 

como: 

temos no ponto L ~ : 

ôF --= 
ôn 

ÕF ôx 
ôx • ôn + 

o F 
ôn 

ÔF 
ôy • 

~= 
ôn 

~ 
ôn 

.::.os(y,n) 

~ 
~F = - (V'+ f p ds) cos(x,n)+ 
un }.,.. y 

ll.o 1 .. 

+ (H 0+ 1 p ds)cos(y,n) 
~· X ! 

oF ... - ... Verificamos entao que ôn e a f orça normal numa seçao L da barra ficticia cortada 

no ponto K e aÍ carregada com os esforços V = V', H = H' e M =- M0
, e solii.éitadas :; 

pelas cargas px e py aplicadas na borda da chapa. 

Como estes esforços fictÍcios não intervêm senao nos termos lineares ou 

constantes da função F, e as tensoes se exprimem pelas derivadas segundas desta 

função, resulta que estas tensÕes são independentes daqueles esforços ficticios. 

Podemos assim, escolhê-los arbitràriamente, por exemplo nulos. 
ôF 

Quanto ao sinal de F e ôn , o momento positivo é o que produz traçao na 

fibra interna, enquanto a força normal de tração será positiva • 
... 

Para finalizar voltamos a sal ientar que o carregamento da chapa e por 

unidade .de espessura desta. 

EXEMPLO: 

Seja . <rregamento da(fig.3) e adatemos V • H • M • O. 
aJ . b) c) 

"lt 

'$T c 
,. 

GD c yc o D 

~. ~ e 
8 8 fp t/1. f l/f. 

t 

r: te. s 
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III- }1étodo das Diferenças Finitas: 

Êste método d_e ,resolução 4e ,eq"'açÕel:\ ·diferenciais p,ar.ciais consiste em • 

exprimir -as ,derivàdas de u~ funçãp n .4'111 pl,.aqo, ,, pelos ~~lores ··desta fÚnção nu­

ma malha de ponto~-yizinhos ao ponto onde se deseja obter a deriváda ~ deste 

plano. Para isso, aproxima-se a função em um certo intervalo por um polino-

mio. No presente e~tudo usaremos ,um pplinomio de interpalação do segundo grau. 

Como se trata da resolução· de chapas retangulares, usaremos malhas retangula­

res para resolução da equação diferencial parcial biharmônica v4r-- o~ 

As Mbléculâs . t:omput:lacionaf~ 'o\1 Operadores têm as seguintes configuraçÕes: 

(ver fig.4). 

- 1 D •­
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IV- Resolução de uma Chapa Carregada em -Bordas Paralelas pelo Método das 

Diferenças Finitas: 

.IV-1- Consideremos a chapa da fig.S onde devemos determinar F, crx, cry e ~. 

~y 

fiG. 6 

C f i f - F e oF ~n arme v mos, as unçoes on 

~ 

sao conhecidas na borda em função 

do carregamento. Para conhecer os valores da função de Airy nos pontos inter-
... 

nos a chapa-seguiremos a seguinte roteiro: 

Aplica-se ooperador biharmonico em cada ponto interno da chapa ob­

tendo-se uma linha da matriz cujas colunas são os 16 valores em cada'ponto in 

terno correspondentes à aplicação do operador. A aplicação deste operador em 

pontos vizinhos à borda dà c~apa, nos levará a determinação de pseudo-incÓgni -·- -

tas corresponq,entes aos pontos fictÍcios, as quais determinaremos mais adian-

te. 

Forn1amos ass;l~, uma matriz 16 x 16 de coeficientes das incÓgnitas 

• Fi (i-= 1, . 2., _·3 •• ~ . ,16) e um vetor coluna corresponc;lente aos termos independen 

tes os quais serão obtidos nos pontos fictÍcios. 
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As pseudo-incÓgni t as do~ pontos fictÍcios, poderão ser eliminados atra-
, 

ves da ôF 
derivada ôn 

· ou seja: borda 

k-1 k+ i 
A. A 

ou {2) 

Resolvido o sistema de equaçÕes para determinaç~o da função F, obtere -

mos as tensÕes aplicando os operadores antes desenvolvidos. 

IV-2) Chapa Retangular : 

Estudaremos uma chapa retangular carregada em seu plano por esforços 

equilibrados nor~is e/ou tangenciais em relação à sua borda. 

Qualquer carregamento pode ser decomposto em carregamentos componentes 

os quais serão designados como se segue : 

1- s-s -+- carregamento simétrico em relação aos eix9s X e y 

2- S-A -+ carregamento simétrico em relação ao eixo x e antisimétrico 

ao eixo y. 

3- A-S -+ carregamento antisimétrico em relação ao eixo x e simétrico 

ao eixo y. 

4- A-A-+ carregamento antisimétrico em relação aos · eixos x e y. 

A chapa 9 a princfpiop será dividida em 100 partes. Devido às condiçÕes 

de simetria ou antisimetria de cada carregamento componente, bastará,em cada ca 

so, resoiver 1 / 4 da mesma, ficando o resto da chapa definido ~onforme as condi­

çoes acima citadas. 

Seja p.ex. G seguinte cerre~amentb (fig.6),onde queremos achar os carre 

gamentos componentes: 

. ~ .! .!:. !!! &:i L .f.. A:ll Att !. P !!! !;! !. .!. ~ 

22! .· 4 . 4 4444444 44 

'10. G 
. ..... __ ------·-- - - - -- - ~--- --

·' ~ .. · Poáemós tambem observar que a têsolução de chapas carregadas em 4 bor-

das optistas pode ser realizada pelá superposição de carregamentos s~gundo duas 
I 
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\ 
1- a) Carga consti t ui do por um esfÔrço normal de esquema s-s·: (fig. 7) 

'· . 

..!!. + ,. 

1'1&. T 

Seja uma chapa retangular carregada nas bordas y c 5k e y = - 5k. Cortan 

do-se a barra (correspondente ao contÔrno da chapa) no ponto x -= O, y == 5k, e 

determinamos os valores de F e ~F com H E O e V -= O, como já foi explicado an-
ôn teriormente. 

l 

A carga sendo simétrica em relação aos dois eixos x e y, os diagramas de 

F e ôF na borda também o serão, simetria esta que vale também para pontos in -
Ôn ' :.: teriores a chapa. 

ôF ~ .... 
A derivada ôn e constante nas bordas verticais e vale a força normal 

S'h . 

R = i p(x)dx 
G 

sendo nula nas bordas horizontais. 

Podemos entao representar 1/4 da chapa, usando a .equação (2) para os pon 
4 • 

tos fict:Íctiós :j como na fig. 8 • 

·~ I 

. ,' ., 

. ;r.r· 

Temos entao 25 incÓgnitas a determinar o que resulta em um sistema de 

25 X 25. 
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i- b) Carga constituída por EsfÔrço Tangencial de esquema·S~S: (fig.9) 
-· - .,.;- __,~ --·- ;.. '""'' a:~ " "' 

-.. .. -:- ~;r;-.- --

• • Q: . • 
: . 

j. :-

, a: a: Q: 
.. 

)C X )C, )C :.:: ' N N N N N 
+ + + + + 
~ ~ 

.., 
~ ,p 

~ 

L 
- - ... I T 1 . 
~ 

.. o é-~ .,.; ~ --+ ·. 
... ~ .... 
\, .; j 

r . F.~ ' . ·~-~~0 t• o 

I 1 
'" ... _,., l l't I'" r• 

J 6!z·o 
o v 'J ! ~· L. ~-
I : ... lis----1 ~-- 1'2o· ! --: ~ 

fl8. t 

..... - . ··------------------ fiG. 10 

A barra fictfcia é agora cortada no ponto x = 5 h e y c 5 k. Os valores 
· óF 

de F no contorno sao nulos (momentos nulos). Os valores da derivada ón sÔbre 

a borda da chapa sao obtidos com os esforços normais na barra fictfcia,sendo 

nulos nas bordas verticáis (cargas em equilfbrio). 

' 

As mesmas consideraçôes do item a) valem aqui, portanto, teremos confi~ 

guração: da fig •. lO. 

2- a) Carga constituída por Esforço Normal no EsquemaS-A: (fig.ll). 

Cortando-se a barra ficticia no ponto X m o e y - 5 k temos os diagra -
óF 

mas de F e ón representados na fig.ll. 
--··-~--~ --· ---- · ---

-~~ J to; - f ~>o ----0"· 
11 

~-o; 
~co 

-t"i . r;~ 

,.8 . 12 

+ 
..!.!.. 

'"' 
+ 

lJ 
..... 11 

lt 

Tomemos um .elemento central da chapa (fig.l2). Vr·rificamos então, que o eixo 

de antisimetria da earga (y) é o eixo de simetrü1 ~ara o sinal das tensÕes tan 

genciais e de antisimetria para o estado de tensÔts. Logo, neste eixo de anti­

simetria, os esforços normais se anulam, enquanto os esforços tangenciais po -

dem ser diferentes de zero. 

Por outro lado, os eixos de simetria da carga sao eixos de antisimetria 

para o sinal das tensÕes tangenciais. Logo estas se anulam nestes eixos. 

-

' 
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Temos entao a eonfiguração \ da fig.l3 . 
F F F F F 

... 1 .. - ~ I& Fm• 211R 

I' ... F.5 + 2 11 R 

J . 
F FJo+2 11 R 

" [ IV 

I 

Fus+ 2b R 

'" I'' .... r .. 
F'T '" ·~ I 'V ~ 

F2o+ _211R 

r:: J F2s+ 211R 
f"' l 

..... ,..., ·- [ '· 

IV .... - ·-

Temos aqui apenas 20 valores incÓgnitas o que nos leva a resolução de um 

sistemà 20 x 20. 

2- b) Carga const.ituida de EsfÔrço Tangencia.l 1no esquema S-A: (fig.l4). 

Cortando-se a barra fictÍcia no ponto x ~ 5 h e y = 5 k, teremos os valo 
. ÔF 

res de F nulos nas bordas e o seguinte esquema de ôn nas bordas hor~z~~t~~~~~,~~~ 

(fig.l4)! ·r ~~ 
·;; tt \1 ~ -
~ 6: QJ: Cl: 

~ .lo: .lc "' 111 1\1 111 ~ 
~ + + + . - ~~~ ~' .: li 

F 
I"' I p , • o 

"'* 
, 

I" IV o FIG. I5 
I 

i" 
~ ... 1'-' , ~ r 

15 -
7 '" ·~ l'v o 

l . ~ . 
, .J. ,~.._ 

I I . ,. . J. 
" ·~ ·~ 'Zr:r ~ 

' . 
Pelas consideraçÕes do item 1 - b e 2- a teremos a configuração: da fig.l5. 

Temos novamente 20 incÓgnitas a determinar. 

3- a) Carga constituída por um EsfÔrço Normal no esquema A-S: (fig.l6). 

Corta-se a barra fictÍcia no ponto _x • O, y ... 5 k •. O diagrama de F (momen 

tos fletores na barra) se acha na fig.l6 • 

Da condição de equilÍbrio Ey ~ O resulta que as bordas carregadas da cha-
ôF A 

pa sao auto-equilibradas o que nos leva a concluir que ôn • O em todo ·o contor-

no. 

Das consideraçÕes do item 2- a. concluímos que as tensoes normais se anu-

lam no eixo dos x. . ' 
I 

Logo temos a configuração da fig.l7p onde, da condição o c O no eixo x ,­
x 

obtemos : 

-

-, 
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i' ~ 

\1 · . 
. ~r ·: 
Í' .;"·~ ~·,. 

'",;';' .. : F . j 
li ..!.!.. • o ',. <" "" I ;. , IQ 

o . f" 1'
0 .~ · . FlO. IT 

l'fte~~-ifr:,.--ff,._~rlfror-.,.,_---'iiS . r_. I'' ,., 

, ... 

Jl ~-· 
1"18 ••• 

·,(• 
fp-

I' .. 
r-- •v. . .. . ., '· '· . 

> 

-·· : ... 

Temos entao 20 incÓgnitas recaindo num sistema 20 * 20. 

· 3- b) Carga contituida por um EsfÔrço taneencial no esquema A-S: (fig.l8) • . 

Cortando-se a barra ficticia no ponto x • 5 h,y = 5 k temos o seguinte dia 

grama de ôF 9 lembrando que F é nulo em tÔda a bo.~da (fig.l8): 
ôn 

~ua. 11 

,; ··- ~ · 

( '··· ·-1, .. , 
\f 

... 

~ 
J( 

~ 

F 

F,-_ 

'L 

_J 

'I 
1::1 

OI: 
.t. 
l\1 

~~ 

I' 

I'" 

-

~ ~ ~ OI: 

" .1( ~ 
111 111 ~ 

~ oi u: 

;~ 

l ,., i'v 
I 

, .~ , ... r_ 
o v 

·~ , ~v 

I 

_j - -.. -· 

. ' 

-

.. 

s 
F18.1t 

lO 

IS 

-

Lembrando as consideraçÕes dos itens anterióres podemos escrever a configuraçao 

da fig.l9. 

Temos entao 20 incÓgnitas a determinar. 

4- a) Carga constituida por um EsfÔrço Normal no esquema A-A: (fig.20) 
. ÔF -

Corta-se a barra no ponto x • O, y ~ 5 k. Os valores de ôn sao nulos, pois 

os esfÕrços normais são antoequilibrados em cada borda. O diagrama de F acha-se 

representado na fig.20. 

1"18. i!O 

1!.. ··o 

"' 

;'!( ·t:. 

,. 
.. 

.. ,__ r---1 ~-

-F~ 

-f r · 
-F r-~ 

~ 

11'1 
- w--1 -· 

-

.-....-

- :~. 

-
~;;"'· 

' "' 
-

~ 

fL , ~ 

i 
'T I " f OV FIO. 21 

rz- lrs ~: r 
-- Jl~ l'v 

l l 
i j i 

o r - .cra- 19 "''8:>- ~ 

Devido à antisimetria em relação aos dois eixos, tendo em conta as obser­

vaçÕes do item 2- a podemos escrever a malha conf. a fig.2L 

X 
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4- b) Carga constituída por um EsfÔrço Tangencial no esquema A-A: (fig.22) 

Neste caso, temos um momento nao equilibrado devido às cargas tangenciais . 

Temos então que introduzir esforços externos R nos cantos da chapa tal que ~M=O 
o 

(fig. 22). Temos então: · 

1
Sh 

2.R .lO.h • 2.10 k. s(x)dx 
o ~ 

i
sn · 

R
0
= ~- s(x)dx 

o 

, ••. 22 

2--- -~--- - · -

Corta-se entao a barra ficticia no ponto x e O, y = 5 k, introduzindo ai 

um esfÔrço cortante +R ,pois assim, os diagramas dos momentos fletores (F) e es-
ôF 

0 
- .- -forços no~mais (ôn) se tornarao antisimetricos em relaçao aos eixos de coordena-

das , permitindo assim a aplicação dos conceitos desenvolvidos anteriormente 

(item 2- a). 

Podemos · agora escrever a configuração da fig.23: 

:-· ,. · .:. ·; 

i~ . f 

: .. .. 
; : U) 

i•· ·· 
'>' •. 
: ~ 
, .. 

t. 

h! 

J 

" 

I ' l 

. • ·~;-.eo\--:;-~~J~.. ' ~ 

-2: 
~ Ir' 14.+ lfl .r:: -

• 
. " 

"'"'- ikP. .... •D ~ .... lu. 'Ro . ·: _, --
~' 

.& l D. 
I" 

J ' . ~ 
•1:1. 

.. 
" , .. r . 
'\ 

. o 
. 

. I'"' , .~ 

I I'J r .. ., 
IR. 

; lO r 
X 

. ~ 
, .. 

- --..r ' . ·-

i" I li. 2:S 
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V) TÓpicos Especiais -

1) Cál~ulo das TensÕes no Centro de uma Sub-malha: 
-O cálculo pode ser realizado aplicando as seguintes equaçoes de Dife 

renç~s . ·.F-initas,sendo a sub-malha definida pela fig. 24. 

1 
axm= 4 (axk+ axk+l + axi+ axi+l) 

1 
ayma 4 (ayk+ayk+l+ ayi+ ayi+l) 

Fk<~+ F i+l- Fk+l- F i 
T c 
.m k x h 

n c. ' t 

FI6.Z4-

2) Quando da aplicação de cargas c~cen~radas, o método das Diferenças 

Fi~itas não atribue valores infinitos à · tensão a no ponto de aplicação da car~ 
~ y 

ga, porem a distribue como no ~xemplo da fig • . ~5. 
~, 

Pf.t 

1'/6 . •• 

-· -jy·N'o - caso de cargas distrfEiüi aas, onde há ·ais.cõií.tinuidade destas car--gas em um determinado nÓ da malha, o método das Diferenças Finitas atribue a 

t~nsão a neste nÓ um valor que é a interpolação linear das duas cargas corres­
y 

pondentes. Seja por ex. a fig. 26: 

1"/G. IH~ 

4) Afim de verificar se naq há erros nos cálculos, ou estimar sua pre-

cisão, podemos controlar as condiçÕes de equilÍbrio de diferentes. porçÕes da 

chapa consideradéJ.• 

Nos casos mais frequentes. basta examinar o cálculo das tensoes a na 
X 

seção x=O onde. pelas condiçÕes de equilib~io Lx=O e E~=O na porção da chapa li 
I 

mitada pelo seu contÔrno e pela seção x=O •. ' Deve-se lembrar que as ·sómatÓrias a-

cima são o cálculo de uma integral , portanto , considera-se apenas a metade dos 

valores extremos. 

VI) Descrição do Programa -

Devido à escassez de espaço, nos limitaremos apenas à descrição do ob­

jetivo de cada sub-rotina e da definição .de suas principais variáveis • 

. 1) Sub-Rotinas SS,SA, AS e AA: 

Calculam a função de Airy em cada ponto da chapa devido aos respectivos carre~ 

mentos componentes. : .Nb presente trabalhop elas resoivem 1/4 da chapa dividindo 

. ' - .. 


