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INTRODUGAO:

0 objetivé do presente trabalho foi programar para computadores, o cal-
culo de Chapas Retangulares, constitﬁ}das de material homoganeo, isotopo e
elastico, com carregamento em duas bofdas paralelas, uniformemente distribui
do em usuas espessuras.

Alénm da fungEo de Airy, o prograﬁa determina o estado de‘tensaes em ca-
da ponto da chapa, provodados pelo referido carregamento, sendo a mesma }1 -
vre de se deformar na direcao perpendicular a 'seu plano.

Nao achamos necessario deduzir aqui, a equagEo de Airy

L3 1) L3
PredBEy5. 88 oOF L0 |
6x* . 6x26y? Sy" : P51

(sendo F. a Fungao de Airy) que rege o comportamento das chapas, pelo fato
de a encontrarmos facilmente na bibliografia existente.

As tensoes Ux ,oy e T tem as seguintes expressoes:

2 2 2
g = .§_.E. 3 6’ = _6._F_‘. d ‘f:::.— 6 F
i 5y? T osx? SxC6y

0 metodo usado para resoluggo daquela gquaggo, foi o das Qiferengas Fi-
nitas com malhas retangulares.

0 equipamento usado para o desenvolvimento do programa foi o computador
IBM—1130 com 32K de memoria, e equipamento auxiliar do C.P.D. da Escola de

Engenharia de Sao Carlos.

Calculo das Condigoes de Contorno: (Fungao de Airy no contorno da Chapa):

‘Seja a fig.l onde as tensces indicadas sao por unidade de espessura da
chapa considerada. |

Suponhamos que um elemento do codtarno de comprimento ds seja submetido
a fargas aplicadas na borda da chapa (fig.l) . Decompondo a resultante destas

forgas em duas componenites, vertical dPy e horizontal dPx’ as tensoes corres

pondentes que agem sobre a superffcie da chapa de espessura t sao respectiva

mente:
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Pelo equilibrio horizontal do elemento triangular ABC adjacente a bor-

da e fazendo t = 1, temos:
pxds = oxdy + Tdx

cho ' : d dx
cos (n,x)= E% ; cos(n,y)= s

temos: . BN cos(n,x)+ T cos(n,y)

Pelo equilibrio vertical do mesmo elemento temos:
ds = g dx + T d
Py y 4

ou py- Oy cos(n,y) + T cos(n,x)

Tendo em conta as relagoes da: fungao: de Airy com as temsoes, podemos escrever:

8%F 8%F ) 2 §%F
px S-YT Cos(n’X)_ Gxdy COS(n,Y)sPy’= 5 5 cos(nty)_ 686}' cos(n’x)

onde fica demonstrado que as fungSes F devem satisfazer as condigaes de contorno.
Orientando-se s no sentido antihorario, temos: cos(n,x)= %g;cos(n,y)=~%§

LB dy  S%F dx _ 8 SF(x,y)
Sy

t~: -—
it Py § v ds 8xdy ds ds
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Objetivaremos agora, transformar as condicoes de contorno acima,em uma
relagao que melhor se adapte a integragao da equagao biharmonica V*F = 0. Para is-
S0, usaremos o seguinte artifficio: '

Imagina-se uma barra fictfcia com o mesmo contorno da chapa e com o mes~-
mo carregamento desta (fig.2-a), cujas segoes transversais, serao localizadas pe-
la coordenada §_medida.a.partir do ponto 2 30 longo do eixo da barra no sentido

antihorario. J

aj y b)




Corta-se a barra numa segEo K, introduzindo-se ai os esforgos V, H e M,
como se fossem esforgos externos agindo, neste ponto. A influencia desses es-

forcos numa secao L arbitraria, e dada pelas expressoes:

L _ L
Vi=V + /upyds 5 Hy = H + /pxds
: K

L 1S
My = M+ H(y; = yp)+ Vx- %)+ / p (y;, - y)ds + f py(x-xL)t
% ®”

Associando-se os pontos K',L' do contorno da chapa, aos pontos «, . da
barra, e admitindo-ce que no ponto K' seja verdadeira a expressao:

§F . _ )
Cos k' T dy )k'

v

no ponto L' i v : )
(—-8;—- )y=- V'- /pyds s (—-—-‘— )=H' + /pxds
L' I L' 'y

Verificamos pelas equagges écima, que se pusermos V=V’ e H=H', em

valor absoluto teremos:

~

SF
) S s (‘_g— X

Pelas equagaes (1) temos:

5% g gy
d( 8—;) = -/t‘pyds 3 d( ) = /pxds
L& :

. ou, pelo segundo teorema fundamental do calculo:

v v L v
L) R
[Gx ] v = f‘ Pyds 5 [5y ] = L‘des

Por sua vez:

OF SE
dF = 55 dy + 3 dx
Integrando temos:
' u ’s e
D = -—E < §—E i = QF; _62
‘ [1‘ ]k‘ } ( 5 dy + 35 dx) [Gy y + GX]K'-

i

(%)
SFy, pac 8 JleE] L L qeE
/w[y‘d( syt x4l 5y % Gyl gRA A 137 L.’ i L

/ypds+/x.pds-

c 0 y

H'+ d = BY, i Vo s
( /wp 8). Y H' Yot (-v’° /“'Pyds)xL,-i- \'4 X

frnae+ [
y.p.ds + /x.p ds
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Temos entao:

L‘
]h' . H'(YLv" th) + V'()CKV" va) e

¥
LF
v v
- - d
+ /w (yp= ¥) pyds + w(x va)Py 8
Se admitirmos que, no ponto K' da chapa : F’lw= M', teremos:

_ N I\
lF lE= M'+H'(yLw~yKv)+V'(xK,—xL,)+- 4i(yL,—y)pxds+-.j/(x-xL,)pyds

Uma vez que H =H', V=V' e M = M' , verificamos que o v;lor da Fungao
de Airy em um ponto arbitrario L' da borda da chapa corresponde ao momento fletor
M1 na seggo L da barra ficticia cujo eixo corresponde ao contorno da chapa, devi-
do aoc seu carregamento. ‘

~ SF
~Estudemos agora a fungao o

oo

SF _8F éx , SF &y

dn ~ 8x ° 6n §dy ° én
como:

X o OF _ e

6n cos(x,n) e on cos(y,n)

temos no ponto L°:
v
aE UG 2 d ( +
okl ( ‘ py s) cos(x,n)

2 4

+ (H'+-)[ pxds)cos(y,n)
~ X

Verificamos entao que %% é a forca normal numa secao L da barra ficticia cortada
no ponto K e ai carregada com os esforcos V=V', H=H' e M = M°, e solic¢itadas:
pelas cargas P8 py aplicadas na borda da chapa.

Como estes esforgos ficticios nao intervem senao nos termos lineares ou
constantes da fungao F, e as tensoes se exprimem pelas derivadas segundas desta
funcao, resulta que estas tensoes sao independentes daqueles esforgos ficticios.
Podemos assim, escolhe-los arbitrariamente, por exemplo nulos.

Quanto ao sinal de F e %% , 0 momento positivo e o que produz tragio na
fibra interna, enquanto a forga normal de tragao sera positiva.

Para finalizar voltamos a salientar que o carregamento da chapa e por

unidade de espessura desta.

EXEMPLO:
Seja . :rregamento da(fig.3) e adatemos V= H =M = Q,
Q). b) c) d)
K 55 ot
L3 ¢ !
OO (IO GQ\AYTT
QI.C y b < yix o 3 D C 7 3
| M I S NI L
<] |a 8 N Al A _8) a B
P iz ll! p"“” % -12-.)1!? ~ e ﬁf"é
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III- Método das Diferencas Finitaé:

Este método‘de‘resolugao de}equagSaq diférenciais parciais consiste. em
exprimir -as derivadas de umg fungap‘nqm plano, pelos valores ‘desta fﬁnggo nu-
ma malha de pontog-vizinhos ao ponto onde se deseja obter a derivada - deste
plano. Para isso, aproxima-se a funggo em um certo intervalo por . um polino-
mio. No presente estudo usaremos um polinomio de interpolaggo do segundo grau.
Como se trata da resolugao de chapas retangulares, usaremos malhas retangula-
res para resolugio da equagao diferencial parcial biharmonica IV‘F'B 0-

As Moléculas Computacionais ot Operadores tém as seguintes configuragoes:
(ver fig.4). '

Fls,r7)

’ 3
D ;-—l— ¢ ou é%'
¥, 42 ﬁ — & = {my ~ 28 %F5)
5y2 k j !
g D J
x :
(1)
)
Pyyyy = 1 L -
©
Q)
- J
AT

YYXx k2h2




2 2
V= Lk 8+6 (k— e )
k2h? R K
x
_/4(1; L
k2

IV- Resoluqﬁo de uma Chapa Carregada em Bordas Paralelas pelo Méetodo das

Diferencas Finitas:

IV-1- Consideremos a chapa da fig.5 onde devemos determinar F, O cy e T.

b4

5K

5h '

Pollame

Fie. 8

Conforme vimos, as funcoes F e %% sao conhecidas na borda em funggo‘
do carregamento. Para conhecer os valores da funcao de Airy nos pontos inter-
nos a chapa seguiremos a seguinte roteiro:

Aplica-se o operador biharmonico em cada ponto interno da chapa ob -
tendo-se uma linha da matriz cujas colunas sao os 16 valores em cada’ponto in
terno correspondentes a aplicacao do operador. A aplicacac deste operador em
pontos vizinhos a borda da chapa, nos levara a determinaggo de pseudo-incogni
tas correspondentes aos pontos ficticios, as quais determinaremos mais adian-
te.,

Fornamos assim, uma matriz 16 x 16 de coeficientes das incognitas
Fi (1 =1,.2,'3...,16) e um vetor coluna correspondente aos termos independen

tes os quais serao obtidos nos pontos ficticios.



oy

As pseudo-incsgﬁitas dos pontos ficticios, poderao ser eliminadoé atra~

- SF 3
ves da .derivada oy - i

“ou seja: - . - |-borda .
‘ F - F
sn’K 2A 4

P

ou (2) Fyp, = Fy_

SF
K41 + 28 Gy )y

1

Resolvido o sistema de equacoes para determinagao da fungao F, obtere -

mos as tensoes aplicando os operadores antes desenvolvidos. :

IV-2) Chapa Retangular:

Estudaremos uma chapa retangular carregada em seu plano por esforgos
= equilibrados normais e/ou tangenciais em relagao a sua borda.
Qualquer carregamento pode ser decomposto em carregamentos componentes

o8 quais serao designados como se segue:

1- S-S - carregamento simétrico em relaggo aos eixos x e y

2- S-A + carregamento simétrico em relacao ao eixo x e antisimétrico
ao eixo y. ;

3- A-S -+ carregamento antisimétrico em relagao ao eixo x e simétrico

- ao eixo y.

4- A-A -+ carregamento antisimétrico em relaggo aos eixos x e y.

A chapa , a principio, sera dividida em 100 partes. Devido as condigaes
de simetria ou antisimetria de cada carregamento componente, bastari,em cada ca
so, resolver 1/4 da mesma, ficando o resto da chapa definido conforme as condi-

" goes acima citadas. . ;
Seja p.ex. o seguinte carregament6 (fig.ﬁ),onde queremos achar os carre

gamentos componentes:

‘ Ats PP AtBagp P g Al R APAD EF 4D
4 £ 2 e e S S T ITT T T T3
1 %izz.%’T% bk P x4 FE
it
O 2 ail B3 =| s8' 4| s-a |+| a3 |+| a-a
A 8 AR N P8 AW e .
PE Y4 T tMibpmlioerisaniia

‘ Podemos também obsetvar que a resolucdo de chapas catrtegadas em 4 bor-

das opostas pode ser tealizada pela superposigac de carregametitos segundo duas
Loérdas OpostaAD . !
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1- a) Carga constituido por um esforgo normal de esquema S-S: (fig.7)

I

+ L~ ad
4 , v !
{ SE +
- ¥ 4 > + a0
inl
Fie. 7

Seja uma chapa retangular carregada nas bordas y = 5k e y = - 5k. Cortan
do-se a barra (correspondente ao co.ntsrnp da chapa) no ponto x = 0, y = 5k, e
determinamos os valores de F e 8F com H =0 e V = 0, como ja foi explicado an-
teriormente. ! & _
A cérga sendo simétrica em relagio aos dois eixos x e y, os diagramas de
F e SF na borda tambem o serao, simetria esta que vale tambem para pontos in -
dn_ '~
teriores a chapa.

A derivada g—g é constante nas bordas verticais e vale a fSrga normal

Sh :
R = /'p(x)dx‘
@ y

. sendo nula nas bordas horizontais.
Podemos entac representar 1/4 da chapa, usando a.equacao (2) para os pon

tos ficti¢ioss como na fig.8.

e

TR

e Py F
rE_, & Fp— P —PFr—f— Fy + 2hR ‘
Fo—Fy—fp—fs—Fa—Fs—fo—] Fg + 2R R e Fic. 8
Fg— 7 fis—Fro—Hg— Fio* 2hR | ‘

L8| Rt twgp— T (

" Ry 15— H17—Big---Fro—Feo—F Fao +2hR

; = S Fag +2hR -
L Apt-Fopt Fog4 -,

g Airthe J::_I:r'iiw‘r o

Temos entao 25 incognitas a determinar o que resulta em um sistema de
25 x 25. ' '
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1- b) Carga constituida ﬁor Esforco Tangencial de esquemng—S: (fig.9)

¥ o ‘
e B HY E;r: g A p
' = B 1 N8 ¥ % oz ‘
- +- -~ i ] « + + %
% . wl P
' s 'T_ e ¢ ]
y ' 4 ‘ q - P=isen—
. 2 ' : :: 9
or. . Tl o
> . Fsd - f L
' ' 90 vorda < : ?
§
w—'
+ -

Fle. 9
- e FlG. 10

A barra ficticia e agora cortada no ponto x = 5 hey =5 k. Os valores
de F no contorno sao nulos (momentos nulos). Os valores da derivada %% sobre
a borda 'da chapa sao obtidos com os esforgos normais na barra ficticia,sendo

~nulos nas bordas verticais (cargas em equilfbrio).

As mesmas consideragSes do item a) valem aqui, portanto, teremos confi-

guragio: da fig.10.

2- a) Carga constituida por Esforgo Normal no Esquema S-A: (fig.l1ll).
Cortando-se a barra ficticia no ponto x = 0 e y = 5 k temos os diagra -

mas de F e %E representados na fig.1ll.

10 ] % L—uﬂw \ :
éjiﬂ.—’ it if::o; 1j__’ . - ;r :

— T

P Jz<0
e : T ——

Fie. 12 F1e. Il R

Tomemos um elemento central da chapa (fig.12). Verificamos entgo, que o eixo
de antisimetria da carga (y) & o eixo de simetria nara o sinal das tensoes tan
" genciais e de antisimetria para o estado de tenso¢s. Logo, neste eixo de anti-
simetria, os esforgcos normais se anulam, enquanto os esforgos tangenciais po -
dem ser diferentes de zero.
Por outro lado, os eixos de simetria da carga sao eixos de antisimetria

para o sinal das tensoes tangenciais. Logo estas se anulam nestes eixos.

\
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§
ta iracao |
Temos gn-ao a eonfiguragao da fig.13_ y BB £ e B
g = Fy+ 20 R
: | cFr—o—fr—ts Fio+ =M
s ’13) x [
° ?IG -~ w| =Frz—0—f—fs—F= Fig+2hR
- 'fF A 17— e ;|‘U | F20+ 28R
I Fog+ 2hR :
: “Fyr—0 TurjurJ e
- ! |
-4~ -F : y7—Fie—Ri9—Fz0-

&

Temos aqui apenas 20 valores incognitas o que nos leva a resoluggo de um
sistema 20 x 20.

2- b) Carga constituida de Esfargo Tangencialznd esquema S-A: (fig.l4).
Cortando-se a barra ficticia no ponto x = 5 h ey =5 k, teremos os valo

res de F nulos nas bordas e o seguinte esquema de ég-nas bordas horizontais

: én e T
(fig.14): | » PR (' o -
’ k. §r Hou
& 8 & &
x i3 %3 k
Lo N N N N
e > —o 2 , L R s
= ‘ 1 ' o
£ ] —¢ b o—0—b—
y " : R
i ar (L T AJ; S 7
% T Fe o § -
i L] dorde ; -F o 2 .U o—0 Ao 16,15
e ¥
. ~Frz—@—fp— 3 '; —& fiis
= hd i -F @ 17 h1!! 19 {?‘ﬁw 20
’ 1
. F16. 19 b Py Py b2 “
E i
Ty > 2o O——

Pelas consideragoes do item 1 - b e 2- a teremos a configuragao: da fig.15.

Temos novamente 20 incognitas a determinar.

3- a) Carga constituida por um Esforco Normal no esquema A-S: (fig.l16).
Corta-se a barra ficticia no ponto x = 0, y = 5 k. 0 diagrama de F (momen
tos fletores na barra) se acha na fig.l16.
Da condiggo de equilibrio Iy = 0 resulta que as bordas carregadas da cha-

pa sao auto-equilibradas o que nos leva a concluir que o = 0 em todo'o contor-

Sn
nOo
Das consideragoes do item 2- a. concluimos que as tensoes normais se anu-
lam no eixo dos x. i

Logo temos a configuragao da fig.l7, onde, da condigao g - 0 no eixo x,
obtemos:

Fog~ *-Fg < Fag 3 Pigt 2:Eg = Ejg 37 Fig= 2By SEg

F', = 2.F, - F

" =
17 0 F 2.F

17 R F ¢ 0o~ Y16
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Temos entao 20 inc5gnitas recaindo num sistema 20 = 20.

" 3- b) Carga contituida por um Esfargo tangencial no esquema A-S: (fig.18).
Cortando-se a barra ficticia no ponto x = 5 h,y = 5 k temos o seguinte dia

grama de %% , lembrando que F e nulo em t$§a;a borda (fig.18):

24 M
H
I B
¢ ¥ ¥ X x
3 . N N N N o
— & ¥ G
—_ — + jd G R, S S Y
= i Ve fs n-\ “:\ It\ “ lk
—0—0—0—9—0 >
l i ; Fe—0—fr—*s- | o—Fs
— F =0 3 Fie. 19
1 0 borde . . ;P__(s —Fs + f’{’"" ¢ =9
1) |
Fe—0—f—fs—Fm iﬁ'—jm
; 17 YL mr—re—he "%zu @ TZO
Fie. 18 5 b g o 4 S i g
\ fie i B
2 “4— L =R By -Big Ao =fpo-b-—
Lembrando as consideragoes dos itens anteriores podemos escrever a configuragao

da fig.19.

Temos entao 20 incognitas a determinar.

4- a) Carga constituida por um Esforgo Normal no esquema A-A: (fig.20)
Corta-se a barra no ponto x = 0, y = 5 k, Os valores de %% sao nulos, pois
os esfargos normais sao antoequilibrados em cada borda. O &iagrama de F acha-se

FHGT E o
representado na fig.20. R 5 o
b By Py FEy By o
T ‘
v L ~—— : —ﬁr—ay Ex E
[, LRSI 0 WP N
2F ! ! 38 r4 ;—v é::
- —_— 0 [ P
& on A - “‘W"ﬁ?‘ il ¢ Fie. 21
o L
‘%"“P‘"'ﬁ?'ﬁ!s #iw Tr ©
V%A, % -Fyy—tniﬁ fra- ‘T,, F20—¢
| {
: Fle. 20 S O — =
i l {
H | :
— 7= Fig ~Fi1g-Feo- &

Devido a antisimetria em relagao aos dois eixos, tendo em conta as obser-

vagoes do item 2- a podemos escrever a malha conf. a fig.2l.
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4- b) Carga constituida por um Esforco Tengencial no esquema A-A: (fig.22)
Neste caso, temos um momento nao equilibrado devido as cargas tangenciais.
Temos entao que introduzif esforgos externos R, nos cantos da chapa tal que IM=0

(fig.22). Temos entao:
sh

2.R°.10.h = 2,10 k. / s(x)dx
(S
2 ' - ‘ « 5h ;
: Ro= H./s(x)dx
0
= i tﬂo : ;‘*';owsﬁnno —
3 (r) '.—i:o- ; =
Ji e |
R -
f S 1 — . BhRp !
Ro ~ Ro Ro no‘
o bl

Fle. 22

Corta-se entao a barra ficticia no ponto x = 0, y = 5 k, introduzindo ai
um esfSrgo cortante +R°,f)ois éssim, os diagramas dos momentos fletores (F) e es-
forgos normais (-g—f;) se tornarao antisimétricos em relaggo aos eixos de coordena-
das , permitindo assim a aplicaggo dos conceitos desenvolvidos anteriormente
(item 2- a).

Podemos agora escrever a configuragio da fig.23:

ot TS
SRS

Fa+2XK Ry
F3+2k Ryr
i +2K Rpy
Fgtahk Ry

' i o e
. o
' : -
. . . ;
~ -hRo—& hRy BhR, MLL!R...%'RQ ke

Re
% -F, o 4bRo ; L
g : “Fr—0 fr—irg %lg——fm——iu‘xo- i
iad v -

) -F ;
< = Y < | -

» ~Fyy D 47 § Rea.







