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®

No intuito de facilitar o ensino das leis e a resolucao
dos problemas em eletromagnetismo, estamos anresentando esta anos-
tila de "Andlise Vetorial". O conhecimento de Anadlise Vetorial é
de extrema importancia, nesta discinlina, haja vista que a maig
ria das grandezas sao vetoriais e que a escoliha adequada de um
sistema de coordenadas, em um problema, traz enormes simplifica- /

¢Oes em sua resolucao.

Aqui abordaremos essencialmente trés sistemas de coorde-
nadas: o Cartesiano; o Cilindrico e o Esférico. Além de procurar

fazer uma recordacao de Geometria Analitica.

o Autor
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O termo escalar se refere a uma quantidade cujo valor
pode ser representado apenas por um niimero real. Muitas grandezas
fisicas sao escalares, a exemplo da massa, da temperatura e do po

tencial elétrico.

Outras tantas grandezas fisicas mossuem tanto magnitu
de quanto diregao, tais como, a forca, a velocidade e a acelera-
gao. Para representar essas grandezas sdo utilizados vetores ,
gue sao entidades matemdticas possuidoras de mddulo, direcdao e

sentido. Uma definigao mais precisa dos vetores e dada pela re-

ferénciz (4)
"Vetor determinado por um segmento orientado AB & o
conjunto de todos os seamentos orientados equipolentes
a AB"

Essa definigcao & bastante abrangente, sendo valida in
clusive para espacos 'h ~ dimensionais. Aqui, entretanto, traba-

lharemos apenas com o espa¢o tridimensional.

Campo escalar & simplesmente uma fungdao escalar de po-
sicdo no espaco, isto &, - uma‘fungio que associa a cada ponto do
espago um escalar. Por exemplo, a pressao barométrica de cada pon
to da superficie terrestre constitui-se num campeo escalar,isto por
que a pressdao & uma grandeza escalar. Um outro campo escalar ex-
tritamente matematico & a funcao f = x + y + 2 , que associa
a cada ponto do espago (Xx,y,z)um escalar igual a soma de suas

trés coordenadas.
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O campo vetorial também & uma funcao de posicgao, apenas
diferenciando da anterior no aspecto de associar a cada ponto do

espago um vetor. Um exemplo simples & o vetor posicao

- — N p—y » . . ~

R=xax +y 5? + y 2z az, que indica a posigao do nrnonto(x,y,z)con
relagdo & origem do sistema de coordenadas. Outro exemplo desse
tipo de campo & o campo elétrico. Veja se vocé consegue mostrar -

porque!

Os campos escalares sao algumas vezes denominados campos
equipotenciais e o lugar geométrice dos pontos, onde o campo esca--
lar possui valor constante, & denominado superficie equipotencial

ou iinha equivotencial.

l1.6. Linhas _de fluxo de camp

Nas regices onde o campo vetorial & continuo, nds pode-
mos definir linhas, cujos pontos sejam todos tangentes ao campo
vetorial. Essas linhas s3o denominadas linhas de fluxo de cam-
po.

Para podermos encontrar a equagao diferencial dessas 1i
nhas, devemos determinar uma relagéo entre o vetor diferencial de
deslocamento apoiado sobre a linha e as correspondente componen-
tes do campo vetorial.

Em qualquer curva tracgada no espaco (x,y,z) podemos de-
finir para todos os seus pontos um vetor diferencial de deslocamen
to igual a

—

1 = dx ax + dy ay + dz az (1.1)

que & tangente a curva no ponto considerado, como mostra a figura
1.

at
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Figura 1 ~ Vetor diferencial de deslocamento.
Fazendo agora um campo vetorial Genérico ser representado por:

— — — —
V =Vx ax + Vy ay + Vz az (1.2)

—

teremos que V sera tangente a di quando seus versores forem iguais.
Portanto. ’ '
ai/sial = v/ vl ou

ax/1 & .zZx + ay/ | a1l 5; + dz/ |éi| az

- pi—Y — — — -t —
= vx/ |Vl ax + vy/ | V] ay + vz/ |VI az.

ou -t J— — — a—d -
dx/ldll = vx/|v] ; dy/ldll = Vy/|V| : dz/|dl| =V2/\V‘
ainda »
vx/dx = Vy/dy = Vz/dz = r77|/|dll = K (1.3)
A equagao 1.3 & denominada equacao diferencial das linhas de
fluxo.

Como exemplo simples da determinagcdo das linhas de fluxo con~
sideraremos o fluxo radial de ccrrente entre dois cilindros- coaxiails

como ilustrado na figura 2z.
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Figura 2 - Linhas de fluxo entre ‘dois cilindros coaxiais.

A densidade de corrente é& dada por.

e ar = 1 x_ax + ua (1.4)
2w
2 2
r r

ol
|

I
2Trx

Baseados na equagao (1.3) temos que‘a equacgao diferencial das

. linhas. de fluxo é.

ax - dy ou & - Iy (1.5)
JX Jy X Yy

Fazendo uma integracgao temos.

I1ny Inx + 1lnc = 1lnxc

y = ¢cx 1.6)

onde c & uma constante de integracao.

2. Operagoes com_vetores.

—— e . ——————— e — ————————— — ——-——

Consideramos dois vetores B e B como ilustrado na
figura 3. O vetor A representa o deslocamento de um ponto md-
vel caminhando\do ponto 1 ao ponto 2. O vetor B representa um
deslocamento do ponto 2 ao ponto 3. A soma sera o equivalénte do

deslocamento do ponto 1 ao ponto 3.
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Figura 3- Adicao de Vetores

. Um vetor A pode ser representado como sendo a diferenca
- entre dois Pontos, ou seja.
-—

A = P, - P (2.1)

Nessa nova notagao a adigao de dois vetores pode ser

efetuada como abaixo.

P N —{ -—
A+ B = (P2 - Pl) + (P3 - Pz) = P3 - P1 = C (2.1)

2.1.2., Progriedades da_Adicao

- - -
P.1 A+ B=B+aA
~h —~ 3 -— ~) -
P.2 (A + B)+ C=A+ (B + C)
— —— -—
N P.3 A + O = A
— — . §
P.4 A+ (-a) =0

Como exercicio e usando a notagao(2.l) prove todas essas

propriedades.

Dado dois vetores A e B , O vetor T=7+ (-~ B), chama-se
— —

— -—d
diferenca de A e B e se indica por A - B.
Na figura 4 encontra-se representado essa diferenca.

A JEUS Y
Ly A-B

—

B8

Figura 4 - Diferenca entre dois vetores.
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Uma base ortogonal & uma base formada por vetores unita-
rios dois a dois ortogonais. Os versores apoiados nos eixos x,y, z

do sistema de coordena da cartesiano constituem uma base ortogonal.

2.3.2. Versor de um vetor nio nulo A.

ey e T — S — g — Pty = e o —_— -

~ — . - »
Chamamos versor de um vetor nao nulo A o vetor unitario

hong . - s - . » .
de mesma direcao e sentido que A e pnodemos determina-lo dividindo

o vetor A por seu mddulo, assim
2 =73/ |3l (2.2.)

— . .
Quando o vetor A for expresso em coordenadas cartesia-
s

e— — — -
nas . A = AXx ax + Ay ay + Az az, temos que seu versor sera dado

por.
- 5 5 _ ] 1/2
- y,
A/ [Ax + a2+ al (2.3.)

ol

2.3.3. Produto de um nimero real por um vetor.

Chamamos produto de um nimero real a # o por um vetor

T

- n
A # o o vetor ¢ definido da seguinte maneira.

1) -6 = a

I »l

2) difegéo de c igual & direcgao A.

3) Sentido de ¢ igual ao de A quando a for maior que zero e

—
contrario ao de A se a for menor que zero.

Propriedades:
P, - a(b A) = (ab) A
P, - a(B+B) = & + 4&B

Py - (a+b)RA = aA + b2

-

P4 - 1.A =A
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2.3.4. Produto escalar

— ) emd
Fixando uma base ortogonal .(ax, ay, az), chamamaos de produ-

to escalar dos vetores,
— —_— — —_—

A = Ax ax + Ay ay + Az az
—_— — —_1 —
B = Bx ax + By ay + Bz az
escritos nessa base, ao numero real:

A . B = AxBx + AyBy + AzBz (2.5)

Esta definigao & independente da base ortogonal fixada.
Talvez a mais comum das aplicac¢oes do produto escalar seja

no calculo do trabalho, através da integral de linha abaixo.

Trabalho = F. dl (2.6)

Um outro exemplo de utilizagao & no calculo do fluxo dque
atravessa uma dada superficie, através da integral de superficie

abaixo.

g =j7§ . ds (2.7)

e e e e e e e e v e o

Ql)-x B =-§ .2 (comutativa)
o) )a(A.B) = (a»). B = A. (aB)
05) 2. (B+C) = A.B + A.C. (distributiva)
0,) 2.2 2 0 i A.A=0 & A =0
- = 2
o) A. R = |[El
— — -—— -—
Q6).A.B = 0 se e somente se A e B sao ortogonais.

—h

Q7§ seA#0eB#O0 entio, sendo 8 o angulo entre A e-ﬁ , CO-

mo mostrado na figura 5, temos,

A .B-= ril .I.El.cos « 8 ' (2.8)

A

© 6 & o menor anculo entre

os dois vetores.

-—

B

- -
Figura 5 - Vetor A e B
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2.3.4.2. Projegado_de_um _vetor A na_direcao do_versor b

Y

Seja um versor b e um vetor-z qualguer, como mostra
a figura 6, definimos: Projegao do vetor.z na direcao do versor
-S o vetor E, que pode ser escrito como sendo B = d'E; onde A &
um escalar gualquer.

—
O vetor A pode ser escrito como sendo;

— — —
A=B +C
—_ — — ~u
A =0ODb + c (279)
—_—
Multiplicando a expressao 2.9 escalarmente por b
em ambos o©0s membros temos:
—_ —_ —_ = —_
b.A=d9db, b+c.b
O gue resulta,
—\ —
b.aA =X
logo a projegao B pode ser expressa por
B=9D5=aEH7D (2,10)

Exemplo: Deseja-se obter a orojecao do vetor

'y -1t —_— — : ™~
V = 2ax + 3ay + 4az, na diregao do vetor
— —_ — —_
U = 4ax + 2ay + 3az
Solucgao:

Inicialmente & necessario obtermos o versor corres-
. — -
pondente ao vetor U através de;

—t — —y
u/ | U| = versor = U
'ﬁl = d@z + 22 + 32l = JEG + 4 + ; = V29

a/V29 =+ 2/ 29 ay + 3/ V29 az

Com o versor u determinado e utilizando-~se da expressao (2.10)

el
t

tem~-se.

77-1 (projecgao de V na diregéao y) = ¥ .W 1
vlz((2.4)/\/29' +(3.6)/ V29 + (12.4)/ /29) W = 26//29 [ =

= (26/V29)( 2/ V29 ax + 2/ V29 ay + 3/ 29 a2)

V, = 26/VZT (4 ax + 2ay + 3az)



2.3.5. Produto Vetorial

Fixando uma orientagao no esnaco e uma base ortogonal
positiva (Ei, E?, EE) (por convengéo adotamos como positiva- a
base que possui seus versores com a mesma orientacao dos dedos
médios, indicador e polegar da mao direita), chamamos produto
vetorial dos vetores.

A = ax + 3y + az
A = X, ax Y, ay z, az
— — — ‘ —
B = X, ax + Y, ay + z, az
ovetor g1 1| z1 x| x1  yl
A x B = ax + | ay + az
y2 z2 z2 x2 x2 y2

que & precisamente o desenvolvimento do determinante simbdlico.

ax ay az
A x B =[xl vyl =zl
X2 yz z2

Este produto também independe da base ortogonal positi-
va usada para calcula-lo e pode ser determinado procedendo-se como
0 indicado.

1) Mddulo dado pela expressao.

—_

axB =|al . [Bl sen o (2.11)

onde 8 & o menor angulo entre os dois vetores

2) A direcao & dada pelo versor an normal ao plano formado ve-

—

los dois vetores A e B.
3). O sentido & dado 'pelo polegar da mao direita, quando guiamos

O primeiro vetor sobre o segundo no sentido dos demais dedos pelo

menor angulo -entre eles, como mostra a figura 6b.
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»>B
e
2 (b)
ta)
Figura 6.a) Produto vetorial; b) regra da mao direita
. - oy — —a
Assim se A = 2ax -~ 3ay + az e
3 = 4ax -~ 2ay + 53z, nds temos
ax ay az
A x B 2 -3 1 =
~4 -2 5
= [-».-w ] & - [@26G)-)(<4)] &+
+ [ (-2)-(-3) (-4) T = - 13a% - l4ay - 16 az

3. Sistema de coordenadas

Para descrevermos a posicdo de um ponto qualquer no espago 559
necessadrios trés coordenadas, por exemplo (1,2,3), Também os veto
res podem ser decompostos em trés componentes) basta definirmos
uma base (trés vetores linearmente independentes) para os espac
¢o. Veremos agora o qﬁe sao e quails os sistemas de coordenadas

mais comuns.

3.1 -~ Sistemas de coordenadas cartesianas.

P G e e et T . T - — . o A G . . g S gmm G . ——

Este &, talvez, o sistema de coordenadas mais comum e & um con

junto formado por um ponto 0 e uma base ortogonal positiva /
(E§, 3?, az). Indicado por: (O, Eﬁ, ay e az). O ponto 0 chama-
-se origem do sistema. As retas orientadas que wvpassam pelo pon

-~ ~ — — —
to 0 e tem as diregoes dos versores ax, ay e az, denominan-se ,

respectivamente: eixo das abscissas (X), eixo das ordenadas (Y)
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e eixo das cotas (z). Usando-se os dedos: polegar, indicador e mé-
dio, da mao direita podemos indentificar, respectivamente, os ei-
X0S X, y e z, A figura 6 mostra esse sistema

Figura 6 - Sistema de Coordenadas Cartesianas

Um ponto qualgquer do espa¢o possuirlf coordenadas (x,y,2),que
sd30, respectivamente, as distlncias da origem & intersecgao de
uma projegao do ponto nos eixos, x,y e 2 .

Um método alternativo e interpretagdo dos valores das coor-
denas, que faéilita o entendimento em todos os outros sistemas
de coordenadas, &€ o de considerar o ponto como sendo a inter-
seccao de trés planos, dados por x =constante, y = constante e
z = constante, sendo as constantes os valores das coordenadas

‘do ponto.
-11~
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Os versores ax, ay € az sao invariaveis de ponto para nonto,

e como sao ortogonais valem - relagoOes
—_ —_ —_—
ax x ay = az (3.1)
—_— —h —
ay X az = ax (3.2)
az x ax = ay (3.3)

Tente prova-las!

Seja A um vetor qualquer, ele pode ser escrito como umz combi-

~ . — — —_— .
nacao linear dos versores ax, ay € az, oOu seja,
— —

—— . —
A = Ax ax + Ay ay + Az az

onde Ax, Ay e Az sao coordenadas desse vetor nesse sistema.

A determinacdo dessas coordenadas & feita através da equacao.
—_— —_ :

A, = A . a. : (3.4)
ou também
Ai ='A| cos @& (3.5)

onde ©& & o angulo formado pelo vetor A e o versor ai e cos @
€ denominado cosseno diretor.

~Em ambas as expressoes (3.4) e (3.5) Al € a projecao do
vetor A na direcio do versor al.

Exemplificando para o elemente Ax,
Ax =A. ax = rﬂl cos ©

Exercicio: Seja um vetor A que possui médulo igual a 5, diregao,
dada pelo versor apoiado na reta y = xX+5 e sentido
igual ao crescimento de x. Determine suas coordenadas
Ax, Ay e Az, e escreva-o no sistema de coordenadas

cartesianas.

O vetor diferencial de deslocamento representa qualquer des-
locamento diferencial de um ponto P para P + 4P, a figura 7

ilustra esse fato.



dz _ ;;;1
______ _2' :\d_a

Figura 7 - Vetor diferencial de deslocamento

No sistema de coordenadas cartesianas o vetor direrencial

de deslocamento dl pode ser escrito através de suas projegoes nos
eixos x, y, z , ou seja,
—_ _—

dl = dx ax + dyay + dz az (3.6)

que devem a corresponder um deslocamento dx na diregao x, um des-

locamento dy na diregdo y e um deslocamento dz na diregao z.

3.1.2. Vetor diferencial de superficie

o —— i — T ——— — S P S N P M o At e Py iy o S Wi ey

Em muitos estudos do eletromagnetismo, como o caso do flu-
X0 magnético, & necessirio definirmos um vetor diferéncial de su-
perficie, que possui mddulo igual ao elemento de suverficie, dire-

¢ao perpendicular ao elemento de superficle e sentido saindo da ‘su

perficie, quando esta & fechada e qualquer gquando, aberta. A figu-

ra 8 mostra esse vetor.,

=

(b)

ca)
Figura 8. a Vetor diferencial de Superficie,

a) Superficie fechada; b) Superficie aberta.
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No sistema de coordenadas cartesianas, o vetor diferencial
de superficie ds pode ser escrito através de suas projegbes nos

planos Xy, yz e xz, ou seja,

— —1 — —
dS = dydzax + dzdxay + dxdyaz (3.7)

Tente desenhar um vetor ds que possue componentes em todas

as diregOes e pelo menos dois que possuamapenas duas componentes.

3.1.3 Elemento diferencial de Volume.

e e e e e S e i = e e e

O elemento diferencial de volume & utilizado no cdlculo
das integrais triplas, bastante comuns no estudo de eletromagnetis
mos. No sistema de coordenadas cartesianoas, ele & definido pelo vo
lume de um paralelepipedo regular, cujos lados sao os elementos di-

ferenciais dx, dy e dz, portanto,
dv = dx dy dz

Na figura'9 , @ mostrado um elemento diferencial de volume,
obtido quando incrementamos as coordenadas do ponto P, por um de-
ferencial dx, ou dy, ou dz em sua respectiva direcao.

Ressaltamos que o elemento diferencial de volume & uma gran

deza escalar.
\z

dﬂj }E_;jf
4 dx

X

Figura 9 - Elemento diferencial de volume 4V
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3.2. Sistema_de coordenadas cilindricas s S

Como o sistema de coordenadas cartesianas & o mais conhe-
cido dos alunos, ha uma tendéncia de se resolver todos os pro-
blemas utilizando-o. Entretanto, devido 3 simetria de muitos /
problemas conseguimos solug¢bes muito mais simples com a utiliza-
cao de outros sistemas de coordenadas, como & o caso do sistema
de coordenadas cilindricas que veremos agora, € do sistema de
coordenadas esféricas que veremos no proximo item.

O sistema de coordenadas cilindricas é uma Qerséo tridi-
mensional do sistema de coordenadas polar bidimensional. O
sistema de coordenadas cilindricas que estudaremos & o circular,
por comodidade sempre nos referiremos a ele simplesmente  como
sistema de coordenadas cilindricas, entretanto, em outras refe-
réncias o aluno deve verificar qual o sistema de coordenadas ci-
lindricas tratado, uma vez que esse sistema pode ser eliptico ,

hiperbdlico, parabdlico e outros.

P e
Trés versores (ar, a$ e az) e um ponto 0, origem, situado na
intersecgao dos trés eixo x, y e z, definem o sistema de coorde

nadas cilindricas como ilustra a figura 10.

£ ¥
d
J ?
A= —— p — —
ny” [ ab
7
& Pln, ¢ \ . I\
AR "z‘ o Q-
l
|
!
. y
Il' y o\_:n y
¢, «
\ (b)
(a
a X
Figura 10 - Sistemas de coordenadas cilindricas.

Qualquer ponto P do espvaco possui trés Coordenadas a sa-
ber r, ¢ e 2z, sendo que: - r = distancia da oricem 0 até a

projegao de P no plano xy.

" =15~



- d) = angulo formado entre o eixo x e o raio r.

N
I

projecao do ponto no eixo z, coordenada z.

Nesse sistema de coordenadas, para qualguer ponto P(rl,(bl,
~ . . -~ Y — - a -~
zl) sao definidos trés versores ar, ad e az, sendo que: T € um

versor apoiado na reta qgue une o ponto 0 & projegao do ponto P

— —
ao plano xy; a9 , um versor normal do plano l e az, o mesmo ver
—— . .
sor az do sistema de coordenadas cartesianas. Como nercebemos,
‘ N A .Y -~
O0s versores ar, ap e az modificam suas direcgoes de nonto pa-

ra ponto. Isto 4implica, numa integracdo ou numa diferenciacio em
relagao a ¢, considerar os versores ar e a¢$ como sendo nao cons
tante, portanto, devemos nesses casos efetuar uma transformagéo de
coordenadas.

—

s — -~
Os versores ar, a¢ e az sao ortogonais dois a dois e sac /

validas as relacoOes :

ar x ;$ = az (3.8)

— e )

adp x az = ar (3.9)

az x ar = adp (3.10)

Um vetor, nesse sistema de coordenadas, pode ser expresso
por:
A =Ar 3r + A =T + Az T2 (3.11)

e todas as propriedades, tais como adicao, diferenciacao, produto
escalar e produto vetorial sao validas e efetuadas de maneira

anadloga ao sistema de coordenadas cartesianas.

Exemplo:

Um vetor qué escrevemos no sistema de coordenadas cartesia-
nas, como:
A = 2ax + 3ay + 4az

No sistema de coordenadas cilindricas, temos o mesmo vetor escrito
como 7
A = (2cos¢d + 3sen¢ )ar + (3cos¢'—'25en¢ )5$ + 4az

Esses cos$ e send s3o necessdrios para exprimir o vetor A

em quaisquer dos trés versores mOveis que representam esse sistema.

-16-~
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Faca uma verificagao do que foi dito acima desenhando no

triedro o vetor A, para ¢>= 459 e ¢)= 902, desenhe també&m os
—— e w—

versores (ar, ad e az) nesse nonto. Vocé devera observar que

o vetor A nao se modifica quando.os versores sac mdveis.

3.1.1. Vetor diferencial de deslocamento

O vetor diferencial de deslocamento & escrito nesse sistema
como sendo

— — - — | —

dl = drar + rd¢ ad + dzaz (3.12)

onde cada coordenada desse vetor representa um deslocamento di-

ferencial na diregao considerada, como mostra a figura 11l.

i \
/Nmup

Figura 11 - Vetor diferencial de deslocamento em coordenadas

+“

cilindricas

3.1.2. Vetor diferencial de suverficie

e S e e e

Qualquer vetor diferencial de superficie pode ser represen

tado pelo vetor dlferenc1al abalxo.

—

s = rdp dz ar + dr Az ag + rdp dz az (3.13)

sendo que cada coordenada pode ser encontrada como ilustra a fi-

gura 1l2.
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Figura 12 - Coordenadas do vetor diferencial de sunerficie

3.1.3. Elemento diferencial de volume

Un elemento diferencial de volume, em coordenadas cilindri-
cas pode ser obtido incrementando-se as coordenadas r, e 2z de
seu ponto qualquer por diferenciais de comprimento dr, rdd e dz.
Na figura 13, encontramos um desenho representativo ' do diferen-

cial de volume dv.

Figura 13 - Elemento diferencial de volume.



3.1.4. Relacionamento das variavels cartesianas com as

— o ——— et S — T —— ———— T — g, Gy G (= o i Y T S — —— . Y S T T—— — —— — —

» Podemos facilmente relacionar as varlfveis cartesianas x,
y e z com as varifveis cilindricas r, ¢ e z por insvecgio da figu-

ra 14 ou seja,

x =r cosd (3.14)
=r sen® (3.15)
z = z (3.16)

ou de outro modo

r = x2 + y2 (3.17)
@ = arctg y/x (3.18)
zZ = z (3.19)
b =
A .
\\ '
'
vy !
| g
: i ,: -
I % ' S
' e 2
X
Figura 14 - Variaveis cilindricas e varidveis cartesianas.

4, Sistema de Coordenadas esféricas
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Agora nao temos um sistema bidimensional para nos ajudar
a entender o sistema tridimensional de coordenadas esféricas,como
tivemos para o sistema de coordenadas cilindricas, mas um exem-
plo da utilizagao desse sistema & o conhecimento da posicao de um
ponto na superficie da Terra pela latitude e longitude, Usualmen-~
te, consideramos somente os pontos situados na suverficie, mas
pontos acima e abaixo do solo podem ser considerados cquando adota

mos uma terceira coordenadas, a altura ou a porfundidade.
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O sistema de coordenadas cartesianos & formado por uma
ponto 0, denominado origem e situado na interseccao dos trés
eixos de coordenadas (xX,y,z), e de trés versores (5;, gg ,5; ),
todos variaveis de ponto para ponto.

Nesse sistema de coordenadas, um ponto P qualquer do

espaco & definido por trés coordenadas que sao: r, 0 e o ,on-
de r & a distdncia da origem 0 ao ponto P, 6 & o angulo entre
O eixo z e a reta OP e ¢> € o Angulo entre o eixo x e a re

ta 6§l , sendo que P

mo mostra figura 15a

1 & a projegao do ponto P ao plano xy; co-

[
z
! ‘ (~—Plaro
I'P ’
e 1
[}
§
™o
I
[o] \/ 1 - ron.
N Y y
N f
(o)
X (a)
Figura 15 - Coordenadas de um ponto P qualguer no sistema

de coordenadas esféricas.

O Ponto P vode também ser encontrado pela intersecao
de trés superficies mutuamente perpendiculares,~uma esfera, um
cone e um plano, como mostra a figqura 15.b.

Na figura 16 encontramos os vetores 5?, ad 53 Para o
ponto P . O vetor 5; esta apoiado na reta OP e dirigido no -
sentido de crescimento da coordenada. O vetor §§_~= um vetor nor-
mal a superficie cénicé, pertencente ao plano tangente a esfera.
Estd dirigido no sentido de crescimento do 6 . O terceiro versor
ad é o mesﬁo das coordenadas c¢ilindricas, sendo normal ao
plano e tangente ao cone e a esfera, dirigido no sentido cres-

cente de #.
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ar
9
Qe
\ P
Y
X
. Figura 16 - Versores ar, a6 e a¢ do sistema de coordenadas
esféricas.
— — — -
Os versores ar, a6 e a¢ embora variaveis em dire-

cdo de ponto para ponto sao todos perpendiculares dois a dois en
tre si, e vale as relagoes.

;; = ;6 X Eﬁ (4.1)
af = ar x ab (4.2)
ab = af x ar (4.3)

Qualquer vetor & representado nesse sistema como
—

-—t

— —
A=A ar + AZ af + nR a8 (4.4)

e todas as propriedades tais como, adigao, subtragao, produto es-

calar, produto vetorial etc.

4 1l - Vetor diferencial de deslocamento

et T e . o — et T T G o S (S Gt Py S P g S P e G g

O vetor diferencial de deslocamento dl -pode; nesse sis-

tema, ser escrito como sendo.
dl = drar + rde a® + rsené df ap (4.5)

onde cada coordenada representa um deslocamento infinitesimal na
dlregao correspondente.
0 deslocamento na dlregao aﬁ, talvez seja o mais dificil
- de se visualizar, por ser a projecao do raio r no plano Xy multi-
plicado pelo diferencial de angulo d¢
Na figura 17 encontramos uma representacao do vetor dife

rencial de deslocamento Ji.
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P
Figura 17 - Vetor diferencial de deslocamento em coordenadas

esféricas.

4,2 - Elemento diferencial de superficie
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Nesse sistema temos uma esfera, um cone e um plano como
elementos de superficie, cuja intersecgao dos trés fornece um
ponto.

Qualguer elemento diferencial de superficie pode ser
escrito como sendo uma combinagao linear de trés outros, descri-

tos abaixo.
a) Elemento diferencial de superficie da esfera.

E um elemento onde r mantém-se constante, e df e dé

variam. A figura 10 mostra esse elemento,

4 rd

X
Figura 18 - Elemento diferencial de superficie com d@ e d¢
variando e r constante,
Esse elemento estd direcionado segundo o versor ar e pos-

sui um modulo dado por.



ds = rde . rsend dd = r? send a6 aé (4.6)

b) Elemento diferencial de superficie do cone.
Este elemento & obtido quando variamos r, de um elemento
dr, d) , de um elemento di) ; € mantemos 6 constante. A figura 19

nos mostra esse elemento de superficie.

z

‘r

d¢ N peenedd

X

Figura 19 - Elemento diferencial de superficie, com 6

constante e r e ¢ variando.

E um elemento direcionado segundo o versor a® ¢ possui

um moédulo igual a
ds =dr . r sen 8 d¢ = r send dd (4.7)

c) Elemento diferencial de superficie do plano.
Este elemento & obtido quando mantemos o angulo # cons-
tante e variamos o raio xr e o angulo & . A figura 20 nos mostra

esse elemento de superficie.



Figura 20 - Elemento diferencial de superficie, obtido variando-
-se r e 8 e mantendo-se § constante,
E um elemento direcionado segundo o versor 5$ e possui um
mddulo igual a:

ds=2 r 46 dr (4.8)

Como qualquer elemento diferencial de superficie pode ser
escrito como como combinag&o linear desses trés elementos, fazendo

dS ser esse elemento gqualquer temos:

—

ds = r‘sen6dedp ar + rsen® d¢ ab + rde dr AP (4.9)

4.3 - Elemento diferencial de _volume

0 volume diferencial pode ser construido, em coordenadas
esféricas, incrémentando-se o raio r, o angulo 8 e o angulo f#, pe-
los respectivos diferenciais de deslocamentos, ou seja, dr,rsen9d¢

e rd8. A figura 21 mostra esse elemento diferencial de volume.



X

Figura 21 - Elemento diferencial de volume.

4.4 - Relacao entre as coordenadas cartesianas e as Coordenadas

esféricas.

Podemos finalmente relacionar as coordenadas cartesianas
X, Yy e z com as coordenadas esféricas e as r, 8 e #, por inspecao da

figura 15, ou seja,

X =r sen 6 cos # (4.10)
= r sen 8 sen § (4.11)
Z =Y cos O (4.12)

ou de modo inverso

r=Vx? + y? + 22 r >0 (4.13)
@ = arcos Z (0° < ©< 1807)
%2 2 o+ 2% (4,14)
(@] (o]
g = artg y/x (0" < #<3607) (4.15)

Por definicdo a varidvel r & considerada nao negativa;
0 estd restrito ao intervalo 09 e 1809 incluindo os extremos e

# tem variacao de 09 a 3609.



A transformagao de coordenadas nada mais & do gque uma mu-
danga de base, que permite passar de um dado vetor ou camno vetorial
de um sistema de coordenadas para outro.

Para mostrarmos como se executa uma transformagao, sera

utilizado a transformagao de coordenadas cartesianas para cilindri-

cas.
Seja um vetor escrito em coordenadas cartesianas:
—d — S N —
A = Ax ax + Ayay + Az az (5.1)

onde Ax e Ay e Az sao fungdes de x,y,z, e desejamos conhecé-lo em
coordenadas cilindricas, portanto, o primeiro passo & escrevermos
Ax, Ay e Az em funcao das novas coordenadas, ou seja, r,¢ e z
e, posteriormente, projetarmos o vetor A nas direg6es 5?, 56 e 5% ’
O que nos permitira conhecer as componentes Ar A¢ e Az.

Como exemplo vamos determinar a componente Ar, gue nada

mais & do gue executarmos o produto escalar.

sl

Ar = A ., ar (5.2
- ~
Como o vetor A é dado pela expressao 5.1 tem-se:
. — —h —t
Ar = (Axax + Ayay + Azaz). ar
= Ax(ax.ar) + Ay(ay.ar) + Az (3z.ar) (5.3)
Da figura 10 tiramos que:
ax . ar = cos g
ay . ar = sen J
az . ar =0
portanto temos
Ar'= AX cos # + Ay sen f# (5.4)

Quando procedemos de maneira andloga para A(ﬁ e Az temos:
Apg=~Axsen J + Ay cos £ e
Az = Az

Podemos escrever essa transformagcao na forma matricial

€ determinarmos a matriz transformagdo de coordenadas assim:

~
L0~

N Sl TR TS



Ar cos @ sen § 0 AX

Af = f-sen cos # 0 Ay
Az 0 0 1l Az
onde a matriz
cos # sen @ 0
M X¥rZ _ -sen @ cos @£ 0
it 0 0 1

& denominada matriz transformacao do sistema de coordenadas carte-
sianas para o0 sistema de coordenadas cartesianas para o sistema
de coordenadas cilindricas.

A matriz transformagao do sistema de coordenadas carte-

sianas esféricas & dada por.

cosd sen 6 cos 8 cosd ~sen 6 |
M [ Xr¥:2 = sen sen 6 cos 6 sen cos #
r,8,¢
~Ae —con A
LScs 9 sen 8 0 ]

6 — Exercicios Propostos

— e et o = v —— — — ———_—— - o

6.1. Dado os vetores

— — b
2ax - 5Say -~ vaz e

Q| i

i — —
3ax + 5ay + 2az encontre

a) F. G ; b) o angulo entre Fe E; c) o comprimento da proje-
cao de F sobre G ; d) o vetor projecao de F sobre G - Resros
tas - 27,0 ; 130.89 ; 4,38 ; -2,133% - 3,553y ; - 1,42 az.

6.2. Dado os vetores

— — —lt — —

b — by
A = -bax + Zay - 4az e B = 4ax + 3av -~ 2az

N

encontre P . = + =
a) o vetor unitario na diregao A + 2B;
—h

b) o mddulo de A + 2 ;

e —h —r d
c) o vetor ¢ tal que A + B + C = 0.



Resposta: a) 0,17413% + 0,696 - 0,6963% ;

b)11,69 ;
c) 2ax - Say + 6az

— — — — —

-—h — —
Os vetores . : A = 4ax + 5ay - Zaz e B = 2ax + 8ay + 3az

sdo representados por segmentos de linha reta gue partem da
origem do sistema de coordenadas cartesians; a) Qual & a
separagao entre as suas exteBFidades; b) Encontre o vetor
unitario na diregéo do vetor A; c¢) Encontre o vetor 'E.que

€& paralelo a A e tem o comprimento

Resposta: 2) a) 6,16 ; b) 0,596ax + 0,7453% - 0,298az

6.4.

6.5.

6.6,

6.7.

6.3.

6.9.

c) 5,23ax + 6,54ay - 2,62az.

-— —h —— —h —— —
Dados A =ax + ay ; B = ax + 2az e
— —n onadh b -—h
C = 2ay + az, Calcule: (A x B)xXC e compare este re-
sultado com Ax (BxC).
— b -
Use os vetores do problema 6.4. para calcular A.B x C, e

— —t —

compare os resuitados com A X B . C,

Obtenha o versor que estd apoiado na reta OP sendo
0= (x,y, = 5) eP= (0,0,0).

Ache o vetor unitdrio normal ao plano 4x + 3y + 2y = 12
(para sentido afastamento da origem).
Resposta: (48% + 3ay + 2az) / V29.

Obtenha as relagdes que devem ser satisfeitas.entre as compo
— - —
nentes cartesianas de dois campos vetoriais A e B para que

sejam paralelos em todos os pontos do espaco,

Calcule o-vetor unitario que vai de um ponto genérico da re-
ta x = 0, y = 3 até a origem
Resposta: & =(-3ay - 253)/\/9+zz.

6.10.Calcule o vetor unitdrio que liga um ponto genérico do Plano

y = -5 aovponto (xl ¢ Yy s zl)

Resposta: F = (x1-x)&% +(vi+5)ay + (z1-z) @z

w——

\/(xl-—x)2 + (y1+5)'2 + (erZ):
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6.11. Obtenha a expressao do vetor unitdrio que liga um ponto ar-
bitrario do plano z = -2 ao ponto (0,0,L). Expligue o re-

sultado para quando L — -2,

—h

6.12. -Dados 7( = 5ax

e B = 4ax + By5§, Calcule By de modo que o
angulo entre'X'e'ﬁ'seja 459, Se B contiver, ainda um ter-
mo Bzaz, qual a relacao que deve haver entre By e Bz?
Resposta. By = Ty, By2 + Bz = 4

6.13. Calcule o vetor que liga (10, 3W/4, W/6) a (5, W/4,T),
pontos expressos em coordenadas esféricas.
Resposta: -9,66 ax - 3,543y + 10,61 3z

6.14. Calcule a distadncia entre (1,7 /4, 0) e (1,3T/4, ¥ ) pon-
tos expressos em coordenadas esféricas.

Resposta: 2,0

6.15. Calcule a drea da superficie curva de um cilindro circular

reto de raio a e altura h usando coordenadas cilindricas.

6.16. Calcule o volume de uma casca hemisférica de raio interno
2,00m e raio externo, 2,02m, usando coordenadas esféricas.
Resposta: 0,162’# m3.

a——t i —ead o—— —
6.17. Expresse o campo vetorial: A = Ax ax + Ay ay + Az az em coOOr

denadas cilindricas.

— — » —
Arar + Aeae + Afag, em coorde-

i
6.17. Escreva o campo vetorial: A
nadas cartesianas.
_ -
_ : : ' _ . o
6.19, Transformeocampo vetorial =r ar de coordenadas esféeri-
cas para coordenadas cartesianas.

-~

Resposta: & = (x8x + yay + 232) / (x% + ve o+ z9).
6.20. Esboce os seguintes Campos Vetoriails:
a) F = xax + xay (Coordenadas cartesianas)
b)'F = 2rcosf@ar + raf (coordenadas cilindricas)

c) F = 2cos & ar + sen © 53( Coordenadas esféricas).
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6.21. Dois

F
G =

Determine:
a) F . G
o ponto P

ponto P ;

vetores sao definidos para o ponto P, assim:

-— —— —
l0ar - 3a8 + 5af e
2a_;:'+ 3326 + 3572!.

-—

; b) A componente escalar de G na direcao de T para

-t —
; c) a componente do vetor G na diregao de F para
G xTF ;. e)

/Y
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