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No intuito de facilitar o ensino das leis e a resolu9ão 

dos problemas em eletromagnetismo, estamos a~resentando esta anos­

tila de "Anãlise Vetorial''. O conhecimento de Anãlise Vetorial ê 

de extrema importância, nesta disci~lina, haja vista que a maio 

ria das grandezas são vetoriais e que a escolü& adequada de um 

sistema de coordenadas, em um problema, traz enormes simplifica- I 
çoes e!'1. sua resolução. 

Aqui abordaremos essencialmente três sistemas de coorde­

nadas·: o Cartesiano; o Cilíndrico e o Esférico. Além de procurar 

fazer uma recordação de Geometria Analítica. 

o Autor 



1.1. Escalar 

O termo escalar se refere a uma quantidade cujo valor 

pode ser representado apenas por um número real. Muit~s grandezas 

físicas são escalares, a exemplo da massa, d~ tempe~atur~ e do p~ 

tencial elétrico. 

1.2. Vetor 

Outras tantas grandezas físicas ~ossuem tanto rnagnit~ 

de quanto direção, tais como, a força, a velocidaàe ~ ~ acelera­

çao. Para representar essas grandezas sào utilizados vetores , 

que são entidades matemáticas nossuiooras de módulo, direção e 

sentido. Urna definição mais precisa dos vetores e dada pela re-

fe::::-ê~cia r .1 ' ' .,. I • 

"Vetor determinado oor um segmento orientado AB é o 

conjunto de todos os segmentos Qrientaqos equipolentes 

a AB" 

Essa definição é bastante abrangente, sendo válida in 

clusive para espaços 

lharemos apenas com 

n - dimension~is. Aqui, entretanto, traba­

o espaço tridimen~ional. 

Campo escalar é simplesmente uma função ~scalar de po­

sição no espaço, isto é, . uma função que associa a cada ponto do 

espaço um escalar. Por exemplo, a pressão barométrica de cada pon 

to da superfície terrestre constitui-se num campo ~scalar,isto po~ 

que a pressão é urna grandeza escalar. Um Qut~q campo escalar ex­

tritarnente matemático é a função f ~ x + y + z , que associa 

a cada ponto do espaço (x,y,z)un_escalar iqual a sorna de suas 

três coordenadas. 
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O campo vetorial também é uma função de posição, apenas 

diferenciando da anterior no aspecto de associar a cada ponto do 

espaço um vetor. Um exernolo simples é o vetor posição 
~ __. ~ __. 
R= x ax + y ay + y z az, que indica a ~osição do ~onto(x,y,z)corn 

relação à origem do sistema de.coordenadas. Outro exemplo desse 

tipo de campo é o campo elétrico. Veja se você consegue mostrar 

porque! 

Os campos escalares sao algumas vezes denominados campos 

equipotenciais e o 'lugar geométrico dos pontos, onde o campo esca-­

lar possui valor constan~e, é denominado superfície equipotencial 

ou linha equipotencial. 

1.~. Linhas de fluxo de carnoo 
---~-------------------~-

Nas regiões onde o campo vetorial é contínuo, nós pode­

mos definir linhas, cujos pontos sejal"l todos tangentes ao camno 

vetorial. Essas linhas são denominadas linhas de fluxo de carn-

po. 

Para podermos encontrar a equação di~~rencial dessas li 

nhas, devemos determinar urna relação entre o vetor diferencial de 

deslocamento apoiado sobre a linha e as correspondente componen­

tes do campo vet_or ial. 

Em qualquer curva tr.açada no espaço (x,y,z) podemos de­

finir para todos os seus pontos um vetor diferencial de deslocamen 

to igual a 

- --' -- --l. dl = dx ax + dy ay + dz az (1.1} 

que é tangente à curva no ponto considerado, corno mostra a figura 

1. 
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Figura 1 - Vetor diferencial de deslocamento. 

Fazendo agora um campo vetorial Genérico ser representado pqr: 
__.. ~ 

V = Vx ax + Vy ay + Vz az (1. 2) 

....... -teremos que V será tangente a dl quando seus versores for~m iguais. 

Portanto. 

= 

ou 

ainda 

- __. 
dl/ldll = -v; 1v1 ou 

__. -, ~ .ax + dy/ / dl ay + dz/ I dil ~ = 

vx; I vi ãi + vy; I v/ ãY + vz; I vi ãi. 

dx/jdll 
__. 

= Vx/IVI . 
I 

- __. 
dy/ldll = Vy/IV\ 

vx/dx = Vy/dy = Vz/dz = lvl/ldil = K (1.3) 

A equaçao 1.3 é denominada equaçao diferencial das linhas de 

fluxo. 

Como exemplo simples da determinação das linhas de fluxo çon~ 

sideraremos o fluxo radial de ccrrente entre dois cilind~os- çoaxiais 

como ilustrado na figura 2. 
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Figura 2- Linhas de fluxo entre ·dois cilindros·coaxiais. 

....... 
J = 

A densidade 

I 
21T'r • ar 

de corrente é dada por. 

= 2~ [ xr~ + yr~J ( 1. 4) 

Baseados na equaçao (1.3} temos que a equaçao diferencial das 

linhas. de fluxo é. 

dx dy dx dy - .. ou = (1. 5) 
. Jx Jy X y 

Fazendo uma integração temos. 

lny = lnx + lnc = lnxc 

y = ex ,1.6) 

onde c é uma constante de integração. 

Consideramos dois vetores 
_. 
A 

-" 
e B como ilustrado na 

figura 3. O vetor ~ representa o deslocamento de um ponto mó-
_.. 

vel caminhando do ponto 1 ao nonto 2. O vetor B representa um 

deslocamento do ponto 2 ao ponto 3. A soma será o equivalente do 

deslocamento do ponto 1 ao ponto 3. 
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Figura 3- Adição de Vetores 

Um vetor A pode ser representado como sendo a ~ife~ença 

entre dois Pontos, ou seja. 

( 2 .1) 

Nessa nova notação a adição de dois vetores pode ser 

efetuada como abaixo. 

(2 .1) 

~ 
__.. 

~ _l 

P.l A + B = B +A 
~ 

_, 
~ 

P.2 (A + B)+ c =A + (B + C) 
__.. ....lo 

P.3 A + o =A - --l. 

P.4 A + (-A) = o 

Como exercício e usando a notação(2.1) orove todas essas 

propriedades. 

...... 
Dado dois vetores A e ·B o vetor 1! =X + (- ~), chama-se 

-lo. ~ ~ -.a. 
diferença de A e B e se indica por A - B. 

Na figura 4 encontra-se representado essa diferença. 

Figura 4 - Diferença entre dois vetores. 
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Uma base ortogonal é uma base formada por vetores unitá­

rios dois a dois ortogonais. Os versares apoiados nos eixos x,y, z 

do sistema de coordena da cartesiano constituem uma base ortogonal. 

---" 2.3.2. Versor de um vetor nao nulo A. 

...... 
Chamamos versor de um vetor não nulo A o vetor unitário 

......l. 

de mesma direção e sentido que A e podemos determiná-lo dividindo 
-->.. 

o vetor A por seu módulo, assim 

a = "A; I "A I < 2 . 2 . > 

~ 

Quando o vetor A for éxpresso em coordenada~ cartesia-
__.. ~ ~ __.. 

nas . A = Ax ax + Ay ay + Az az, temos que seu versor será dado 

por. 

J 
1/2 

+ A2 
z 

2.3.3. Produto de um número real oor um vetor. 
---------------------~------------------

(2.3.) 

Chamamos produto de um número real a :/- o por um vetor ........ 
~ 

A :/- o o vetor c definido da seguinte maneira. 
~ ~ 

1) C = a A 
...... _.... 

2) direção de c igual à direção A. 
~ ~ 

3) Sentido de c igual ao de A quando a for maior que zero e 
~ 

contrário ao de A se a for menor que zero. 

Propr~edades: 
....... ~ 

P
1 

a(b A) = (ab) A 

.......... 
àlt a~ p2 - a(A+B) = + 

~ - bj p3 - (a+b)A = aA + 
....... -" 

p4 - l.A = A 
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2.3.4. Produto escalar 

___. ____. _.... 
Fixando uma base ortogonal .(ax, ay, az), charnarnaos de produ-

to escalar dos vetores, 
........ ~ ____,. 

A= Ax ax + Ay ay + Az az 
--->. ~ ~ 

B = Bx ax + By ay + Bz az 

escritos nessa base, ao numero real: 
--l. 

A . B = AxBx + AyBy + AzBz (2.5) 

Esta definiç&o ê independente da base ortogonal fixada. 

Talvez a mais comum das aplicações do produto escalar seja 

no cálculo do trabalho, atravês da integral de linha abaixo. 

Trabalho= JF. di (2.6) 

Um outro exemplo de utilização ê no cálculo do fluxo aue 

atravessa urna dada superfície, atravês da integral de superf1cie 

abaixo. 

= J p: . ds (2.7) 

s 
2.3.4.1 ~~2E~~~9~9~~-92_E~29~~2-~~~~!~E· 

Q4) 

Os) 

Q6). 

........ ....... ........ 
A . B = B . A (comutativa) 

__\..._..1. ~ ~ _,.l, -4. 

a (A. B) = (a:' ) • B = A. ( aB) 

....l._.. __.,--1 ....lo~ 

A. (B+C) = A.B + A.c. (distributiva) 
--" ....... 
A.A ~ o i A. A = o ~ A = o 
__.. ....... 

11\1 2 A. A = 
__.. ....... ~ ~ 

A.B = o se e somente se A e B 

então, sendo e 
mb mostrado na figura 5, ternos • 

~ __.. ,~, 

A . B = A . I "B I. c os e , 

_. ~ 

Figura 5 - Vetor A e B 
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-sao ortogonais. 

o ângulq entre 
--' __. 
A e :S , co-

(2.8) 

e é o menor ângulo entre 

os dois vetores. 



-' __.\. 

2. 3. 4. 2. !:;:21~~~2-S~-~~-Y~!:~.E--~-!2~LS!~~$2~2-~~-=-:;~;:~~~-:-~ 

-' __.\. 

Seja um versor b e um vetor A qualquer, como mostr~ 
-lo. 

a figura 6, definimos: Projeção do vetor A na direção do versor 
-...lo ---' ~:/ . 

b o vetor B, que pode ser escrito como sendo B = ~ b, onde ~ é 

um .escalar qualquer. 

o vetor A pode ser escrito como sendo; 
__.. --1. ......l. 

A = B + C 
'~U 

(2' 9) 

__. 
Multiplicando a expressão 2.9 escalarmente por b 

em ambos os membros temos: 

b . A = q_ b. b + c . b 

o que resulta. 
__.\. -lo. 

b • A = ex 
--1. 

logo a projeção B pode ser expressa por 

13 = c:t "b = CA."h> b (2,10} 

Exemplo: Deseja-se obter a projeção do vetor 

na direção do vetor 
....J. --1 ----1. 

4az, v = 2ax + 3ay + 
----1. __.. 

~ ----1 

u = 4ax + 2ay + 3az 

Solução: 

Inicialmente é necessário obtermos o versor corres-
__.\. .. 

pendente ao vetor U atraves de; 

u1 1-u1 = versor -= u 

lul = ~4 2 + 2
2 + 3 2 ' = ../16 + 4 + 9 = 

= 41 ..J2g 129 ãY + 31 J29 ~ -u ãX + 21 

Com o versor 

tem-se. 

--lo 
u determinado e utilizando~se da expressão (2.10) 

---" ---l ....J ........ -' 
V 1 (projeção de V na direção ~) = (V u} u 

v 1 = < < 2 • 4 > I v'29' + < 3 • 6 ) I v'29' + < 12 . 4 l I v'2§' ) u = 261m u = 

- (26IV29> < 21 v'29 ax: + 21 ~ -ay + 31 ..J'25 ~1 

~ ~ __.. 
v1 = 261~ (4 ax + 2ay + 3az) 

-o e-
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2.3.5. Produto Vetorial 

Fixando uma orientaçã9 no es~aço e uma base ortogonal 
____. --1 ---" -

positiva (ax, ay, az) (por convençao adotamos como positiva· a 

.base que possui seus versores com a mesma orientação dos dedos 

médios, indicador e polegar da mão direita), chamamos produto 

vetorial dos vetores. 
_.... ~ ---i 

A = x1 ax + y1 ay + z 1 az 

_\, ---\. ~ ~ 

B = x 2 ax + y 2 ay + z 2 az 

o vetor zl zl xl ...... ~ 
yl 

y2 

--' 
A X B = ax + 

z2 z2 x2 
ay + I xl 

x2 

yll __. 
az 

y2 

que é precisamente o desenvolvimento do determinante simbólico. 
___. -.l 

A x B =/ =~ ~~ 
x2 yL. 

___. 
az 

zl 

z2 

Este produto também independe da base ortogonal positi­

va usada para calculá-lo e pode ser determinado procedendo-se corno 

o indicado. 

l) Módulo dado pela expressao. 
___.. _... 

A X B =!"AI l"BI sen 9 ( 2.11) 

onde 9 é o menor ângulo entre os dois vetores 

2) A direção é dada pelo versor an normal ao ~lano formado pe-

los dois vetores A e B. 

3). O sentido é dado·pelo polegar da rnao direita, quando guiamos 

o primeiro vetor sobre o segundo no sentido dos demais dedos pelo 

menor angulo ·entre eles, como mostra a figura 6b. 
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.... ..& 

AXB 

{b) 

ta) 

Figura 6.a) Produto vetorial; b) regra da mão direita 

~ ~ ___.. __..l. ___.. 
Assim se A = 2ax - 3ay + az e 

~ ___. ___. -3 = 4ax - 2ay + 5az, nós temos 

__. 

1\ 
ax ay 

..... 
A X B 

..., -3 = .... 

-4 -2 

[<-3 ) . ( 5 ) - (1) (- 2 ) J ~ r (_2} (5) _ (1) ,(-=-4il ---' = ax ay + 

( ( 2 .) (- 2) - (- 3 ) (- 4 il __.A 
___. __.. ~ 

+ az = ~ 13ax -:- 14ay ~ 16 az 

Para descrevermos a posição de um ponto qualquer no espaço sa? 
necessários três coordenadas, por exemplo (1,2,3). Também os veto 

res podem ser decompostos em três componentes, basta definirmos 

uma base (três vetores linearmente independentes) para os espa~ 

ço. Veremos agora o que são e quais os sistemas de coordenadas 

mais comuns. 

3.1 - Sistemas de coordenadas cartesianas. 
--------------------~--------------~ 

Este é, talvez, o sistema de coordenadas mais comum e é um con 

junto formado por um ponto O e uma base ortogonal positiva I 
. -- ~ ---"' 
(ax, ay, az). Indicado por: (O, ãX, ãY e ãZ). O ponto O chama-:-

' 
-se origem do sistema. As retas orientadas que passam pelo pon 

-:-- ~ ~ ~ to O e têm as direçoes dos versores ax, ay e az, denominan-:-se , 

respectivamente: eixo das abscissas (X), eixo das ordenadas (Y) 
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e eixo das cotas (z). Usando-se os dedos: polegar, indicador e mé­
dio, da mão direita podemos indentificar, respectivamente, os ei­
xos x, y e z. A figura 6 mostra esse sistema 

X 

Figura 6 - Sistema de Coordenadas Cartesianas 

Um ponto qualquer do espaço possuir& coordenadas (x,y,a),que 
sio, respectivamente, as dist&ncias da origem l interaacçio de 

' 
uma projeção do ponto nos eixos, x,y ê z -

Um rnAtodo alternativo e interpretação doa valoréa das coor­
den~s, que facilita o entendimento em toâos os outros sistemas 
de coordenadas, é o de considerar o ponto como sondo a inter­
secção de três planos, dados por x =éonstante, y = constante ê 

z = constante, sendo as constantes os valores das coordenadas 
do ponto. 
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--" 
Os versares ax, ay 

como sao ortogonais 
~ ____. 
ax X ay = az 
--l. ---' 
ay X az = ax 

___. 
az X ax = ay 

Tente provã-las! 

~ 

e az 

valem 

sao 

' -

in~~~iãveis de oonto para ponto, 

;:-elações 

( 3 .1) 

( 3. 2) 

( 3. 3) 

Seja A um vetor qualquer, ele pode ser escrito corno um3 cornbi-
- ____... ~ --' 

naçao linear dos versares ax, ay e az, ou seja, 
~ . ---1. 

A = Ax ax + Ay ay + Az az 

onde Ax, Ay e Az são coordenadas desse vetor nesse sistema. 

A determinação dessas coordenadas ª feita atravês da equação. 
~ 

A. = A . a_ 
1. 

ou também 
__.. ...... 
A. =I A I cose 

1. 

( 3. 4) 

( 3. 5) 

onde e ê o _. -ângulo formado pelo vetor A e o versar ai 

ê denominado cosseno diretor. 

Em ambas as expressões (3,4) e (3,5) Ai 

vetor A na direção do versar ã1. 
Exemplificando para o elernente Ax, 

Ax =A. ~ = I A I cos e 

Exercício: Seja um vetor A que possui módulo 

dada pelo versar apoiado na reta y 

e cose 

é a projeção do 

igual a 5, direção, 

= x+5 e sentido 

igual ao crescimento de x. Determine suas coordenadas 

Ax, Ay e Az, e escreva-o no sistema de coordenadas 

cartesianas. 

3.1.1. Vetor diferencial 'de deslocamento ---------------------------------
O vetor diferencial de deslocamento representa qualquer des­

locamento diferencial de um ponto P para P + d. P, a figura 7 

ilustra esse fato. 

-12-



- - - ~ - - _ ~' P+ a r 

--- - - - ~!-------_ ~ 
fr 1 de 

I I 

: I 
1 I 
I f 

Figura 7 - Vetor diferencial de deslocamento 

No sistema de coordenadas cartesianas o vetor diierencial 

de deslocamento dl pode ser escrito através de suas projeções nos 

eixos x, y, z , ou seja, 

dl = dx ax + dyay + dz az (3. 6) 

que devem a corresponder um deslocamento dx na direção x, um des­

locamento dy na direção y e um deslocamento dz na direção z. 

Em muitos estudos do eletromagnetismo, como o caso do flu­

xo magnético, ê necessário definirmos um vetor diferêncial de su­

perfície, que possui módulo igual ao elemento de sunerfície, dire­

ção perpendicular ao elemento de superfície e sentido saindo da ~u ....--. 

perfície, quando esta é fechada e qualquer quando, aberta. A figu­

ra G mostra esse vetor. 

(0) 

Figura 8. a Vetor diferencial de Superfície. 

a) Superfície fechada; b) Superfície aberta. 
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No sistema de coordenadas cartesianas, o vetor diferencial 

de superfície ds pode ser escrito através de suas projeções nos 

planos xy, yz e xz, ou seja, 
--l. .,.__., ___.. __...a, 

dS = dydzax + dzdxay + dxdyaz .(3.7) 

Tente desenhar um vetor ds que possue componentes em todas 

as direções e pelo menos dois que possuamapenas duas comnonentes. 

3.1.3. Elemento diferencial de Volume. ------------------------------

O elemento diferencial de volume é utilizado no cálculo 

das integrais triplas, bastante comuns no estudo de eletrornagneti~ 

mos. No sistema de coordenadas cartesianoas, ele é de~inido pelo vo 

lume de um paralelepípedo regular, cujos lados são os elementos di­

ferenciais dx, dy e dz, portanto, 

dv = dx dy dz 

Na figura 9 , é mostrado um elemento diferencial de volume, 

obtido quando incrementamos as coordenadas do ponto ~, por um de­

ferencial dx, ou dy, ou dz em sua respect1va direção. 

Ressa.l tamos que o elemento diferencial de volume é uma gra~ 

deza escalar. 

Figura 9 - Elemento diferencial de volume dV 
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Como o sistema de coordenadas cartesianas é o mais conhe­

cido dos alunos, há uma tendência de se resolver todos os nro­

blemas utilizando-o. Entretanto, devido à simetria de muitos I 
problemas conseguimos soluções muito mais simples com a utiliza­

ção de outros sistemas de coordenadas, como é o caso do sistema 

de coordenadas cilíndricas que veremos agora, e do sistema de 

coordenadas esféricas que veremos no próximo item. 

O sistema de coordenadas cilíndricas é uma versao tridi-

mensional do sistema de coordenadas polar bidimensional. O 

sistema de coordenadas cilíndricas que estudaremos é o circular, 

por comodidade se.mpre nos rE7feriremos a ele simplesmente como 

sistema de coordenadas cilíndricas, entretanto, em outras refe­

rências o aluno deve verificar qual o sistema de coordenadas ci­

líndricas tratado, uma vez que esse sistema node ser elíptico , 

hiperbólico, parabÓlico e outros. 
~ ___. __.. 

Três versores (ar, a~ e az) e um ponto O, origem, situado na 

intersecção dos três eixo x, y e z, definem 

nadas cilíndricas como ilustra a figura 10. 

'j 

o sistema de coorde -

Figura 10 - Sistemas de coordenadas cilíndricas. 

Qualquer ponto P do espaço nossui três Coordenadas a sa­

ber r, ~ e z, sendo que: - r = distãncia da origem O até a 

projeção de P no plano xy . 
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~ = ângulo formado entre o eixo x e o raio r. 

z = projeção do ponto no eixo z, coordenada z. 

Nesse sistema de coordenadas, para qualquer ponto ~(rl, ~1, 
zl) sao definidos três versares 

~ --""' ~ .--..1. .... 

ar, a~ e az, sendo que: ar e um 

versor apoiado na reta que une o ponto O 

ao plano xy: ã$" , um versar normal do plano 

a projeção do nonto P 
~ 

1 e az , o mesmo ver 
~ 

sor az do sistema de coordenadas cartesianas. Como percebemos, 

os versares ar, 
-l ___l 

a!P e az modificam suas direções de nonto na-· 

ra ponto. Isto implica, numa integração ou numa diferenciacão em 

relação a <P, considerar os versares ar e aq, como sendo não cons 

tante, portanto, devemos nesses casos efetuar uma tra~sformação de 

coordenadas. 
___, __.. ___. 

Os versores ar, a <I:> e az sao ortogonais dois a dois e sao I 
válidas as 

~ 

ar X 

__. 
a~ X 

az X 

relacões 
___. 
a<P = az 

~ 

az = ar 
~ 

ã<P ar = 

.( 3. ü) 

( 3 • 9) 

(3.10) 

Um vetor, nesse sistema de coordenadas, pode ser expresso 

por: 

A = Ar ãJ:: + A -a:$ + Az ~ (3.11) 

e todas as propriedades, tais como adição, diferenciação, produto 

escalar e produto vetorial são válidas e efetuadas de maneira 

artáloga ao sistema de coordenadas cartesianas. 

Exemplo: 

Um vetor que escrevemos no sistema de coordenadas cartesia~ 

nas, como: 

A = 2ax + 3ay + 4az 

No sistema de coordenadas cilíndricas, temos o mesmo vetor escrito 

como 

A = (2cos<f> + 3sencp ) ~ + (3coscp- 2sencp ) ~ + 4~ 

Es'ses cos~ e sen<l> sao necessários para exprimir o vetor A 

em quaisquer dos três versares móveis que representam esse sistema. 

-16-
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Faça uma verificação do que foi dito aciMa desenhando no 

triedro o vetor A, para ~ = 459 e ~= 909, desenhe também os - __. 
versores (ar, aÇ e az) nesse nonto. Você deverá observar que 

o vetor A não se modifica quando-os versares são móveis. 

3.1.1. Vetor diferencial de deslocamento 

O vetor diferencial de deslocamento é escrito nesse sistema 

como sendo 
--l. ___,11. . __., ~ 

dl = drar + rd~ a~ + dzaz (3.12) 

onde cada coordenada desse vetor representa um deslocamento di­

ferencial na direção considerada, como mostra a figura 11. 

-........ __ 
..... .... ----

Figura 11 - Vetor diferencial de deslocamento em coordenadas 

cilíndricas 

3.1.2. Vetor diferencial de suoerfície -------------------------------
Qualquer vetor diferencial de superfície pode ser represen 

tado pelo vet·or diferencial abaixo. 
___. 

ds = rd~ dz ar + dr dZ acp + rdf dz az (3.13) 

sendo que cada coordenada pode ser encontrada como ilustra a fi­

gura 12. 
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Figura 12 - Coordenadas do vetor diferencial de suncrficie 

3.1.3. Elemento diferencial de volume ------------------------------
Um ele6ento diferencial de volume, em coordenadas cilindri­

cas pode ser obtido incrementando-se as coordenadas r, ~e z de 

seu oonto qualquer por diferenciais de comprimento dr, rd~ e dz. 

Na figura 13, encontramos um desenho representativo ·do diferen­

cial de volume dv. 

Figura 13 - Elemento diferencial àe volume. 
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3.1.4. g~~~~!~~~~~~!~-~~~-Y~E!~Y~!~-~~E~~~!~~~~-~~~-~~ 

cilíndricas. -----------

Podemos facilmente relacionar as variãveis cartesianas x, 

y e z com as variáveis cilíndricas r, ~ e z oor inspeção ~a figu­

ra 14 ou seja, 

ou 

x = r cos <!:> 

y = r sen <b 
z = z 

de outro modo 

2 2 
r = X + y 

<P = arctg y/x 

z = z 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.1G) 

(3.19) 

Figura 14 - Variáveis cilíndricas e variáveis cartesianas. 

Agora não temos um sistema bidimensional para nos ajudar 

a entender o sistema tridimensional de coordenadas esféricas,como 

tivemos para o sistema de coordenadas cilíndricas, mas um exem­

plo da utilização desse sistema é o conhecimento da posição de um 

ponto na superfície da Terra 9ela latitude e longitude. Usualmen­

te, consideramos somente os rontos situados na su~erfície, mas 

pontos acima e abaixo do solo podem ser considerados auando adota 

mos uma terceira coordenadas, a altura ou a porfundidade. 
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O sistema de coordenadas cartesianos é formado por urna 

ponto O, denominado origem e situado na intersecção dos três 
~ ~ 

eixos de coordenadas (x, y, z) , e de três versores (ar, a e , a q, ) , 

todos variáveis de ponto para Ponto. 

espaço é 

de r é a 

o eixo z 

ta OP
1 

mo mostra 

)(. 

Nesse sistema de coordenadas, um ponto P qualquer do 

e e cP , on-definido oor 

distância da 

e a reta OP 

sendo que pl 

figura lSa 

e 

' '·,J P. 
I 

(O) 

três coordenadas 0.ue são: r, 

origem O ao ponto P, e é o ângulo entre 

e ~ é o ângulo entre o eixo x e a re 

é a projeção do ponto P ao olano x y; co-

y 

Figura 15 - Coordenadas de um ponto ~ qualquer no sistema 

de coordenadas esféricas. 

O Ponto p pode também ser encontrado pela interseção 

de três superfícies mutuamente perpendiculares, uma esfera, um 

cone e um plano, corno mostra a figura lS.b. 

Na figura 16 encontramos os vetores ãi, ã9 nara o 
---lo 

ponto P . O vetor ar está apoiado na reta OP e dirigido no -
~ ~ 

sentido de crescimento da coordenada. O vetor a9---- ~m vetor nor-

mal a·superfície cônica, pertencente ao olano tangente à esfera. 

Está dirigido no sentido de crescimento do e . O terceiro versor 

é o mesmo das coordenadas cilíndricas, sendo normal ao 

plano e tangente ao cone e 

cente de ~. 

~ 

a esfera, dirigido no sentido cres-
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Figura 16 - Versores ar, ã9 e a~ 
esféricas. 

____. 

':1 

do sistema de coordenadas 

Os versores ar, ae e ab embor~ variáveis em dire-

çao de ponto para·ponto são todos perpenàiculares dois a dois en 

tre si, e vale as relações. 
---' ___. 

ar = a e X a$1 
___.. __. 
a$1 = ar X a e 

ãê a-h 
~ 

= X ar 

Qualquer vetor é representado nesse sistema como 
_., ~ ____,_ 

{ 4 .1) 

{ 4. 2) 

{ 4. 3) 

A= A ar~ A~ a~+ A8 ae (4.4) 

e todas as propriedades tais como, adição, subtração, nroduto es~ 

calar, produto vetorial etc. 

4.1 - Vetor diferencial de deslocamento 

O vetor diferencial de deslocamento dl ·pode; nesse sis~ 

terna, ser escrito corno sendo. 

- __. ___.. ___.. 
dl = drar + rde ae + rsene d$1 a$1 { 4. 5) 

onde cada coordenada representa um deslocamento infinitesimal na 

direção correspondente .. 
~ 

O deslocamento na direção a~, talvez seja o mais dificil 

de se visuali~ar, por ser a projeção do raio r no plano xy rnulti­

~licado pelo diferencial de ãngulo dt . 

Na figura 17 encontramos urna representação do vetor dife 
--' 

rencial de deslocamento dl. 
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......... -..... -- .! - I I y 
.-''-..._ --J.. I 

dq> '- I .. - I -

'J~ 
)t.sene &q, 

Figura 17 - Vetor diferencial de deslocamento em coordenadas 

esféricas. 

4 -, 
• .t. - Elemento diferencial de superfície ----------------------------------

Nesse sistema temos uma esfera, um cone e um plano como 

elementos de superfície, cuja intersecção dos três fornece um 

ponto. 

Qualquer elemento diferencial de superfície pode ser 

escrito como sendo uma combinação linear de três outros, descrj­

tos abaixo. 

a) Elemento diferencial de superfície da esfera. 

~ um elemento onde r mantêm-se constante, e d~ e dG 

variam. A figura 13 mostra esse elemento. 

X 

Figura 18 - Elemento diferencial de superfície com de e d~ 

variando e r constante. 

Esse elemento estã direcionado segundo o versor ar e pos­

sui um modulo dado por. 
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ds = rdG . rsenG d~ = r
2 

senG dfl d4> ( 4. 6) 

b) Elemento diferencial de superfície do cone. 

Este elemento é obtido quando variamos r, de um elemento 

dr, cP , de um elemento d b , e mantemos G constante. A figurp. 19 

nos mostra esse elemento de superfície. 

y 

Figura 19 - Elemento diferencial de superfície, com G 

constante e r e ~ variando. 

~ um elemento direcionado segundo o versor aG c oossui 

um módulo igual à 

ds = dr . r sen G d <\> = r sene dcP (4.7) 

c) Elemento diferencial de superfície do plano. 

Este elemento é obtido quando mantemos o ângulo ~ cons­

tante e variamos o raio r e o ângulo G • A figura 20 nos mostra 

esse elemento de superfície. 
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X 

Figura 20 - Elemento diferencial de su~erfície, obtido variando­

-se r e e e mantendo-se ~ constante. 

~ um elemento direcionado segundo o versor á~ e nossui um 

módulo igual a: 

dS=2 r de clr ( 4. 8) 

Como qualquer elemento diferencial de superfície pode ser 

escrito corno como combinação linear desses tres elementos, fazendo 

dS ser esse elemento qualquer ternos: 
___.. 

dS = r'seneded~ 
~ 

ar + rsene d~ ae + rde dr ~ ( 4. 9) 

4.3 - Elemento diferencial de volume -------------------------------
O volume diferencial pode ser construido, em coordenadas 

esféricas, incrementando-se o raio r, o ângulo e e o ângulo ~' pe­

los respectivos diferenciais de deslocamentos, ou seja, dr,rsenedp 

e rde. A figura 21 mostra esse elemento diferencial de volume. 
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Figura 21 - Elemento diferencial de volume-

4.4 - Relação entre as coordenadas cartesianas e as Coordenadas 

esféricas. 

Podemos finalmente relacionar as coordenadas cartesianas 

x, y e z com as coordenadas esféricas e as r, e e ~' por inspeção da 

figura 15, ou seja, 

X = r sen e c os 

y = r sen e sen 

z = r cos e 

ou de modo inverso 

r J2 = X + y 
2 

+ 

e = arcos 

Jx2 + 

~ = artg y/x 

~ 

~ 

I 

2 z 

z 
2 

y 
2' 

+ z 

r90 

(4.10} 

( 4 .11} 

( 4 .12} 

( 4 .13} 

( 4 .14} 

o o 
(O' ~ 11~360') (4.15} 

Por definição a variável r é considerada não negativa; 

e está restrito ao intervalo 09 e 1809 incluindo os extremos e 

~ tem variação de 09 à 3609. 



A transformação de coordenadas nada mais é do que uma mu­

dança de base, que permite passar de um dado vetor ou camno vetorial 

de um sistema de coordenadas para outro. 

Para mostrarmos como se executa uma transformação, será 

utilizado a transformação de coordenadas cartesianas oara cilíndri­

cas. 

Seja um vetor escrito em coordenadas cartesianas: - --" ~ ........ 
A = Ax ax + Ayay + Az az ( 5 .1) 

onde Ax e Ay e Az são funções de x,y,z, e desejamos conhecê-lo em 

coordenadas cilíndricas, portanto, o.primeiro passo é escrevermos 

Ax, Ay e Az em função das novas coordenadas, ou seja, r,~ e z 

e, posteriormente, projetarmos o vetor A nas direções ãr, ~ e ãZ , 
o que nos permitirá conhecer as componentes Ar Aq e Az. 

Como exemplo vamos determinar a componente Ar, que nada 

mais é do que executarmos o produto escalar. 

Ar = A . ar (5.2/ 

~ 

Como o vetor A é dado pela expressão 5.1 tem-se: 

Ar = (Ax~ + AyãY + Azãi). ~ 
= Ax(~.ãr) + Ay(ãY.ãr) + Az(ãZ.ãr) ( 5. 3) 

Da figura 10 tiramos que: 

-ax ar = cos 11 - í5 ay ar = sen - o az ar = 

portanto temos 

Ar'= Ax cos 11 + Ay sen 11 (5.4) 

Quando procedemos de maneira análoga para A~ e Az temos: 

A ~ = -Ax sen ~ + Ay cos ~ e 

Az = Az 

Podemos escrever essa transformação na forma matricial 

e deter~inarmos a matriz transformaçao de coordenadas assim~ 
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Ar cos fJ sen fJ 

= -sen f1 cos fJ 

AZ o o 

onde a matriz 

M xfyf:\= -sen fJ 
( [ 

cos fJ 

r f tJ f z} 0 

o 

o 

1 

sen f1 
cos ~ 

o 

Ax 

Ay 

Az 

~] 
é denominada matriz transforma~ão do sistema de coordenndas carte­

sianas para o sistema de coordenadas cartesianas para o sistema 

de coordenadas cilíndricas. 

A matriz transformação do sistema de coordenadas carte­

sianas esféricas é dada por. 

M (xfyf z'\ 
rfe,(J} = 

6.1. Dado os vetores 

r:::: ::: : ,..,... ... 9 
L~ .... ... 

...... ...... -
F = 2ax - Say - yaz e 

__. -G = 3ax + Say + 2az 

cos e cos<f' 

cos e sen<P 

encontre 

... sen e 

cos fJ 

o 

..... -a} F G 
_. .-

b) o ângulo entre F e G; c) o comprimento da proje-

çao de F 
tas- 27,0 

sobre ~ ; d) o vetor projeção de 1 sobre ~ - Resnos 

- - -; 130.89 ; 4,38 ; -2,13ax - 3,55ay ; - 1,42 az. 

6.2. Dado os vetores 

- - ...... -A = -6ax + 2ay - 4az e B = 4ax + 3ay 2az 

- """ direção A + 2B; 
encontre ' 

a) o vetor unitário na 

b} o módulo - ~ de A + 2B i 
~ ..... 

+ B + c = o. .... -c) o vetor c tal que A 
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Resposta: a) 0,1741~ + 0,696~ - 0,696ã1 ; 

b)ll,69 i 

c) 2ãi - 5ãY + 6az 

--' - ......... ~ __. 
6.3. Os vetores A = 4ax + 5ay 2az e B = 2ax + 8ay + 3az 

são representados por segmentos de linha reta que partem da 

origem do sistema de coordenadas cartesians; a) Qual é a 

separaçao entre as suas extensidades; b) Encontre o vetor 
~ -unitário na direção do vetor A; c) Encontre o vetor C que 

é paralelo a A e tem o comprimento 
..... 

Resposta: 2) a) 6,16 i b) 0,596ax + 0,745ã_Y- 0,298ãZ 

5,23ãX 6,54ay 
......... 

c) + - 2,62az. 

~ __,. 
~ _.. 

--l 

6~4. Dados A= ax + ay B = ax + 2az e 
_.. - _.. 

~ .... 
c = 2ay + az, Calcule: (A X B)xC e compare este r e-- ......... sultado com Ax(BxC). 

-.... __.. 
6.5. Use os vetores do problema 6.4. para calcular A.B x c, e 

_. 
compare os resultaãos com A X B 

...... 
~ . '-. 

6.6. Obtenha o versor que está apoiado na reta OP sendo 

O= (x,y, .,.. 5) e P = (0,0,0}. 

6.7. Ache o vetor unitário normal ao plano 4x + 3y + 2y = 12 

(para sentido afastamento da origem) . 
--l ..... ~ .~ 

Resposta~ (4ax + 3ay + 2az) I v29. 

6.3. Obtenha as relações que devem ser satisfeitas.entre as compo __. -
nentes cartesianas de dois campos vetoriais A e B para que 

s~jam paralelos em todos os pontos do espaço. 

6.9. Calcule O·vetor unitário que vai de um ponto genérico dare­

ta x = O, y = 3 até a origem 
..... - - • r;:::---""l Resp?sta: a =(-3ay- zaz)/v9+z~. 

6.10.Calcule o vetor unitário que liga um ponto genérico do Plano 

y = -5 ao ponto (x1 , y
1 

, z
1

) 

Resposta: a= (xl-x)ãX +(yl+5)áY + (zl-z)ã2 

J(xl-x) 2 + (yl+5) 2 + (zl.,..z)~' 
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6.11. Obtenha a expressao do vetor unitário que liga um ponto ar­

bitrário do plano z = -2 ao ponto (O,O,L). Explique o re­

sultado para quando L ___. -2. 

- ~ - __. 
6.12. Dados A = 5ax e B = 4ax + Byay, Calcule By de modo que o 

~ - __. 
ângulo entre A e B seja 459. Se B contiver, ainda um ter--mo Bzaz, aual a relação ou e deve haver entre By e Bz? 

Resposta. By = :!:4 ; By2 + Bz 2 = 4 

6.13. Calcule o vetor aue liga (10, 31tl4, 1l' 16) a ( 5, 7r' I 4, 1T' ) , 

pontos expressos em coordenadas esféricas. 

Resposta: -9,66 ãX 3,54ãY + 10,61 ãZ 

6 .14. Calcule a distância entre ( 1, 'il' I 4, O) e ( 1, 3 11' I 4, 'it' ) pon­

tos expressos em coordenadas esféricas. 

Resposta: 2,0 

6.15. Calcule a área da superfície curva de um cilindro circular 

reto de raio a e altura h usando coordenadas cilíndricas. 

6.16. Calcule o volume de uma casca hemisférica de raio interno 

·2,00m e raio externo, 2,02m, usando coordenadas esféricas. 

Resposta: 0,162 'f( m3 • 

__. ...... __. 
6.17. Expresse o campo vetorial: A;;::: Ax ax + Ay ay + Az az 

denadas cilíndricas. 

...... - --' __. 
6.17. Es·creva o campo vetorial: A= Arar + Aeae + A~aJ1, em 

nadas cartesianas. 
_.. 

....... 
6 .19. Transforme o campo vetorial 1= r 

-1 ar de coordenadas 

cas para coordenadas cartesianas. 
d __. ........ - 2 2 2 

Resnosta: cr = (xax + yay + zaz)l(x + y + z ) • 

6.20. Esboce os seguintes Campos Vetoriais: 
-.a. 

a) F 
__. 

b) F __. 

= 
= 

xãX + xãY (Coordenadas cartesianas) 

2rcosJ1ãr + r~ (coordenadas cilíndricas) 

em co o r ,..... 

coorde-

esféri-· 

- --l. ... 2cos 9 ar + sen 9 ae( Coordenadas esfericas). c) F = 
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6.21. Dois 

F = 
~ 

G = 

Determine: 
~ __.. 

a) F . G 

o ponto P 

ponto P 

vetores sao definidos para o ponto E_, assim: 
~ 

3ãê 
__.. 

lO ar - + Sa.0 e 
....... __.. -2ar + 3ae + 3a,0. 

b) fi __. - _. 
componente escalar de G na direçao de F par~ 

c) a componente do vetor G na direção de F para 
__. -
G X F i e) 

---111--
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